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Beweis eines algebraischen Lehrsatzes. 


(Von Hrn. Hofrath u. Professor, Dr. Gaufs zu Göttingen.) 





Per Gegenstand dieses Aufsatzes ist der Cartesische, gewöhnlich nach 
Harriot benannte, Lehrsatz über den Zusammenhang der Anzahl der 
positiven und negativen Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit der 
Anzahl der Abwechslungen und. Folgen in den Zeichen der Coéfficienten. 
Man vermifst an den von verschiedenen Schriftstellern versuchten Bewei- 
sen dieses Thecrems die Klarheit, Kürze und umfassende Allgemeinheit, 
die man bei einem so elementarischen Gegenstande mit Recht verlangen 
kann, und eine neue Behandlung desselben scheint daher nicht überflüs- 


sig zu sein. 


Es sei À eine algebraische ganze Function von x von der Ordnung 
m, nach absteigenden Potenzen von x geordnet. Wir nehmen an (ohne 
Nachtheil für die Allgemeinheit), dafs das höchste Glied x" sei, und das 
niedrigste von x freie Glied nicht fehle; blofs die wirklich vorhandenen 
Glieder sollen aufgestellt, also nicht die etwa fehlenden mit dem Coéffi- 
cienten O angesetzt sein. 


Wenn nicht alle Coéfficienten positiv sind, so werden sie einen 
oder mehrere Zeichenwechsel darbieten. Es sei — IVx” das erste nega- 
tive Glied, das erste hierauf folgende positive + Px?, das erste hierauf 
folgende negative — Qa? u. s. w. Es sind mithin ™, n,-p, 9 u. s. w. 
abnehmende ganze Zahlen; JV, P, Q u.s. w. positiv, und X erscheint so 
dargestellt: : 

X = om bt... Na. HP tH... — 020 u.s. w. 


Es werde X mit dem einfachen Factor x — c multiplicirt, wo c 
positiv vorausgesetzt wird. Man sieht leicht, dafs in dem Producte, x”+: 
Crelles Journal. III. Bd. 1. Hft. 1 
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einen negativen, xPt einen positiven, «%* einen negativen Coéfficienten 
u. s. W., also das Product diese Form erhalten wird: 
(X(e—ea) = at... Nart....+ Pat... Q'aTP.,, 

so dafs IV’, P', Q' u. s. w. positiv werden. Die Zeichen zwischen den 
aufgestellten Gliedern bleiben zwar unentschieden: allein es ist klar, dafs 
vom höchsten Gliede bis zur Potenz x" wenigstens ein Zeichenwech- 
sel, bis at" wenigstens zwei, bis x7" wenigstens drei u. s. w. statt fin- 
den. Ist der letzte Zeichenwechsel in X bei dem Gliede + x", und 
bezeichnet man den Coéfficienten von z""? in X(x—e) durch # ZU’, so 
wird Z// positiv sein, und bis zum Gliede + U/x"# haben dann wenig- 
stens eben so viele Zeichenwechsel, wie in X sind, statt gefunden. Das 
letzte Glied in X(x — «) wird aber das Zeichen X haben; es mufs also 
bis dahin wenigstens noch ein Zeichenwechsel hinzugekommen sein. 
Wir schliefsen also, dafs X(x—«) wenigstens einen Zeichenwechsel 
mehr hat als X. 


Es sei nun X das Product aller einfachen Factoren, die den nega- 
tiven und imaginären Wurzeln einer Gleichung y — 0 entsprechen, also, 
wenn &, Q, y u. s. w. die positiven Wurzeln derselben Gleichung sind, 


y == X(x—2a«)(x—()(x—Qy).... 

Es finden sich also nach vorstehendem Satze, in X (x — «) wenigstens 
ein Zeichenwechsel, in .X(x — «) (x — 9) wenigstens zwei, in X(x—«) 
(x—(2) (x—'y) wenigstens drei u. s. w. mehr als in X; folglich wer- 
den, auch wenn in .X gar kein Zeichenwechsel vorkommt, in y we- 
nigstens so viele Zeichenwechsel sein, wie positive Wurzeln. Man 
sieht von selbst, dafs wenn die Gleichung weder negative, noch imagi- 
näre Wurzeln hat, man .X — 1 zu setzen hat, und dieser Schlufs seine 
Gültigkeit behält. 


Es gehe y, wenn den Coéfficienten der Potenzen 277, x"—, x”? 
u. S. w. die entgegengesetzten Zeichen beigelegt werden, in y’ über; 
sammtliche Wurzeln der Gleichung y'— 0 werden dann den Wurzeln 
der Gleichung y —0 entgegengesetzt sein. Es wird daher in y^ wenig- 
stens eben so viele Zeichenwechsel geben, als die Gleichung y — 0 ne- 
gative Wurzeln hat. 


Wir haben daher folgenden Lehrsatz: 


* 


* ^ > # 
« | 
* 1 
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Die Gleichung y —0 kann nicht mehr positive Wur N 
zeln haben, als es Zeichenwechsel in y giebt, und nicht 
mehr negative Wurzeln, als Zeichenwechsel in y‘ sind. 


Diese Einkleidung des Theorems scheint die zweckmäfsigste zu sein, 
da sie die gröfste Einfachheit mit der umfassendsten Allgemeinheit ver- 
einigt, und alle Gestalten des Satzes, die nur unter besondern Bedingun- 
gen gelten, von selbst daraus fliefsen. 


Will man die Grenze der Anzahl der negativen Wurzeln unmit- 
telbar an den Zeichen der Coéfficienten von y erkennen, so wird es 
nothwendig, die unmittelbaren Zeichenwechsel und Zeichenfolgen (bei 
Gliedern, wo die Exponenten von x um eine Einheit verschieden sind), 
von den durch fehlende Glieder unterbrochenen zu unterscheiden. 
Offenbar wird jeder unmittelbare und jeder durch eine gerade Anzahl 
fehlender Glieder unterbrochene Zeichenwechsel in y‘ zu einer ähnlichen 
Zeichenfolge in y, während ein durch eine ungerade Anzahl fehlender 
Glieder unterbrochener Zeichenwechsel in y' auch in y ein ähnlicher 
Zeichenwechsel bleibt. Der zweite Theil des Theorems läfst sich daher 
auch so ausdrücken: 


Die Anzahl der negativen Wurzeln der Gleichung y — 0 kann 
nicht grófser sein, als die Anzahl der unmittelbaren und der durch eine 
gerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenfolgen, addirt 
zu der Anzahl der durch eine ungerade Anzahl fehlender Glieder unter- 
brochenen Zeichenwechsel in y. 

Fehlt in y gar kein Glied, so ist die Anzahl der negativen NV 
zeln nicht gröfser, als die Anzahl der Zeichenfolgen. 

Bezeichnet man durch 4 die Anzahl der unmittelbaren Zeichen- 
wechsel, und durch B die Anzahl der unmittelbaren Zeichenfolgen in yw, 
so wird, wenn kein Glied fehlt, 4 + B — m sein, also der Anzahl aller 
Wurzeln gleich. Insofern diese Zeichen also blofs lehren, dafs die An- 
zahl der positiven Wurzeln nicht gröfser als 4, und die der negativen 
nicht gröfser als P sein kann, bleibt es unentschieden, ob oder wie viele 
imagináre Wurzeln vorhanden sind. Weifs man aber anders woher, 
dafs die Gleichung keine imaginäre Wurzeln hat, so mufs nothwendig 
A der Anzahl der positiven, und B der Anzahl der negativen Wurzeln 


gleich sein. 
1* 
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Anders aber verhält es sich, wenn in y Glieder fehlen. Um mit 
Klarheit zu übersehen, was sich daraus in Beziehung auf die imaginä- 
ren Wurzeln schliefsen läfst, bezeichnen wir durch « die Anzahl der - 
durch eine gerade, durch c die Anzahl der durch eine ungerade Anzaht 
fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenwechsel; durch 5 und d resp. 
die Anzahl der durch eine gerade und ungerade Anzahl fehlender Glie- 
der unterbrochenen Zeichenfolgen in y. Man sieht leicht, dafs zm — 4 
— B—a—b—c—d der Anzahl sämmtlicher fehlender Glieder, die 
wir durch e bezeichnen wollen, gleich sein werde. Nun ist nach unserm 
Lehrsatze die Anzahl der positiven Wurzeln höchstens 4 + a -- c, die 
Anzahl der negativen höchstens B+ b + c, also die Anzahl aller reellen 
Wurzeln hóchstens 

A+B+e+b+2c=m+c—d—e. 
Es mufs daher die Anzahl der imaginären Wurzeln wenigstens e — c -]- d, 
sein. 

Zählt man also alle fehlenden Glieder zusammen, jedoch so, dafs 
man in jeder Lücke zwischen einem Zeichenwechsel eine Einheit weni- 
ger, zwischen einer Zeichenfolge aber eine Einheit mehr rechnet, als 
Glieder fehlen, so oft deren Anzahl ungerade ist, so erhält man eine 
Zahl, der die Anzahl der imaginären Wurzeln wenigstens gleich kom- . 
men mufs. 


F" — 
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2 
Ueber die Gleichungen, mittelst welcher aus den Seiten 
eines in einen Kreis zu beschreibenden Vielecks der 


Halbmesser des Kreises und die Fläche des Vielecks 


gefunden werden *). 


(Von Herm 24. F. Mobius, Professor zu Leipzig.) 


Dk. Gleichungen, mit Hülfe deren man aus den Seiten eines in einen 
Kreis beschriebenen Dreiecks oder Vierecks den Halbmesser des Kreises 
und die Fläche des Drei- oder Vierecks findet, sind allgemein bekannt. 
Von: der Entwicklung derselben Gleichungen für Vielecke mit mehreren 
Seiten, mag bis jetzt theils ihr seltenes Bedürfnifs, theils aber und vor- 
züglich der Umstand abgehalten haben, dafs diese Gleichungen bei wach- 
sender Seitenzahl in hohem Grade immer zusammengesetzter werden. 
Denn die Analysis ist hier, auf áhnliche Art, wie bei der Dreitheilung 
des Winkels und in vielen anderen Fällen, genöthigt, auch diejenigen 
Vielecke! mit anzugeben, bei welchen der Perimeter, bevor er in sich 
zurückkehrt, sich selbst ein oder mehrere Male schneidet, und welche 
man, da sie im Practischen keinen besonderen Nutzen haben, nur als 
Abarten von Vielecken zu betrachten pflegt. Die Mannigfaltigkeit sol- 
cher Vielecke wird aber bei zunehmender Seitenzahl immer grófser, und 
eben so mufs auch die Anzahl der Kreise zunehmen, in denen sich die 
nemlichen Seiten zu Vielecken zusammensetzen lassen. Uebrigens leuch- 
tet ein, dafs blofs die verschiedene Aufeinanderfolge der Seiten zur Ver- 
mehrung der Kreise nichts beitragen kann. 

Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist eine nähere Untersuchung 
der Beschaffenheit der gedachten Gleichungen. Ich habe darin, wenn 
auch nicht sie selbst entwickelt, doch einen einfachen Weg zu ihrer 
Entwicklung nachgewiesen, und hoffe, dafs dieser Weg, so wie die Be- 
stimmung des Grades der Gleichungen, die Betrachtung der Natur jener 





*) Diese Abhandlung ist, wie der Herr Verfasser dem Herausgeber meldet, durch die Aufgabe 
No.21. Heft 1. Band 2. dieses Journals veranlafst worden. 
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sternartigen Vielecke, und noch einiges Andere für den Geometer nicht 
ganz ohne Interesse und für die Wissenschaft von einigem Nutzen sein 
werde. 

Sei À ein Punct in der Peripherie eines Kreises, B ein zweiter 
Punct in derselben, den man sich anfangs mit 4 zusammenfallend denke. 
B trenne sich hierauf von 4, und bewege sich immerfort nach dersel- 
ben Richtung, etwa von der Linken nach der Rechten, wenn man sich 
selbst innerhalb des Kreises befindet. 

Während auf diese Weise der Bogen 4B ohne Ende wächst, und 
der Punct B jedesmal, wenn der Bogen einem Vielfachen der Peripherie 
gleich geworden ist, mit dem Puncte 4 von Neuem zusammenfallt, wird 
die Sehne ZB, deren anfänglicher Werth —0 ist, so lange zunehmen, 
bis der Bogen 45 — 180? geworden, wo sie die Gröfse des Durchmes- — 
sers erreicht hat. Sie wird hierauf eben so abnehmen, verschwinden, 
wenn der Bogen bis zu 360? angewachsen ist, und alsdann durch O im 
das Entgegengesetzte übergehen, so dafs, wenn man die Sehne anfäng- 
lich positiv annimmt, sie nunmehr negativ wird, und während der Punct 
B den zweiten Ümkreis beschreibt, die Sehne, eben so, wie beim er- 
sten, nur negativ, zu und abnimmt. Kommt hierauf B von Neuem 
nach 4, wird also der Bogen = 2.360°, so geht die Sehne aus dem Ne- 
gatıven in das Positive zurück, und so wieder umgekehrt, aus dem Po- 
sitiven in das Negative, wenn der Bogen 3.360? geworden. u. s. £! 

Bezeichnet daher z irgend eine positive ganze Zahl, und @ einen 
Bogen < 360°, so ist die Sehne des Bogens n.360?-|- Q positiv oder ne- 
galiv, je nachdem z gerade oder ungerade ist. Der absolute Werth der 
Sehne aber ist der Sehne von @ selbst gleich. Auch wird man sich 
leicht durch ähnliche Betrachtungen überzeugen, dafs dieser Satz seine 
Gültigkeit behält, auch wenn z negativ genommen wird. 

Seien nun 4, B, C....M die Spitzen eines in einen Kreis be- 
schriebenen Vielecks, in der Ordnung, in welcher sie im Perimeter auf 
einander folgen, und daher 4B, BC.... MA die auf einander folgenden 
Seiten des Vielecks, deren Anzahl = m. Dafs die Puncte 4, B, C .... 
auch in der Peripherie des Kreises nach dieser Ordnung fortgehen, ist 
deshalb keinesweges nothwendig. Vielmehr ist dieser Fall nur als ein. 
specieller und zugleich als der einfachste zu betrachten, indem alsdann 
keine Seite von der anderen innerhalb ihrer Endpuncte geschnitten wird. 
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Man lasse nun von 4 einen Punct im Kreise nach der einen oder 
anderen Richtung, die man für die positive nehme, im Kreise fortgehen, 
bis er nach B, und zwar zum erstenmale kommt, d.h. nicht noch einen 
ganzen Umkreis weiter, wo er wieder in B eintreffen würde; hierauf 
von B weiter, bis er zum erstenmale nach C kommt, u. s. w., endlich 
von der letzten Spitze M bis zum erstenmale wieder zu der ersten 4. 
Die Summe der so zurückgelegten Bogen wird offenbar entweder 360? 
selbst oder ein gewisses Vielfache davon, z. B. 2.360° sein. 

Die diesen Bogen zugehörigen Sehnen aber, oder die Vielecks- Sei- 
ten, sind nach dem vorhin Gesagten insgesammt als positiv zu betrach- 
ten, so wie man auch, ohne die positive Beschaffenheit aufzuheben, zu 
jedem einzelnen Bogen irgend ein gerades Vielfache von 360? hinzufügen 
oder davon wegnehmen, und daher die Summe aller = 72.360? + 2 p. 360? 
setzen kann. 

Man nehme jetzt bei demselben Vieleck die der vorigen entgegen- 
gesetzte Richtung im Kreise für die positive, und bestimme danach, wie 
vorhin, die Bogen 4B, BC .... MA. Jeder derselben wird offenbar die 
Ergänzung des vorigen zu 360°, d.h. — (7m — 2) 360? sein, zu welcher 
Summe man aus gleichem Grunde wie vorhin, das Glied # 2p. 360° 
setzen kann. 

Allgemein wird man daher bei einem 77 Eck die Summe der Bo- 
gen AB, BC.... MA, wenn die ihnen zugehörigen Sehnen oder Viel- 
ecks- Seiten ins gesammt positiv sein sollen, zu setzen haben 

= (n+ 2p)360 oder = (m — n+2)9)360°, 
wo m die Seitenzahl des Vielecks, 2 eine von der Aufeinanderfolge der 
Spitzen ım Kreise nach einer festgesetzten Richtung abhängige, p aber 


eine beliebige ganze Zahl ist. 
Hier zeigt sich sogleich ein merkwürdiger Unterschied zwischen 


den Vielecken mit gerader und denen mit ungerader Seitenzahl, oder, 
wie wir uns der Kürze wegen in der Folge ausdrücken wollen, zwi- 
schen geraden und ungeraden Vielecken. Findet sich z. B. bei 
einem vorgegebenen ungeraden Vieleck 2 gerade (ungerade), so stellt 
n-5-2p jede andere gerade (ungerade) und m — 272p jede Mice 
(gerade) Zahl vor. 

Bei einem ungeraden Vieleck kann daher die Bogensumme einem gera- 
den sowohl, als ungeraden Vielfachen von 360? gleich gesetzt werden. 
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Bei einem geraden Vieleck hingegen ist, wenn 7 gerade (ungerade) 
sich ergiebt, n-+2p sowohl als m — 2 - 2p der Ausdruck jeder ande- 
ren geraden (ungeraden) Zahl. 

Alle. geraden Vielecke zerfallen daher in zwei verschiedene Klas- 
sen. Bei den Vielecken der einen Klasse ist die Bogensumme einem un- 
geraden Vielfachen von 360? gleich; und diese Klasse heifse die erste, 
weil darin auch die einfachsten Vielecke, wo keine Seite der anderen 
innerhalb ihrer Endpuncte begegnet, begriffen sind. Bei den ungeraden 
Vielecken der zweiten Klasse kann die Bogensumme blofs geraden Viel- 
fachen von 360? gleich gesetzt werden. 

So ist z. B. bei dem Viereck ABCD, wenn B und D auf entge- 
gengesetzten Seiten der Diagonale 4C liegen, die Bogensumme 4B + 
BC + CD + DA — 360, oder 3.360? etc; liegen aber B und D auf ei- 
nerlei Seite von AC, so ist dieselbe Bogensumme —2.360°, 4.360? etc., 
nach welcher Richtung man auch bei diesem, so wie beim vorigen Vier- 
eck im Kreise fortgehen mag. Mithin gehört jenes Viereck zur ersten, 
und dieses zur zweiten Klasse. Dagegen ist bei einem und demselben 
Dreieck ABC, die Bogensumme 4B + BC + CA, nach der einen Rich- 
tung gezählt, = 360°, oder 3.360? etc., nach der entgegengesetzten Rich- 
tung, — 2.360? oder 4.360? etc. 

Man kann auch immer schon aus der niedergeschriebenen Reihe 
der Buchstaben, nach welcher die damit bezeichneten Spitzen eines ge- 
geraden Vielecks in der Peripherie auf einander folgen, beurtheilen, ob 
das Vieleck zur ersten oder zweiten Klasse gehört. Vergleicht man nem- 
lich mit dieser Reihe die Ausdrücke für die einzelnen Seiten 4B, BC, 
CD....MA, und finden sich in der Reihe bei einer ungeraden (geraden). 
Zahl der Seiten die zwei, jede Seite bezeichnenden Buchstaben, in der- 
selben Folge, als wie in jenen Ausdrücken, also auch bei einer ungera- 
den (geraden) Anzahl in umgekehrter Folge, so gehört das Vieleck der 
ersten (zweiten) Klasse an. | 

So ist z..E. bei dem Sechseck (Fig. 1.) die Reihe. der Spitzen in 
der Peripherie: 4BCDEF, und darin nur der Seitenausdruck F4in um- 
gekehrter Folge (277) anzutreffen. Mithin ist es ein Sechseck der er- 
sten Klasse. 

Bei dem Sechseck (Fig. 2.) ist die Reihe der Spitzen 4BEDCF. 
worin 4B, BC, EF in directer, und CD, DE, FA in umgekehrter Folze 

sich 
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sich finden, und das Sechseck gehort daher ebenfalls zur ersten Klasse, 
so wie auch (Fig. 3.) mit der Reihe 4BDFEC. 

Dagegen sind (Fig. 4.u.5.) zur zweiten Klasse zu rechnen, indem 
in der Reihe des erstern Sechsecks 4BCFDE die zwei Ausdrücke EF 
und F'4, in der Reihe des letzteren ABEFCD die zwei Ausdrücke DE 
und F4, umgekehrt anzutreffen sind. 

Die oben entwickelten Sätze lassen sich sehr einfach durch trigo- 
nometrische Functionen darstellen. Setzen wir nemlich die Bogen ZB, 
BC....MA resp. 

| Sa DAVAO EH aa 
so ist bei ungeraden Vielecken 


2¢ 4-28 4-....-- 29 = p.300, 
a + B+....+nu= p. 180, 


oder, was dasselbe ausdrückt: 
I. sin(+p+....+u) = 0. 


Ferner ist bei den geraden Vielecken der ersten Klasse 


24 +28 4-.... - 25 = (2p +1)560", 
& (6d DT...) = Gp 590, 
IL costi(a+B+....-yu) = 0, 


und bei geraden Vielecken der zweiten Klasse 
2& 4-20 +.... = 2p.360°, 
ia. +ß-+...) = p.180, 


II. sing(¢+6+....-p) = 0. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen I. II. II*., konnen wir nun ohne Wei- 
teres an die Lüsung der Haupt- Aufgabe gehen: Aus den gegebenen Sei- 
ten eines in einen Kreis zu beschreibenden Vielecks den Halbmesser des 
Kreises zu finden. | 

Bezeichnen wir die Seiten des Vielecks, 4B, BC....MA mit 2a, 
ER MD 2m, und den Halbmesser mit r, so ist einleuchtend, dafs 


also 


folglich 


oder 


oder 


sing —-—, nn BÄNKE, 
r r r 
und die gesuchte Gleichung zwischen den Seiten und dem Halbmesser 
wird gefunden sein, wenn man mittelst der letzteren Gleichungen aus 


1. oder Il. die Hülfswinkel a, B....m eliminirt hat. 
Crelle’s Journal. III. Bd. 1. Hft, 


= 
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Zu diesem Zwecke wird man die Sinus und Cosinus der Bogen- 
summen in I. und II. als Functionen der Sinus der einzelnen Bogen a, 
B, .... darzustellen haben, und zwar als rationale Functionen dieser Si- 
nus, wenn die Gleichung zwischen r, a, b, ¢...., wie wohl immer ge- 
fordert wird, rational sein soll. | 

Um den hierbei zu nehmenden Gang mit möglichster Deutlichkeit 
vorzulegen, machen wir mit dem Dreieck den Anfang. Für dieses ist 


die Gleichung 
a) sine d- O d- y) = 0. 
Damit sie zuerst nach sin & rational werde, erwage man, dafs das We- 
sentliche der Function sinc, und jeder rationalen Function von sine 
überhaupt darin bestehet, dafs eine solche Function sich nicht ändert, 
wenn man statt a, &-4-2p.180, oder —«-- (2p -]-1) 180 substituirt. Nun 
bleibt sin(æ + ß-H'y) durch erstere Substitution ungeündert, verwandelt 
sich aber durch letztere Substitution in sin(@—ß—Yy). Mithin wird 
die nach sinc rationalisirte Gleichung (a) sein: | 
b) sin@ + B. 4- y) sin (—« 4-8 4- y) = 0, 

als welche bei der einen sowohl, als bei der anderen Substitution für « 
unverändert bleibt. 

Um jetzt diese Gleichung (2) nach sin ß rational zu machen, so 
kommt, wenn man auf der rechten Seite von (2) für ß, 
— B+ Q p +1) 180° setzt: 

sin (— «& + ß—Y) sin(@ + P—Y); 

mithin ergiebt sich die nach sin. rationalisirte Gleichung, wenn man 
das zuletzt Erhaltene in (5) multiplicirt: 

HI. sin(e-- Ol y)sin(—« -- 8 4- y)sin («—p + y)sin(«-- B — y) — 0. 
Zugleich aber erkennt man, dafs diese Gleichung III. nach sin y schon : 
rational ist, und es daher wegen siny keiner neuen Multiplication be- 
darf. Es bleibt daher nur die wirkliche Entwickelung der Gleichung 
III. vorzunehmen übrig. Diese giebt, wie man bald findet: 

sing’ + sin Q* + sin y* — 2 (sin Q* sin? + sins? sina? + sin@’sin ß?) 
+ 4sin @’sın ("sin y* = 0, 
. und wenn man sinew =— etc. setzt: 


[a* + b* fe c* TU (b* c? + c?a? 4d. a? 55] r? + kalte — 0, 
oder | 


(a 4-5 -- c) (— a 4-5 4-6) (e— 5-6) (a -b — co)’ —&o* b^ c? = 0, 
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die bekannte Gleichung zwischen den halben Seiten eines Dreiecks und 
dem Halbmesser des umschriebenen Kreises. 
Auf ähnliche Weise wollen wir die Gleichung für das nächst fol- 
gende ungerade Vieleck, das Fünfeck, abzuleiten suchen. 
Die ursprüngliche Gleichung für dasselbe ist: 
a) sinfa+B+y+d+2) — 0. 
Verwandelt man darin & in —«, und multiplicirt das Ergebnifs in (a), 
so kommt die nach sinc rationalisirte Gleichung: 
b) sin(a ++ y -Ó 4- )sinC—« 4-0 -- y 34-9 = o. 
Um (2) nach sinß rational zu machen, verändere man in (5) das Zeichen 
von ß in das entgegengesetzte, und man erhält, wenn man das so ver- 
änderte (5) in das vorige multiplicirt: 
e) sin(a + B + y «0 + 9sin(—« 4- B E y 4-9 4-3 
X sin (a — Q 4 - y 4-0 4- sin (— a — 4- y 43-34-89) — 0, 
eine Gleichung, welche nach sinc und sin zugleich rational ist, 
Hierin wird noch 
sin@ - B— y 4-3 -- 9 sin(—« --B —y 94-9 
X sin (a — B — y 4-9 4- £sin(—« — 8 — y -I- 0 4- 9) 
multiplicirt merden müssen, um eine auch nach siny rationale Glei- 
chung zu erhalten, und dieses neue Product noch mit 
sin(a -- B -- y —3--9 sin(—«--B-4- y—9-4 9 
x sin (& — B -4- y — -- e) sin(—« — D 4- y —90 4-2) 
X sin (a +2 —y—9-- 3) sin —a+ß—y— +9) 
X sin(@— B—y—d-+ €) sin —a—B—y—d+2), 
damit die Gleichung auch nach sind rational werde. | 
Dieses ganze, aus 10 Factoren bestehende Product läfst sich zur 
Uebersicht am bequemsten auf folgende Weise darstellen. Man be- 
zeichne das Product aus den 5 Factoren, welche man erhält, wenn man 
in a, von den 5 Bogen, nur einen auf einmal negativ setzt, durch 
Ssin—«-+-Pß-+Yy-0-+- 2), und eben so das Product aus den 16 Factoren, 
welche entstehen, wenn man in a, zwei Bogen immer zugleich negativ 
nimmt, durch Zsin(—a—ß-+y-+d-+2); Alsdann ist das Product aus 
alien 16 Factoren: 
V. sin +ßB+ytö+9)8Esin—o+ß-+.....)3sin—a—ß+Yy+- -- 
und dieses, gleich Null gesetzt, wird zur unmittelbaren Entwickelung 


der rationalen Gleichung für das Fünfeck dienen. Denn dafs auch sine 
2% 
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rational darin vorkomme, folgt sogleich daraus, dafs die nach sing, ..... 
sind rational gemachte Gleichung nach &, f, y, 0, e zugleich symme- 
trisch ist. | 

Es ist nun nicht schwer auf diesem Wege weiter fortzugehen, und 
die Gleichungen für ungerade Vielecke von noch mehreren Seiten zu 
entwickeln. So wird mit Anwendung der vorigen Bezeichnungsart für 
das Siebeneck die Gleichung sein: 

VII. sin(a+p+.. bn) Ssin(—e-+B+....) Zsin (afp 4-3.) 
X Zsin(—a—B—y-04-....) = 0, 

wo von den drei durch € angedeuteten Producten das erste aus 7, das 
zweite aus 21, das dritte aus 35 Factoren bestehet. Dafs aber alle diese 
Factoren, und aufser diesen keine anderen nöthig sind, um sin (@--ß-+...+n) 


nach sine, sinQ, .... sinn rational zu machen, làfst sich folgenderge- 
stalt übersehen. 


Zuerst ist klar, dafs, weil sin (a 4- Q -]- ....-]- 5) eine symmetrische 
Function von &, Q, ..... n ist, auch P nach diesen Grofsen symme- 
trisch sein mufs, wenn wir, der Kürze willen, durch P=0 die ratio- 
nalisirte Gleichung vorstellen. 


2) Aus der bei dem Drei- und Fünfeck angewandten Methode erhel- 
let, dafs P ein Product von zz Factoren von der Form sin (Ta = Q 4-..... 7) 
sein muls. 


3) Jeder dieser Factoren an sich ist irrational, giebt aber in Ver- 
bindung mit den jedesmal zz — 1 übrigen das rationale P. 

4) Es ist gewifs, dafs sin(—a+ß-+....-+n) einer der zz Factoren 
ist. Mithin kann man P auch, als durch Rationalisirung dieses Factors 
hervorgehend betrachten. Ursprünglich aber entstehet P-durch Rationa- 
lisirung von sin(@+-ß-+....+n). P wird sich folglich nicht ändern, | 
wenn man darin — 2 für c, und der symmetrischen Form wegen, über- 
haupt irgend ein Element in jedem der mFactoren mit dem entsesen- 
gesetzten Zeichen nimmt; d. h. es müssen durch diese Aenderung des 
Zeichens dieselben Factoren, nur in anderer Ordnung, zum Vorschein 
kommen. 

3) Hieraus folgt nun leicht, dafs in den Sinussen sin(Fz+ß-+....), 
woraus P zusammengesetzt, alle möglichen und absolut verschiedenen 
Combinationen der Bogen «, Q, ..... durch -+ und — vorkommen müs- 
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sen, so wie auch, dafs jeder Sinus auf gleiche Art da sein mufs, d. h. 
jeder entweder in der ersten oder in der zweiten oder dritten etc. Potenz. 


6) Es reicht aber hin, alle die verschiedenen Sinus, welche man 
P; 9, r, s nenne, nur in. der ersten Potenz zu nehmen. Denn gesetzt, 
dafs durch Vertauschung des & mit —«#, p in g und g in p, r in s und 
s in r übergehe, so werden schon die einzelnen Producte pg, rs, ..... 
rationale Functionen von sino, also auch das ganze pgrs..... eine ratio- 
nale Function desselben Sinus sein. Eben so ist klar, dafs durch Zei- 
chen- Aenderung des ß von allen den verschiedenen Sinussen p, 9, r, 5 +++ 
die eine Hälfte in die andere, und umgekehrt, übergehen mufs, und dafs 
schon die einzelnen Producte je zweier sich gegenseitig in einander ver- 
wandelnder Sinus nach sin(2 rational sein müssen.  Dasselbe gilt von 
der Rationalität nach siny u. s. w. Folglich wird schon das einfache 
Product pgrs..... selbst, nicht erst eine höhere Potenz desselben, ‚nach 
allen den einzelnen sinc, sin(j, ....., rational sein. 


Da nun in der That die linke Seite der obigen Gleichung alle Si- 
nus enthält, die aus der Form sin(+æ#+f#+....#+#) durch alle mög- 
lichen Combinationen der Vorzeichen entstehen, und auch jeder Sinus 
nicht mehr als einmal vorkommt, so mufs durch diese Gleichung die 
ursprüngliche, sin(e-]-.....5) — 0, und zwar auf die einfachste Weise, 
rational gemacht sein. 


Nach denselben Schlüssen wird allgemein in der rational gemach- 
ten Gleichung für das (272-]-1)Eck auf der einen Seite Null und auf 
der anderen ein Product aus folgenden Factoren stehen: 

1) der Sinus / der Summe aller 272 +1 Bogen a, Q, y, ....; 
2) die 27 -- 1 Sinus, welche hervorgehen, wenn man in / einen der 
271-1 Bogen negativ nimmt; 


3) die £a Sinus, die aus / erhalten werden, wenn man 2 Bo- 


gen zugleich negativ nimmt; 


9 ; — . . 
4) die m ee Sinus, wenn man 3 Bogen zugleich nega- 
tiv setzt; u. s. w. 


und endlich die ame MEN UT Sinus mit 7 negativen Bogen. 


Die Anzahl aller dieser Sinus ist = 2°”. 
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Wir gehen nunmehr zu den Vielecken von gerader Seitenzahl fort. 
Sie zerfallen, wie oben gezeigt wurde, in zwei Klassen, von denen wir 
aber nur die eine, — es sei die erste, — einer umständlicheren Betrach- 
tung zu unterwerfen nöthig haben. 


Für das Viereck der ersten Klasse ist die zu rationalisirende Gleichung 
cosi (a +P+y+0) = 0. 

Dieser Cosinus wird, wenn man für e, — «a ++ (2p-]- 13) 180° substituirt, 

cos [2p + 1)90? + 2 (— a 4- B... .)] 22 — sin (—e-+6....)sin(2p + 1)90°; 
ferner wird sini(—a«--(9....) durch die nemliche Substitution 

sin [1 (« 4- D....) — (2p J- 1)90*] = — cos £ (@+P....) sin(2p + 1)90°; 

mithin wird bei dieser Substitution, weil [sin (2p ]- 1) 90?]? = 1, das Pro- 
duct cosz(a--Q....)sin£(a--Q....) ungeändert bleiben. Es findet sich 
aber eben so leicht, dafs dieses Product sich nicht ändert, wenn man « 
mit «-+2p.180° vertauscht, indem dadurch 

cost (a-+....) in cos[z (« +) + p.180°] = cos £ (a+) cos (p. 180°), 

sini(—«ae--Q...) in sin[3(—a+)—p.180°] = sin Z(—«--)cos(p.180?) 
übergeht, und 

[cos(p.180°)F = 1 ist. 
Es mufs folglich 
cos i (e -]- Q....) an (— «4 - D...) 

nach sine rational sein, so wie es auch in der That = Isin(D....)—£Isin« 
ist, Da nun ebenso, wenn man —« für « setzt, auch cosi (—«--....) 
x sini(a--Q.... nach sin « rational sein mufs, so entspringt daraus 
die Regel, dafs, um cos oder sinz(&-- Q....) nach sine rational zu ma- 
chen, man darin sin oder cos}(—a-+(....) multipliciren mufs. 


Die nach sine rationalisirte Gleichung für das Viereck ist daher: 
cos (a+ B-- y --0) sin (—&-4- B-- y 4-9) = o. 
Um sie nach sin Q rational zu machen, wird in sie nach jener Regel 
sin 1 (a—D -4- y 4-0) cos (—a — B -- y 4-0) | 

zu multipliciren sein. In dieses, jetzt aus vier Factoren bestehende Pro- 
duct multiplicire man 
sind (a+ 2—y-+0)oos}(—a-++B—y-+8) cos}(2—B—y-P0)sing(—a— P49), 
um es nach siny rational zu machen. Hiernach ist die nach sinc, sin f, 
siny rationalisirte Gleichung des Vierecks: 
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cost (a+ By 4-3) cosi —«—B 4 y +0) 
IV. o xz )X 5E Ca P—y-+0) eos (a+ B-4- y —0) 
| X sin $ (—a-+B+y-+0) sin £ (a— 2 + y 4-9) 
X sin} (a ]- 8 —y 4-9) sin (e 4- B 4- y — 0). 
Da aber cos5 (— a— -J-y 4-0) = cost(«+ß—y—0) ete., so leuchtet 
ein, dafs diese Gleichung nach o, ß, y, 0 symmetrisch, mithin auch 
nach sind rational, folglich die gesuchte Gleichung ist. 

Hieraus läfst sich endlich die Gleichung zwischen r, a, b, e, d etwa 
auf folgende Weise am kürzesten ableiten. Multiplicirt man je zwei 
unter einander geschriebene Factoren, so kommt: 

[sin «—sin (+ + 3)] [sine +sin(—@+y+9)] 
X [sine + sin (B— y 4- 9)] [sina + sin(8 4- y —3)] = 0, 
welche vier Factoren man der Reihe nach f, g, A, i setze. Man hat 
weiter: 

fg = sina? —2sincsin (9 cos(y -]- à) —21 cos2 Q + E cos2 (y +0), 

hi= sina’+2sinasin Q.cos(y —0) — £ cos2 -- 1 cos2 (y — 0). 

Man setze nun einstweilen r — 1 und hiernach sinc = a, sing. — b etc., 
so wird 
: cos(y +0) = cosy cosd + c d, 
cos2ß = 1— 20°, 

| cos2 (y2-0) = (1—2c2)(1— 24d") 2cd cosy cosó, 
und hiernach: 

fg = ae -r0—c-—d-rFecd --2abcd—2(ab-|-cd) cosy cosd, 

hie Hbc d+2cd +oabcd+2(ab+ cd)cosy cosó, 
folglich: 
fghi— 0 = [a*-- P — c? —d?+ 2cd (ab -]- cd) — 4 (ab ed) (1— c*) (1— a”) 
= (a*-]- b? — c dy LE cd (ab-]-cd) (a$--5*— c*— d?) — 4 (ab-- cd) (1—c°—d°) 
und wenn man jetzt noch r hinzufügt, so dafs alle Glieder einerlei Di- 
mension erhalten: 
. [a (ab + cd — (a?-]- — c— dd’) | r? = 4 (ab + ed ) [a b(c?4- 4?) +cd(a+b?)], 
welche Gleichung sich ohne Schwierrgkeit auf die bekannte Form brin- 
gen lälst: 

(—a4-b-- e4-d) (a—b 4-6 4- d) (a-4-5— 6 4-4) (a 4-5 4-c— d)r* 

= k(ab+cd)(ac+bd)(ad+bc). 

Bedeuten o, b, c, d nicht, wie oben angenommen wurde, die halben, 

sondern die ganzen Seiten, so fällt der Factor 4 weg. 
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Um jetzt die rationale Gleichung für das Sechseck und die hoheren 
seraden Vieleke überhaupt zu finden, wird es genug sein, zu überlegen 

1) dafs diese Gleichung nach allen den darin vorkommenden 277 Bo- 
gen (wenn 27 die Seitenzahl ist) symmetrisch sein mufs; 

2) dafs, indem man in cosi(a--Q-L-y....) nach und nach einen, 
zwei, drei Bogen etc. negativ nimmt, der cosinus in sinus, hierauf wie- 
der in cosinus und so fort, abwechselnd, zu verwandeln ist, wie dies 
unmittelbar aus obiger Regel folgt: dafs man also überhaupt cos oder 
sin vorzusetzen hat, nachdem die Anzahl der negativen Bogen, und folg- 
lich auch der positiven (weil die Anzahl aller = 2m), gerade oder un- 
gerade ist; 

3) dafs höchstens nur 77 Bogen negativ zu nehmen sind, indem die 
cosinus oder sinus bei 72-72 negativen Bogen mit den cos. oder sin. 
bei m—.n negativen, die Cosinus ganz, die Sinus doch ihrem absoluten 
Werth nach, identisch sind; | 

4) dafs man aus eben dem Grunde von den Factoren mit 77 negati- 
ven Bogen nur die eine Hälfte beizubehalten hat; z. D. alle diejenigen; 
worin & negativ vorkommt, wie in IV. 


Nach diesen Betrachtungen wird die rationalisirte Gleichung für 
das Sechseck sein: 
VE 0 = cosz(a4-B4- y 3-0 or e4- O) 
X sinz(—a--6....- O sn$(a—Q -ry--....-]- Q).... sin (a....--e —€) 
x cos 3(—a—P+y....+¢) cos $ (—&-EB—Py-1-0.... 0). ... cos (a+. +0—e—L) 
x sin 2(—ae—P—y+d+e+0)....... sin 5 (—a+B+y+d—e—). 
Die Anzahl simmtlicher Factoren ist 
16 9 pe. DE. E 
Dafs aber dieses Product nach allen sina, sin, . . . . sing rational ist, 
ergiebt sich leicht daraus, dafs für jeden dieser Sinus je 2 Factoren zu- 
sammengehören, die ein nach demselben rationales Product mit einander - 
bilden. So gehört z. B. nach sind zu dem Factor sin (—2——y--0--e--2) 
der Factor cos}(—a—P—y—d+e+¢) = cosE (a d- B 4- y --09—s:— 2). 
und umgekehrt zu letzterem der erstere, indem ihr Product 
= Z3sind—3sin@ + P+y—e—L) ist. 
Auf gleiche Art wird überhaupt die rationalisirte Gleichung für 
das 2m Eck der ersten Klasse sein: 
0 


2. Mobius, über Vielecke im Kreise. « 17 


0 — cos! +ß-+....) 2sinz(—e+P-+....) Zeos$(—e— ly...) 
X Zisin i — ae —B—Y-o-....), 

und so fort, bis zu dem Product aus allen den Cosinussen (wenn 77 ge- 

rade), oder Sinussen (wenn mm ungerade), bei welchen nebst einem und 

demselben Bogen, z.B. 2, noch 2 — 1 andere negativ, die mm übrigen 

aber positiv sind. 


Die Anzahl sämmtlicher Factoren ist: 


a EIERN put: 


ENT On Au EAU ml) Zoom, 
Was die geraden Vielecke der zweiten Klasse anbelangt, so hat die hier- 
beı rational zu machende Gleichung die Form: 
sinz(«--g-4-y-....) — o. 
Nach der oben gegebenen Regel wird diese Gleichung nach sinc ratio- 
nal gemacht, wenn man sie mit cos (— « + B + ....) multiplicirt, und 
dieses nach sin «4 rationale Product wird auch nach sin rational wer- 
den, wenn man es mit cosz(ao — d-y....) in (—«— 4-....) multi- 
plicirt etc. Die rationalisirte Gleichung eines geraden Vielecks der 2ten 
. Klasse erhält man also unmittelbar aus der Gleichung desselben Vielecks : 
der ersten Classe, wenn man in letzterer Gleichung die Wörter sinus 
und cosinus mit einander verwechselt. So wird z.B. die rational ge- 
machte Gleichung für das Viereck der zweiten Klasse sein: 
bu 1(a--Q-]- y-4-5) sin 1 (—«— --y 4-0) sin 1 (—a- 8 —y--9) 
Vit'o-— X sin (—«4-04-y—9), 
Jesi z (—a--Q--y-1-9) cos $ («—0-y T- 9) cos $ (a+R—y+0) 
X cos $ (a--P-T-y—9). 

Hier ist also bei den Cosinussen die Anzahl der negativén Bogen 
ungerade und bei den Sinussen gerade, während dafs bei der ersten Klasse 
das Gegentheil Statt fand. Daraus ergiebt sich ferner, dafs IV. in IV*., 
VI. in VI*. etc., und umgekehrt, auch dann sich verwandelt, wenn man 
irgend einen der 272 Bogen, z.B. a, oder auch irgend drei, fünf etc. Bo 
gen negativ nimmt, dafs aber die Gleichungen IV., VI. etc. sowohl als 
1IV*., VI*. etc. unverändert bleiben, wenn man irgend eine gerade An- 
zahl der 27m Bogen mit dem entgegengesetzten Zeichen nimmt. Es wird 
folglich auch die daraus abgeleitete Gleichung zwischen r, @ 5, c.... 
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eines geraden Vielecks der einen Klasse in die Gleichung des der an- 
deren Klasse zugehörigen Vielecks sich verwandeln, oder sich nicht än- 
dern, je nachdem man einer ungeraden oder geraden Anzahl der Sei- 
ten entgegengesetzte Werthe giebt. 

Die Gleichung zwischen r, a, b.... für das Viereck der zweiten 
Klasse wird daher sein: 
+5 ++) —a —5 4-c4- d) (—a+b—c4d) (— 4-6 -- e— dr 

= — L(ab—cd)(ac—bd)(ad—be). 

Diese Gleichung, so wie die vorige für das Viereck der ersten Klasse, 
besitzen demnach die Eigenschaft, dafs die eine in die andere überge- 
het, wenn man irgend eine der vier Gröfsen negativ nimmt, dafs also 
jede derselben für sich auf gleiche Art sich ändert, man mag « in — a, 
oder 5 in — b etc. verwandeln, und dabei in dem ersten Zustande so- 
wohl, als in dem geänderten, nach a, 5, c, d symmetrisch ist. Wir schlie- 
fsen hieraus, dafs jede der beiden Gleichungen, in einzelne Glieder auf- 
gelöset, aufser symmetrischen Functionen vor a’, 0°, c*, d*, als welche 
bei jedem Zeichenwechsel der Elemente a, b,.... dieselben bleiben, noch 
das Product a bcd. enthalten werde, welches die einfachste symmetrische 
Function von @, 5, c, d ist, die sich bei dem Zeichenwechsel eines. jeden 
ihrer vier Elemente auf gleiche Art ändert. Und in der That lassen sich 
die Gleichungen IV. und IV*. in folgender Form darstellen: 

[—a*§—.... — d* 4- 2 (à? I? -- a* c H-.... + cd) 2- Ba bed]? 

= kb +... + cd) 2- &abed(a* +....+ d$, 
wo das obere Zeichen für die erste, das untere für die zweite Klasse 
gilt. Auf ähnliche Art wird die Gleichung für das Sechseck aus sym- 
metrischen Functionen von a*, b°....f* und aus dem Producte abcdef 
zusammengesetzt sein, u. S. W. | 

Die Gleichungen für ungerade Vielecke dagegen enthalten nur sym- 
metrische Functionen von a*, 2°, c.... und bleiben daher bei jedem 
Zeichenwechsel ihrer Elemente unverändert. 

Noch. kann man bemerken, dafs die zwei rationalisirten Gleichun- 
gen der ersten und zweiten Klasse eines geraden Vielecks, in einander 
multiplicirt, ein Product geben, welches die Form der rationalisirten Glei- 
chung eines ungeraden Vielecks hat, nemlich: 

cosi a -ß d-....) Ssing(—a+t@+....). 
X sinz (a -ß-+....)2cs3(—a+Pß+.. Eu 0, 
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einerlei mit 
sin(& +ß+...)2sin(—a+ß+...)....=0; 

und dafs, wenn man auch bei einem ungeraden Vielecke als rational zu 
machende Gleichung eine Gleichung von derselben Form, wie bei gera- 
den Vielecken, zum Grunde legen wollte, man dennoch zu derselben ra- 
tionalisirten Gleichung wie vorhin, gelangen würde. Setzte man z. B. 
für das Dreieck die Gleichung cos2(@--ß-+y)=0, so müfste man sie, 
um sie nach sine rational zu machen, mit sini (— « +  -- y), und we- 
gen sin noch mit sin(& — Q -- y) cosá(— « — Q -]- y) multipliciren. 
Dieses Product ist aber noch nicht nach siny rational, sondern wird es 
erst durch Multiplication mit 

sind (a + 9 — y) cos $ (— a -]- B — y) cos £ (a — (9 —y) sin (— « — (9 — Y» 
wodurch man auf die obige Gleichung Il. zurück kommt. 

Das Bisherige wird genug sein, um zu sehen, wie man aus der 
Seitenzahl irgend eines in einen Kreis zu beschreibenden Vielecks die 
Gleichung zwischen den Seiten und dem Halbmesser des Kreises finden 
könne, zugleich aber auch um einzusehen, dafs diese Gleichungen, die 
bereits entwickelten für das Dreieck und Viereck ausgenommen, sclion 
vom Fünfeck an sehr zusammengesetzt sein müssen. Ohne daher im 
Gegenwärtigen diese Entwicklung selbst vorzunehmen, will ich jetzt 
nur die hierbei gewifs noch am meisten interessirende Frage zu beant- 
worten suchen, bis auf welchen Grad eine solche, nach den Potenzen 
von r geordnete Gleichung steige, wie viel also verschiedene Kreise exi- 
stiren, in denen aus einer gegebenen Anzahl von Seiten ein Vieleck zu- 
sammengesetzt werden kann. | 

Weil in der Gleichung zwischen r, @, 4, ¢.... nur die Quadrate 
von @, b...., und bei geraden Vielecken noch das Product aus allen Sei- 
ten vorkommen, so ersieht man zuerst, dafs die Gleichung nur gerade 
Potenzen von r enthalten könne, und dafs sie mithin, nach ihnen geord- 
net, von der Form sein werde: 

0)o-—A4-c-BrÉ-r-Cr*--....-Prv, 
wo 4, B, C.... rationale, ganze, symmetrische Functionen von € b’.... 
(und abc....) sind, und p eine ganze, von der Seitenzahl 7 abhängige, 
jetzt eben zu bestimmende Zahl ist. Diese Gleichung läfst sich nemlich 
in p Factoren von der Form ;*— 9 auflösen, deren jeder, wenn anders 9 
eine mögliche und positive Gröfse ist, einen besonderen Kreis, dessen 


2% 


3 
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Halbmesser = + Vg, zu erkennen giebt, in welchen das Vieleck be- 
schrieben werden kann. Das Doppelzeichen +, womit hiernach jeder 
Halbmesser behaftet erscheint, rührt daher, dafs die Richtung des Halb- 
messers, nach welcher er als positiv oder negativ bestimmt wird, hier- 
bei nicht in Betracht kommen kann. 


Um nun den Grad der Gleichung, oder 2p für ein gegebenes 77 zu 
bestimmen, wird es hinreichen, das erste und letzte Glied der Gleichung 
zu entwickeln, worauf dann der Unterschied zwischen den Dimensionen 
dieser Glieder dem. gesuchten 2p gleich sein wird. Um die dabei an- 
zuwendende Methode zuerst am Dreieck darzulegen, so ist in der ratio-, 
nalisirten Gleichung III. der erste Factor des — 0 gesetzten Products: 
sin(æ + 2 + y), den man jetzt unter folgender Form darstelle: | 


g;lcos (a8) + sin (a+ 04] x [eos (a+ By) — sin @+8-+Y)] 
== >; (cos @4+-isine) (cosß-+isinß) (cos y + Zsin y) 
— + (cosa. — i sino) (cosß—isinß) (cosy—isiny) = a, 
wo Z = y —1 ist; und auf gleiche Weise | 
sin —+ß+y=b= > (cos — i sin) (cos (2 + sin Q) (cosy + isiny) | 


— >; (cosa. + isin a) (cos — Z sin B) (cosy —Zsin'y) u, s. w. 
Es ist aber, wenn man einstweilen r —1 nimmt: 
cosa Fisına = Y(1—a’) tie, 
cos) FH isınß = y (1— 2?) 2- ib etc. | 
Substituirt man diese Ausdrücke in a, b...., so werden sich in dem 
Producte abed die Wurzelzeichen gegenseitig vernichten, und dieses Pro- 
duct — 0 gesetzt, und mit Hinzufügung der Potenzen von r die Dimen- 


sionen überall gleich gemacht, wird die gesuchte Gleichung für das Drei- 
eck erhalten werden. 


Zu demselben Resultate wird man nothwendig auch gelangen, wenn 
man statt der Wurzelgrofsen Y(1—a’) etc., ihre Entwickelungen in un- 
endliche Reihen: 1— 26^ —.... etc. substituirt. Zugleich aber bieten 
diese, nach aufsteigenden Potenzen von @,.... geordneten Entwickelun- 
gen ein einfaches Mittel dar, um von der Gleichung ab(b — 0 das Glied 
von der niedrigsten Dimension separat darzustellen, dadurch nemlich, 
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dafs man von jeder Reihe ebenfalls nur das niedrigste Glied, welches 
überall = 1 ist, beibehält. Hierdurch wird 
cosa -- sing = 17a, etc. und 

= Ea fia) (1+ id) (a+ ic) —3-— ia) a —ib a — io) 
und wenn man diese Producte entwickelt, und dabei gleichfalls nur die 
niedrigste Dimension von a, 5, c stehen läfst: 

— a--b5-c, und eben ob — —a-F-54-cu. s. Wy 
folglich das niedrigste Glied in abcd, = 
(a 4-8 4- c) (—a 4-6 4- e) (a — b +0) (a 4-9 —9). 

So wie das niedrigste Glied durch Auflösung der Wurzelgrófsen Y(1—«@‘) 
etc. in Reihen; nach aufsteigenden Potenzen von a, ..... erhalten 
wurde, eben so wird sich das Glied ergeben, welches die höchsten Di- 
mensionen von a, b, c in sich fafst, wenn man die Wurzelgrofsen nach 
absteigenden Potenzen entwickelt, und von diesen Reihen gleichfalls nur 


den Anfang beibehált. Alsdann ist 
V(1—a?) = iy(a—1)-— RN metus, 





folglich 
V (1—0?) + ia = 21a, 
RU OE EURER TREES 
y (1—4)— ia = —;,, = jus. Ws und 
1 : ‘ - 1 1 1 1 ; 
Q — 7,;-2la.2ib.2ic— yi. gi gita; Se, 


weil das zweite Glied, wo a, à, c im Nenner vorkommen, gegen das 


erste pen nen ist, Aus eben dem Grunde hat man 
1 1 1 1 bc 


u. cg G7 .21b. 2iC— 4270. PORT cC fes 
ac ab 
‘(= Ty ? D Tm 
b " 
folglich dds höchste Glied in abc) = —&abc res — —— — ga? D? c?, 


Da dieses nur um zwei Dimensionen höher als das niedrigste ıst, 
so ist die Gleichung selbst nur vom zweiten Grade, hat folglich keine 
Mittelglieder, und ist nach Hinzufügung von 7*: 

(a+ b +0) (— a 4-6 + c) (a— b 23- c) (a-]-b — c)? — a^ bc = 0, 
wie schon oben gefunden wurde. 

Auf ühnliche Art lassen sich auch die Gleichungen für das Fünfeck 
und die ungeraden Vielecke mit noch mehreren Seiten behandeln. Ueber- 
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haupt nemlich wird von 
sin(d- e x Q zu ....), 
nach aufsteigenden Potenzen von a, b, c entwickelt, das erste oder nie- 
drigste Glied = ta 7b 7-c.... sein. Entwickelt man aber denselben 
Sinus nach absteigenden Potenzen, so ist das erste und also höchste Glied 
= —ii(2ia)"(aibj"(aicj.... oder 
ii(9iaj" (gib) (aic) .... 
nachdem die Dimension des einen oder des anderen Ausdrucks positiv 
ist; wobei sich, weil die Anzahl von a, b, c.... ungerade ist, die 2 im- 
mer gegenseitig aufheben werden. 
Bei dem Fünfeck ist demnach von 

sin (e 4- B - y 4-0-4- ) Zsin(—a 4-8 4-....)) Zsin(—« —PQ M- y d--...) 
das niedrigste Glied P in der Gleichung (©), = 

(atb+e+td+e)S(—etbtetdte)=(—ce—b+c+d+e), 
und dessen Dimension = 1 + 5 + ae = 16; für das höchste Glied 4 
hat man 


sine + Q 4-...... )z—ii.2iq;92ib.2ic.9:d0.2:e 10000 
sin(— «4-94 .....) 2——21i(2iay1.2ib aie gid. aie = 0e, 
sin(—e—[ tr yd 22—2i i2). @ib).2ie.2id.nie="T; | 


folglich 4 selbst 
= 16abede (de) z (£29, 


a ab 

und dessen Dimension —5.14-3.54- 1.25, weil jeder der 5 unter dem 
ersten Z begriffenen Factoren von der dritten, und jeder der 10 Facto- 
ren unter dem zweiten von der ersten Dimension ist; folglich der Un- 
terschied der Dimensionen zwischen 4 und P, oder 2p— 5— 14- (3—1)5 
—4+2.5 und p—2-]- 1.5 — 7; d.h. die Gleichung für das Fiinfeck 
ist nach r* vom siebenten Grade. Sind daher alle 7 Wurzeln dieser 
Gleichung möglich, so giebt es sieben (im Allgemeinen) verschiedene 
Kreise, in welche sich mit den gegebenen fünf Seiten ein Fünfeck zeich- 
nen lafst. 

Weil 

bcde bcde acde 5 3:33.24 
z(—4^- = (—4 da (—4*52*) wen cee Va bic d°e? 


"a b 
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und 
coe) = cde bde abo bre a 
2(5 LE, Pie pisse, 
so ist das höchste Glied, entwickelt = — 4'a^29c94965; mithin das Pro- 
duct aus den Quadraten aller 7 Halbmesser 


2144609... . 6 
QVE. (a-L....e) Z(—a4-54-... 1 qux wa ee Ty T 
folglich, wenn a, 5,.... crop die halben, A pm die ganzen Seiten 
selbst bedeuten: 


rp. or 


2 2 rt 2 
oy hae T SB 


OF bo. oet 

~V[(a-Fb+f....-Fe) 2 (—a-fb+.... fe) 3(—a—b-fefdfe 

Um ein einfaches Beispiel zu geben, wie sich mit denselben fünf 
Seiten in sieben verschiedene Kreise Fünfecke beschreiben lassen, so 
wollen wir zuerst alle fünf Seiten einander gleich annehmen. Alsdann 
reduciren sich die sieben verschiedenen Kreise auf drei, indem fünf der- 
selben einander gleich werden. Das in den gröfsten derselben (Fig. 6.) 
einzuschreibende Fünfeck ist das gewöhnliche regulaire, das Fünfeck in 
dem kleinsten derselben (Fig. 8.) ist das unter dem Namen des Pentalpha 
bekannte. Das Fünfeck in dem mittleren Kreise (Fig. 7.) hat die Ge- 
stalt eines regulairen Dreiecks, indem hier drei auf einander folgende 
Seiten, z.B. BC, CD, DE, in einander fallen. Lassen wir nun jede der 
fünf Seiten um beliebige kleine Gröfsen verkleinert oder vergrölsert wer- 
den, so werden (Fig. 6. und 8.) ihre Gestalt nicht wesentlich ändern; in 
(Fig. 7.) aber werden die drei zusammenfallenden Seiten etwas aus einan- 
der gehen, und dadurch Figuren, wie (9., 10. und 11.) bilden. Da nun 
die mittelste der drei vorher in einander fallenden Seiten, jede der fünf 
Seiten sein kann, so entstehen aus (Fig. 7.) fünf verschiedene Fünfecke und 
eben so viel, wenn auch nur wenig, von einander verschiedene Kreise; 


Man siehet aus dieser für das Fünfeck angestellten Untersuchung, 
dafs überhaupt aus jedem, in der rationalisirten trigonometrischen Glei- 
chung als Factor vorkommenden Sinus, sin( a -- c y....) für das Glied 
P in der nach Potenzen von 7° geordneten Gleichung © ein Factor von 
der ersten Dimension (Fetb+.....), für das Glied .4 aber ein Factor 
von der Dimension f— g erwächst, wenn von allen den in sin(t&+ß....) 
vorkommenden Bogen, f derselben einerlei Zeichen, die g übrigen das 
entgegengesetzte haben, und f die grüfsere Zahl ist; dafs mithin die Dif- 
ferenz der Dimensionen von 4 und P, =2p, wegen jedes sin( ach... 
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einen Zuwachs von f—g—1, und also wegen jedes Ssin(ta.....) 
einen Zuwachs von 2(f—g—1) Einheiten erhält, wenn die Anzahl der 
unter 3 enthaltenen, in einander zu multiplicirenden Sinusse — 7 ist. 


Wenden wir dieses auf das Siebeneck an, dessen rationalisirte 
Gleichung ? 
sin(a-..—+") = sin —e+...) Zsin (—e— Q--....) Z sin (—a——y--....) 2.0 
ist, so haben wir für sin(a-+....+-7), f— 7, ge = 9» für das 1ste 3, 
f—g=5, n==7; für das zweite =, f —g — 3, n 25 für das 3te =, 
J-:=1, nmi = E also f—g — 1 der Reihe nach = 6, 4, 2, 0, 
und daher 

7.6 
2p = 0.1 + 4,7 +2. 1.9? 
p = 3.142.741. RE 


und es kann folglich acht und dreifsig verschiedene Kreise geben, 
in welchen sich mit denselben gegebenen sieben Seiten Siebenecke be- 


schreiben lassen. 


Eben so ist nun auch im Allgemeinen bei dem (22 +1) Eck 


für sin(a HB --....)....f—g —1-— 2m, ul mel, 
RR er eine 5 N Bu =2m—2, ...=2m-]1, 
E _2m+#1.2m 
pro ara vie asbas —2m-—5,....-— "aee 
; 9 
"oec. Xorjeteto NA D Le ce —2, = Emo d 2mm 
| A A tein m— 1? 
t ia Meteo he 6s Sh einen aii, 


und hiermit, wenn man von f—g—1 die halben Werthe nimmt: 


=m. ee S P (m—3) eH mim 


di Ao semis 2m.. mS 
od ae m—1 
Dieser Reihen- Ausdruck für p enl n: aber leicht in einen geschlos- 
senen verwandeln. Man hat: 


pal: + (ama) pen amy Ly RD re (ep 
om opor tr tete ce] 


Weil 
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Weil nun 
MUS are se at | uU GERD LI rt (Q2) — gem 
und 

2m .2m—1 2m...m-F3 |, 2m...m-d-2 , , 2m 1 : 
dom pen. mem y 2» DT pu gno, 
so wird 
gee pes sao meet. —(2m-+1) [e ema» " > aad 


Pd .Giorban: d ndbe alan 
welches sich aad vehitur auf 


iue 2m+1 2m.2m—1.....m--2.m +1 pe eS 
Pad PO Hy, Doak es ja Ae an 


reducirt. Hiernach ist also der Grad der nach 7* geordneten Gleichung 





für das Dreieck... = — 9! = 1, 


or Na] ce 
P EA 


Go 


D E 


Fünfeck . Sapo? —, 
5 


- - Siebeneck. . = 


CEU ie 
ot pam it 
Qo 
Hx 


wi RÉ wlo vis x 


- - Neuneck 


Sire 


- - Eilfek ... = 


RA 


== 3958, 


1 . 
: d 
- - Dreizehneck = 


d 

M gere. 
er 
u. s. w., welche Zahlen, wie man sieht, so schnell wachsen, dafs mit 
der Formel für das Dreizehneck ein schon ziemlich starkes Buch aus- 
gefüllt werden könnte. Es lassen sich diese Zahlen auch noch sehr ein- 
fach auf recurrirende Weise darstellen. Es besteht nemlich der Aus- 
druck für p aus zwei Theilen: einem Binomial-Coefficienten und einer 


Potenz von 2. Ebenso ist für das (277 — 1) Eck: 


Qam-» 





Eliminirt man nun aus den Ausdrücken für p und p, das eine Mal die 
Binomial- Coefficienten und das andere Mal die Potenzen der 2, so erhält 


man folgende zwei recurrirende Bestimmungen: 
| ha 2m—1.2m—2 „mi 
mp— 2m + )p, — 2", pp, = LÁ 


wonach 


ecc 


Crelle's Karma III. Bd. 1. Hft. + 


26 2, Mobius, über Vielecke im Kreise. 


7221(0.1 +9)=41 +3, 


5.4 
38 2 14.7.4) =47 +75 


7.6.9 
187 = 3(18.38 +4) = 4.38 + i 


7.6 
874 = 422.187+4) = 4.187 + 2557, u. s w. 


Noch fliefst hieraus, dafs p:p, >4:1, d.h. dafs jede folgende Zahl gro- 
(ser als das Vierfache der vorhergehenden ist. In der That sind die Ex- 
ponenten des Verhältnisses p:p,, der Reihe nach: 


d ale B aro | 237 — 874 12 233 
£4, 38— 5+, 4.3 335 = 187» E 8 == 44 » 7. etc. 





Auch làfst sich bie dafs diese Ueberschüsse der Exponenten über 4 
immer kleiner und über jede angebbare Grenze kleiner werden, je wei- 
ter man in der Reihe fortgehet. 

Was nunmehr den Grad der Gleichung für ein gerades Vieleck 
betrifft, so ist zuerst einleuchtend, dafs die Gleichungen für das 272 Eck 
der einen und anderen Klasse von gleichem Grade sein müssen, indem 
jede dieser zwei Gleichungen in die andere durch blofse Veründerung 
des Vorzeichens irgend eines der Elemente übergehet. Sodann läfst sich 
zeigen, dafs diese zwei Gleichungen für das 272 Eck von demselben Grade, 
als die Gleichung für das nächst niedrigere ungerade (277 — 1) Eck, sind. 


Um diesen Satz zuerst an der Gleichung für das Viereck zu er- 
läutern, so ist die Gleichung IV., wenn man darin den Sinus des letzten 
Bogens 0 schon rational darstellt: 

0 = [sin(a+B+Y)—sind] [sin —a+ß+Y)+ sind} 
X [sin (a —ß+Y) + sind] [sin (« + ß—y) + sin 0]. 

Von der hieraus abzuleitenden rationalen Gleichung zwischen a, b, ce, d. 
wollen wir nun, eben so wie vorhin, das Glied von der niedrigsten und 
das von der höchsten Dimension zu bestimmen suchen. Zu diesem Zweck 
wird in beiden Fällen für sind nur d zu substituiren sein. Dagegen 
wird man die übrigen Sinus sin(--a@-+....), wie oben beim Dreieck, 
das eine Mal nach aufsteigenden, das andere Mal nach absteigenden Po- 
tenzen von a, b, c zu entwickeln, und von beiden Entwickelungen nur 
die Anfangsglieder beizubehalten haben. Substituirt man daher die beim 
Dreieck für diese Glieder gefundenen Werthe, so ergiebt sich in der 
Gleichung des Vierecks das Glied von der niedrigsten Dimension : 
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= (ab te—d) (—a-- b d- e4- 4) (a— 5 47 e 4-4) (e -- 0 — c 4 d), 
und das Glied von der höchsten: 
= (—&abe—d) (C2 + 4) (52 + 4) (£5 +0), 
welches sich, wenn man im ersten Factor das einfache d gegen das 
Product abc, wie erforderlich, wegläfst, auf 
| — &(bc -- ad) (ac-+ bd) (ab + cd) 
reducirt. Da nun letzteres Glied nur um zwei Dimensionen höher als 
das erstere ist, und die Gleichungen für die geraden sowohl als ungera- 
den Vielecke nur gerade Potenzen von r enthalten können, so wird letz- 
teres Glied, mit Hinzufügung des ersteren, durch r? noch multiplicirten 
Gliedes, — 0 gesetzt, die Gleichung, für das Viereck sein; vollkommen 
so, wie sie bereits oben auf anderem Wege gefunden wurde. 


^2 
- 


Wenden wir dieselbe Verfahrungs-Art auf die Gleichung VI. für 
das Sechseck der ersten Klasse an, so verwandelt sich das darin = 0 
zesetzte Product von 32 Factoren, wenn man dasselbe nach dem Sinus 
des letzten Bogens € rational darstellt, und deshalb je einen Sinus mit 
einem Cosinus multiplicirt, in ein Product aus 16 Factoren von der Form 
sin te +ßHr....to)tsinl, wobei sind des Vorzeichen + oder — 
erhält, nachdem in sin(*a-t....) die Anzahl der positiven Bogen, 
die ich immer grófser annehme als die Anzahl der negativen, gerade 
oder ungerade ist. Zu demselben Producte wird man daher auch gelan- 
gen, wenn man in der rational gemachten Gleichung V. für das Fünfeck, 
zu jedem der 16 Sinusfactoren noch sind mit + oder — nach der eben 
gegebenen Vorschrift hinzufügt, so dafs sich die Gleichung VI. auch 
unter folgender Form darstellen läfst: 

[sin (« 4- Q -- .... -]- ) —sin (] Z [sin (— € 4- B 4-....) d- sin] 
Z [sin (—2«—  4-y d--...) —sin£] = 0. 
Denn man sieht leicht, dafs die zwei Factoren von der Form: 
11608 + (orbes €) Une 
810.2 Ch hl); 

in welche jeder dieser 16 Factoren aufgelöst werden kann, unter den 32 
Factoren von VI. vorkommen müssen, so wie auch, dafs man unter den 
32 aus dieser Auflösung entstehenden Factoren keine zwei einander gleich 
bekommt, 


4* 
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Indem man nun die Gleichung VI. in ihrer gegenwärtigen Form, 
eben so wie im Vorigen die Gleichung V. zur Erforschung des Grades 
der Gleichung für das Sechseck anwendet, so wird offenbar durch das 
Hinzutreten von sind, wofür man jetzt f zu setzen hat, die Dimension 
des ersten Gliedes in der Entwicklung von sin(*& +..,.), sei es nach 
aufsteigenden oder absteigenden Potenzen von e, b, c...., nicht geän- 
dert. Ist nemlich in dem einen, wie in dem anderen Falle dieses erste 
Glied von sin(F&*+....) nur von der ersten Dimension, so wird man 
+f, weil es dieselbe Dimension hat, hinzusetzen müssen. Gehört aber 
das Glied einer höheren Dimension an, so fällt f gegen dasselbe weg. 
Es mufs folglich auch in der Entwicklung des ganzen Products für das 
Sechseck die niedrigste und höchste Dimension mit der niedrigsten und 
höchsten Dimension des Ausdrucks, welcher aus der Entwicklung des 
Products für das Fünfeck entspringt, einerlei sein, und es wird folglich 
auch in der Gleichung für das Sechseck 7° zu demselben Grad, als in 
der Gleichung für das Fünfeck, steigen. 


Von den beiden äufsersten Gliedern in der Gleichung für das 
Sechseck der ersten Klasse findet sich auf diese Weise das eine: 
E(—a-r6-pe-- de -f) Z(—a—b-4-c4-d e—f)r*, 

wo das erste = sechs Factoren in sich fafst, die Anzahl der Factoren 

beim zweiten Z, wo drei Elemente, und darunter, immer ein und das- 

5.4 6.5.4 


selbe, hier f, negativ zu nehmen sind, ist — 1.9 = 3. 1.2.3 





== 0. S 
andere äufserste Glied ist: - 
i6abcdez (—" FE) z (E* — f) = 16a bea e — ho. ex (E2582) 
= — 2'(ede—abf)(bde—acf)(bce—adf)(bed —aef)(ade—bcf) 

x (ace—bdf)(acd —bef)(abe—cdf)(abd —cef)(abe—def), 
wo f immer in dem. negativen Theile jedes Factors vorkommt, so wie 
in dem zweiten Z des ersteren Gliedes f immer negativ zu nehmen war. 
Man sieht aber bald, dafs sich weder das eine noch das andere Glied 
ändert, wenn man statt f irgend ein anderes der 6 Elemente dieser Be- 
dingung unterwirft, dafs mithin beide Glieder nach allen 6 Elementen, 
wie gehörig, symmetrisch sind. 





Die Gleichung für das Sechseck der ersten und folglich auch der 
zweiten Klasse ist daher nach 7, eben so wie die Gleichung für das 
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Fünfeck, vom 7ten Grade; und es können mithin unter der Voraus- 
setzung, dafs alle Wurzeln möglich und verschieden von einander sind, 
mit den sechs gegebenen Seiten in 14 verschiedene Kreise Sechsecke ge- 
zeichnet werden, von denen die eine Hälfte der einen, die andere der 
anderen Klasse angehöret. 

Auf eben die Art wird nun auch jede der beiden Gleichungen für 
das Achteck mit der Gleichung für das Siebeneck von einerlei Grade, 
vom 38sten, sein, u. s. w. bei noch mehrseitigeren geraden Vielecken. 
Denn eben so, wie vorhin aus der trigonometrischen Gleichung für das 
Fünfeck die trigonometrische Gleichung des Sechseks durch blofses An- 
fügen von + sing zu den einzelnen Factoren der ersteren Gleichung ab- 
geleitet wurde, und durch dieses Anfügen die Dimensionen der beiden 
aufsersten Glieder jin der Gleichung des Fünfecks nicht verändert wur- 
den, so wird man denselben Schlufs auch von jedem anderen ungera- 
den Vieleck auf das nächstfolgende gerade machen können. 

Wir kommen nunmehr zu dem letzten Theile unserer Untersuchung, 
zu der Bestimmung der Fläche eines in einen Kreis beschriebenen Viel- 
ecks aus den gegebenen Seiten. Man denke sich aus dem Mittelpuncte 
des Kreises nach allen Spitzen des Vielecks- Radien gezogen, so wird | 
dadurch die Fläche des Vielecks in eben so viele gleichschenklige Drei- 
ecke zerlegt, welche den Mittelpunct des Kreises zur gemeinschaftlichen 
Spitze und die Seiten des Vielecks zu Grundlinien haben. Da jeder der 
Schenkel dieser Dreiecke — r und die Winkel an den Spitzen derselben, 
in ihrer Folge = 2a, 20, . . .. sind, so sind die Flächen der Dreiecke 
— ip sn2ae, Zr’sin2ß, etc.; mithin, wenn man durch F die Fläche 
des Vielecks bezeichnet: | 

9 F = r'(sin2« + sin2ß + sin2y 4-..... 9s 
und es kommt nun darauf an, aus dieser Gleichung für das Vieleck 
zwischen r, a, b, c .... und aus den Gleichungen: rsino—a, rsinQ =, 
etc. die Grófsen r, a, Q, - . . . zu eliminiren, um somit eine Gleichung 
zwischen fF, a, 6, c,.... zu erhalten. | 

Bevor wir aber diese Operationen selbst vornehmen, wird es nöthig 
sein, uns über die Bedeutung der Vielecksflache vollkommen zu verstän- 
digen. Da nemlich die meisten der hier vorkommenden Vielecke von 
solcher Beschaffenheit sind, dafs zwei oder mehrere oder auch alle Seı- 
ten sich innerhalb ihrer Endpuncte schneiden, so fragt es sich, was dann 


a 
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unter dem Werthe der Vielecksfläche zu verstehen sei, und ob auch in 
diesen Fällen die oben gegebene Formel, wobei wir uns stillschweigend 
ein gewöhnliches Vieleck ohne dergleichen Durchschnittspuncte dachten, 
angewendet werden könne. 

Eine gerade Linie von veränderlicher Länge sei mit dem einen ihrer 
Endpuncte ım Mittelpuncte des Kreises fest, während der andere End- 
punct den Perimeter des Vielecks durchlaufe. Die hiermit von der Li- 
nie überstrichene Fläche, indem man die mit entgegengesetzter Bewe- 
gung beschriebenen Theile mit entgegengesetzten Zeichen nimmt, ist der 
Flächeninhalt des Vielecks. Sind daher 4, B, C drei aufeinander fol- 
gende Spitzen im Perimeter und Z/ der Mittelpunct des Kreises, so wer- 
den, indem der bewegliche Endpunct der Linie von .4 bis B und von 
B bis € geradlinig fortgehet, von der Linie selbst die Dreiecke Z24B und 
ZBC beschrieben, und diese sind, jener Erklärung zufolge, mit einerlei 
oder verschiedenen Zeichen zu verbinden, nachdem der Mittelpunct Z 
innerhalb oder aufserhalb des Winkels ABC liegt. Geht die eine Seite 
BC durch Z selbst, so ist das ihr zugehörige Dreieck ZBC = 0. 

Hiermit ist nun auch die obige Formel für F im Einklange. Denn 
die Zeichen der Dreiecksflachen Zr*sin2& und Zr?sin2ß richten sich 
nach den Zeichen von sin2 und sin2ß. Diese sind aber einerlei, wenn 
2a — Bogen AB und 28 = BC zugleich grofser oder zugleich kleiner 
als 180° sind; sie sind verschieden, wenn von den Bogen 4B und BC 
der eine gröfser, der andere kleiner als 180? ist; womit, wie man leicht 
sieht, die vorhin bemerkte Lage von Z gegen den Winkel 4BC ganz 
übereinstimmt. 

Um jetzt zur Entwicklung der Gleichung zwischen F, a, b, c,.... 
überzugehen, so übersieht man leicht, dafs diese Gleichung, wenn die. 
Gleichung zwischen 7’, a, b, . . . . nach r° vom pten Grade ist, eben- 
falls p verschiedene Werthe für F angeben mufs, indem jedes in einen 
anderen Kreis beschriebene Vieleck auch eine andere Fläche haben wird, 
dafs ferner, weil die Flüche eben so gut negativ als positiv genommen 
werden kann, die Gleichung nach Potenzen von F* fortgehen, und mit- 
hin nach Z7" vom pten Grade sein wird. 

Ich will nun wenigstens die Möglichkeit darthun, zu dieser Glei- 
chung zu gelangen, und deshalb zuvörderst zeigen, dafs F* immer als 
rationale Function von 7, a, b, c.... dargestellt werden kann. 
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Zu dem Ende lasse man @ um da wachsen, während 5, c, ..... 
unverändert bleiben, und suche die daraus für r entstehende Zunahme 
‚dr. Weil immer 2 -- O 4- y 4-.... einem Vielfachen von 180° gleich 
ist, so hat man: 

da + dB + dy +L....—=0. 
Sodann folgt aus den Gleichungen rsina — a, rsinQ =D, u. s. w., 
| rcosada + sinadr = da, 
rcosQdQ --sinQdr — 0, rcosydy-+ sinydr = 0, etc. 
Dividirt man diese Gleichungen resp. durch cosa, cos(2, cosy, . . .. und 


addirt sie hierauf, so kommt, wegen da +dß.... — 0: 
d 
(tanga + tang + tang y +....)dr = d 


Es ist folglich, weil tangæ + tang 4 .... eine symmetrische Function 
dr dr 


VII EA. ed EC erst = umgekehrt mit cose, und eben so Cae UIT rop ie 2 
umgekehrt mit cosQ, cosy, . . . . - proportional. 

Diesen Satz, dafs die partiellen Differential- Quotienten des Halb- 
messers eines Kreises nach den Seiten eines eingeschriebenen Vielecks 
im umgekehrten Verhältnisse der Abstände der Seiten vom Mittelpuncte 
(=rcosa, rcosQ, ....) sind, wollen wir nun benutzen, um aus dem 
Ausdrucke für F' die Cosinus von a, (9, ..... wegzuschaffen. Weil 
zr’sın?2a =racos& etc., so hat man: 

F? = r'(acosa + bcosB+....) 
Eis (—— r* cos a? + 25^ cof +... ) (a cos & + b cos B +....), 
dr rod 


M. e. ; d LN T 
mithin, weil r^cosa?— r*—a’ eic., und wenn man ja = 0h nn etc. 











setzt, wo daher 
«a1 


a’ b^ 


F* = [ar + 66 (*— +++] 


Sei jetzt die aus dem Vorigen als bekannt anzunehmende Gleichung 


= cosa: cosf:....: 


zwischen r°, a, 5, c....: 
o— A+Br -LCr-...., 
wo 4, B, C... . bekannte rationale Functionen von a, 4, c. . . . sind, 
Differentiirt man diese Gleichung nach @ und r, so erhält man: 
dA dB adC. / 3. 4 
e 2 — — 4q....4- 2Bra'-- àC€ra ^ M 
open. poBra! E Cra! een 


da 
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und hieraus 
dA dB dC 


AME CE 
nn 
und eben so 5, c', .... gleich bekannten rationalen Functionen von 7°, 
a, b, €, . ... Substituirt man nun diese Functionen in dem zuletzt er- 
haltenen Ausdrucke für FE, so bekommt man auch Z^? durch eine ra- 
tionale Function von 7’, a, b, c,.... ausgedrückt, wie zu erweisen war. 
Werde diese Dc Gleichung für F* durch 
EU IT FD en] 
open so ist jetzt Y übrig, aus ihr und der Gleichung 
O0—= À + Br +. 
7° zu eliminiren, ein Geschäft, welches DR EPI dafs es überaus weit- 
láufig ist, keine weitere Schwierigkeit hat. Heifsen nemlich die p Werthe, 
welche in der Gleichung 
o=4A-+Br’+....+ Pr, 


für r° substituirt, ihr Genüge leisten: a, b, c....y, so sind o 


B 
, (P? ees 
bekannte rationale symmetrische Functionen von a, b,....p, und jede 


andere rationale symmetrische Function von a, b,....p läfst sich auf be- 


: A DB : 4 3 Ced 
kannte Weise durch Drop rational ausdrücken. Die Quadrate der 


Vielecksflächen aber, die diesen p verschiedenen Werthen von r° ange- 
hören, sind: O(a, 6, $,...), (550,410, .55), Q(6 a515,...), weg une 
mithin die Gleichung, welche sie alle umfafst: | | 

F^ — Q(a, a, b,....) — 9b, a, b,....)}.... = 0. 
Entwickelt man diese Gleictmiig, so steigt sie ^ diss F* bis zum pten 
Grade, und kann von a, b, ¢,.... offenbar nur symmetrische Functionen 


enthalten, die man, wie oben bemerkt, auch durch — z A: ... AUS- 


drücken kann. Thut man dieses, und setzt endlich statt »i B, .... P. ihre 
Werthe durch c, 5b, c, .... ausgedrückt, so erhält man die gesuchte ra- 
tionale Gleichung für den Flächeninhalt, die nach F? vom pten Grade 
ist, und in deren Coefficienten nur @, 2, c,.... noch vorkommen. 

Um diese Methode schliefslich auf das Dreieck anzuwenden, obwohl 
sich bei diesem und bei dem Viereck im Kreise die Gleichurg zwischen 


den Seiten und der Fläche auf weit kürzeren Wegen finden läfst, so hat 
man beim Dreieck: | 


Ö 
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O= 4+ Br, wo 4 — — atl, B=2( He a? b*) — at pe 
= &bc-—(b--c-— a), | 


folglich 
dd dB 
ud u — 8ab'c’, py pos mn 4 a (b* + c* — o*) 
und 
dA dB 1 dB d 
Q2Bra = — I — _ ee — MS 4 4 ge ES) 
da ? da s BT, 


8 b? 2 
= Te deb (d i e, 


wofür man auch setzen kann: 

a 

qe A. 2/72 

PE Pr men Qa (b vd et: gi 
wo © eine symmetrische Function von a, 5, c ist. Auf gleiche Art 
wird sein: | 


b 2 2 2 2 2 2 2 2 
y, = Qb*(c + a — 2°), + = 0% (a +2°— ce), 
folglich: 
a b C 


rc UP PA 





Sodann ist r?— a? = 


a? (b? 4- c? — a?) 


(r^—a*)aa' = 


BO 1 
und eben so 
(t scan) b?) bb! = Dpto) eic., 


BQ 
mithin : \ 
(r^ — a?) aa! + (r* — 0) b b^ + (rt — cc = 5o MON 
und endlich 
Fe =[(r—aea' +... J[5+-... = 5:08 = 2 
= | RE 1 borde CRT O° Lm 
du 
Fo— yq 5490-2 5T9(«—540(GT5—:0) 
von welcher Wurzelgröfse der vierte Theil zu nehmen ist, wenn a, 5, c 
die ganzen Seiten bedeuten. Noch kann man bemerken, dafs der Aus. 
druck für P? durch r^, a, à, c, .... a^, b’,...., mit Verzichtung auf des- 
sen symmetrische Form, sich etwas einfacher darstellen läfst, Es ist 


2 


nemlich: 
F bcos B cosy . - a’ a’ 
es een C Ws ch) Vang! eevee — a b am [^ ar e o 6 
rcos & : + cos & 17 cosa ^ T b’ om c' IR , 
Crelle’s Journal. III. Bd. 1. Hft, 5 
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72 as CERA (E b E. jr | 
P G a?) a sr z; rm sss. 


Einige andere Formeln, die bei weiterer Fortsetzung dieser Untersuchun- 
gen von Nutzen sein können, sind: 


dF d pn 
da = 27060545 = 2rcosß, etc., 
folglich | 
dF dr dF dr - d 2r 
Ta en ie = etc, = 


da da. db db tanga + tang 8 -- ... ." 
Da endlich r und F durch a, 4, c,.... ausgedrückt, homogene Functio- 
nen dieser Grofsen sind, r von der ersten, Æ von der zweiten Dimen- 
sion, So hat man: 
dr dr dr 
ENT EUN 
disce x beg? 


Er 
dF dF dF 


Ta NT Ou te 


wie dies auch schon aus dem Vorigen sich leicht ergiebt. 


QF — a 
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a 
Recherches sur les diviseurs premiers d’une classe de 
formules du quatriéme degré. 


(Par M. G. Lejeune- Dirichlet, ‘prof. d. math. à Breslau. ) 


17 Mémoire. 


O, trouve, dans les annonces littéraires de Gottingue (11. avril 1825), 
l'extrait dun mémoire d'analyse indéterminée que M. Gaufs a présenté 
à la société royale des sciences de cette ville, mais qui n'a pas encore 
été imprimé. Ce mémoire est le premier d'une suite de mémoires que. 
lillustre auteur des: disyuisitiones arithmeticae se propose de donner sur 
la théorie des résidus biquadratiques et a pour objet de déterminer les 
caractères distinctifs des nombres premiers diviseurs de la formule x*— 9, 
L'auteur y établit deux théorèmes extrêmement élégans qui peuvent ser- 
vir à décider, si un nombre premier, diviseur de x°— 2, divise ou ne 
divise pas la formule précédente. Ayant eu connaissance, dans le cou. 
rant de l'année qui vient de finir, de l'extrait cité qui ne contient que 
les énoncés des deux theorémes dont il vient d'étre question et de quel- 
ques propositions auxiliaires, jeus le désir de démontrer de mon coté les 
beaux théorémes découverts par M. Gaufs. Lies recherches que je fis 
dans cette vue me firent trouver une démonstration fondée sur des con- 
sidérations extrémement simples et probablement tout-a-fait différente 
de celle de M. Gaufs, qui parait exiger des recherches préliminaires 
tres délicates et assez étendues. J’appliquai ensuite des considérations 
analogues à d'autres questions et particuliérement à la recherche des pro- 
priétés qui distingnent les diviseurs premiers de la formule #2*+ Q a?-1- y; 
et je parvins ainsi à un grand nombre de théorèmes intéressans.  L'ex- 
position rapide d'une partie des résultats auxquels ces recherches m'ont 
conduit est lobjet du présent mémoire. Je commence par poser quel- 
ques définitions et par énoncer quelques théorémes trés faciles à établir 
et-sur lesquels nous aurons à nous appuyer dans la suite. 
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1. 

„Si lon peut attribuer à lindeterminée x une valeur telle que 
,4*— A devienne divisible par B, A sera dit résidu biquadratique par 
» rapport à B." 

Il est facile de voir que, si un nombre 4 est résidu biquadratique 
par rapport à un nombre B, ou, en d'autres termes, si.B est diviseur de 
x*— A, chaque facteur premier de B sera pareillement diviseur de 
x*— A, et réciproquement que, si cette condition a lieu par rapport à 
tout facteur premier du nombre B, B sera lui- méme diviseur de 
x*— A. On peut donc se borner, lorsqu'il s'agit d’assigner tous les nom- 
bres qui divisent la formule x'— 4, à ne considérer que les nombres 
premiers. 

Il n'est pas moins évident que, pour qu'un nombre divise la for- 
mule x*— A, il est nécessaire que ce nombre soit diviseur de x°— A. 
I] n'y a donc à examiner que les nombres premiers diviseurs de cette 
derniére formule, c'est à dire les nombres premiers par rapport auxquels 
A est résidu quadratique. On peut ajouter que, relativement à ceux de 
ces derniers qui sont de la forme 42-3, la question ne présente au- 
cune difficulté; car on s'assure par un raisonnement trés simple que tout 
nombre premier 42 +3, diviseur de x — A, divise aussi la formule 
x* — A, | 

Soit p un nombre premier 42 +1, diviseur de #— 4, A dé- 
signant un nombre positif ou négatif, non- divisible par p, on a, comme 

de = 
Yon sait, ya (mod. p). On conclut de là, uem n (mod. p) et l'on 
prouve facilement que le signe supérieur ou inférieur aura lieu, selon 
que p divise ou ne divise pas la formule x*—.4. On peut donc énoncer 
ce théoréme: 


» 4 designant un nombre résidu quadratique par rapport au nom- 
Pt iiid 
„bre premier p — 4z-]-1, on aura 4* =1 ou 4*—=—1 (mod. py). 


„Dans le premier cas, 4 sera résidu biquadratique par rapport à p, dans 
„ie second, .4 sera non-résidu biquadratique par rapport à p." 

Si l'on applique ce théorème au cas où 4 — — 1, on trouvera que 
— 1 est résidu biquadratique par rapport aux nombres premiers 87 + x, 
et au contraire non-résidu relativement à ceux de la forme 82-1- 5. Du 
théoréme précédent on déduit facilement cet autre, dans l'énoncé duquel 
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on suppose, comme dans tout ce qui suivra, que p est un nombre pre- 
mier 42-1, et que 4 et 4’ désignent des nombres non-divisibles par 
p et qui sont l'un et l'autre des résidus quadratiques par rapport à p. 

,91 les nombres 4 et 4° sont tous les deux des résidus biquadra- 
„tiques ou tous les deux des non-résidus biquadratiques par rapport à p: 
„le produit 44° sera résidu biquadratique par rapport à p; si, au con- 
„traire, l'un des nombres 4 et 4’ est résidu, l'autre non-résidu biqua- 
» dratique relativement à p: 44° sera non-résidu biquadratique par rap- 
»port à p." 


En faisant 4^ — — 1, et en ayant égard à ce qui précède, on verra 
que, si p est de la forme 872 --1, 4 sera en méme temps résidu ou 
non-résidu biquadratique que — A, et qu'au contraire, si p est de la 


forme 82-+5, l'un des nombres 4 et — 4 sera résidu, l’autre non-ré- 
sidu biquadratique par rapport à p. 


7. 

Après avoir établi ces préliminaires, nous allons nous occuper de 
la recherche des caractères qui distinguent les diviseurs premiers de la 
formule x*— 2. On sait que les diviseurs premiers de 4^— 2 sont de 
l'une de ces deux formes 872 -]- 1, 82-7, et que reciproquement tout nom- 
bre premier de l'une de ces formes divise la formule x*—2. D’après 
ce que nous avons dit dans le paragraphe précédent, nous n'avons pas 
besoin d'avoir égard à la derniére de ces deux formes et il suffira de con- 
sidérer les nombres premiers 82-1. Soit p un nombre premier de 
cette espèce, et posons, comme il est permis de le faire, p=P+2u), 
où u sera pair, £ impair. Faisons u — 9" E E £"...., 2" étant la puis- 
sance la plus elevée de 2 qui divise uw, et A, /^, £^, . . . . désignant des 
nombres premiers impairs, dont plusieurs peuvent étre égaux entre eux. 
L'équation Z-|-2u*— p, donne immédiatement # = p (mod. £) Le 
nombre p est donc résidu quadratique par.rapport à k, ce que nous écri- 


rons ainsi (23 — 1, en adoptant la notation employée par M. Lezen- 


dre. On se rappelle que, si c désigne un nombre premier et # un nom- 
bre quelconque, non divisible par c, cet illustre géométre se sert du signe 


(=), pour désigner le reste que l'on obtient, en divisant par c la puis- 
EL 


sance M°?, reste que l'on sait étre égal à 1 ou — 1, selon que M est 
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ou n'est pas résidu quadratique par rapport à c. En appliquant à l'ex- 
pression es — 1, le théorème connu sous le nom de loi de reciprocité 
— (theorema fundamentale de M. Gaufs), on aura, p étant de la forme 


k v. a 
4n +1, (=) =1. On trouve de la méme manière 


I) s) 

—] =] —) = 1, etc. 

p 2 p | 2 2 = 
D'un autre coté, comme p est de la forme 82-]- 1, on a aussi (=) SM 


, i . . eo‘ - 
et parconséquent (©) = 1. Multipliant cette dernière expression par 


toutes les précédentes, ıl viendra 


eo) M (2) nun 
p p ; 


Considérons maintenant les facteurs simples du nombre impair C, que 





nous partagerons en deux classes. La premiere classe comprendera les 
diviseurs premiers de l'une de ces deux formes 87--1, 82-]- 7 et les nom- 
bres qui en font partie seront désignés par g, go, 2^, ... .;la seconde 
classe se composera de nombres #, À', 1", . . . . contenus dans ces deux 
formes 82-+3, 82495. On a d'abord 

E epu OC BAN ie 
et l'on conclura ensuite de l'équation p= £^--2u: 
(2) — 1, (22) = 1, (22) — 1, etc. 

5 8 & 


b 


2 2 2 
=n (=s ee 


l'un autre coté, on a en vertu de théorèmes connus: 


9 9 9 | 
D iy 25 2 PAS 
SN ri 


Si l'on compare maintenant ces expressions aux précédentes, on trouvera 
P Eo Dil p 

=, (5) — 1, (5 
o o - 

p yas pM PN? ' 

=, G)=:, (==, ae 


L'application de là loı de réciprocité à ces derniéres expressions donnera 
celles-ci: 


l, .etc. 
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g g! o^ 

(Diii Spr, EYL dis 
AME I h' ht 

p —=— 1, p = — 1, —)=—1, eic. 


d'ou ıl suit, en multipliant, 


LE; 1,14 
(es = E nis (2) C 


où il faudra prendre le signe supérieur ou inférieur, selon que les nom- 
bres h, h‘, À", . . . . sont en nombre pair ou impair. . Or, il est facile 
de voir, par l'équation £ — gg'g".... X hÀ'À"...., que le premier cas 
aura lieu, lorsque ¢ est de l'une de ces formes 82 -]- 1, 872-|- 7, le second, 
lorsque ¢ est contenu dans l'une de celles-ci 8243, 8n+5. On a donc 


=, lorsque £— 52 +1 ou 82 +7, 
(=) =—1, lorsque Z=82--3 ou 82+ 5. 


Reprenons l'équation ¢?-+ 2u* =p et mettons la sous la forme d'une con- 
gruence 





pl —2u* (mod. p). 
J Y . —1 zT , . 
En élevant les deux nombres à la puissance "1 > on aura (Pe etant pair): 
XM SS ues 


ae, US: Cmod. nj, 
ou ce qui revient au méme, SN QUA que 
u 


(2) — 1, etz) 2 T (mod. p). 


On voit donc que +2 (on peut mettre le double signe attendu que 
p=8n--1) est ou n'est pas résidu biquadratique par rapport à p, selon 


que l'on a d qm 1 ou ien — —ı. En comparant ce résultat à ce qui 


précéde, on aura ce théoréme: 

»P désignant un nombre premier 87 4-1, si l'on fait p — £^ -r-2v, 
„je dis que #9 sera ou ne sera pas résidu biquadratique par rapport 
„a p, selon que Z est de l’une de ces formes 8 2 -]- 1, ent ou de l'une 
„de celles-ci 82 +3, 8n +5. 

C'est le premier des deux théorèmes de M. Gaufs, dont il a été 
question dans le préambule de ce mémoire. Le second de ces théorémes 
est relatif à la décomposition du nombre p en deux quarrés, et peut étre 
facilement dédvit de celui qui vient d'étre établi. 
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Faisons p= Qu (où xp est supposé divisible par 4) et égalons | 
cette valeur de p à celle que nous venons de considérer. 


Nous aurons ainsi 
p— P+ou QT. 
et en transposant: 


PM = (HN) = @—2u. 

Comme ® est impair, le plus grand diviseur commun de ® et u 
sera impair; désignons le par m et faisons Q — mQ', u=mu‘. La 
substitution de ces valeurs dans l'équation précédente la changera en 
celli - ci: | | 

(t 4-4) (£—4) = m'(9^—2u^). 
On voit que le nombre impair £-]-:L est composé de deux facteurs E et 
K, dont le premier divise 77, le second Q^— au”, et qu'il en est de 
méme de £ — 4 dont nous désignerons les facteurs par F et L, L pou- 
vant étre negatif. Nous avons donc les équations 

I-V= EX, 1—4 = FL, 

Diss, KL = 9? —2u”. 
Il est facile de s'assurer que les nombres E et f" sont premiers entre 
eux. En effet, soit à un diviseur premier de Z, et supposons que 0 divise 
en méme temps J’. Le nombre 0 serait diviseur commun de Z+Y et 
t—w et diviserait par conséquent le nombre 7, qui est la demrsomme 
des précédens. D'un autre coté, de ce que Ô est diviseur premier de Z, 
il suit successivement, en ayant égard aux équations EF =m’, u= mu’, 
que m’, m et u sont multiples de à. Les nombres £ et u auraient donc 
le diviseur commun 0, et p—#*+Qu? ne serait pas un nombre premier. 


Le produit des nombres E et F, qui sont premiers entre eux, étant 
un quarré, il faut que chacun d'eux en soit un. Faisons H =e’, et nous 
aurons {+ p — eK. Le quarré impair € est de la forme 872-1- 1, et X, | 
comme diviseur impair de Q^-l--ou^ (où Q' et u’ sont premiers entre 
eux), de l'une de celles-ci 82.4- 1, Sn+7. Le nombre ¢-+wW sera donc 
lui méme de l'une des formes $2 --1, 82n-- 7. Le nombre «p que nous 
savons être divisible par 4, sera de la forme 87 ou de celle-ci 8z-]-4. 
Il suit, de ce qui précède, que, dans le premier cas, £ sera de lune de 
ces deux formes Sn +1, 82 -]- 7, dans le second de l'une de celles-ci 82 --3, 


55-5. En comparant ce résultat au théorème précédent, on aura cet 
autre théoréme. 


„pP 
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»P désignant un nombre premier 87 -]- 1, et ayant fait p — Q? +1" 
»(où x est supposé divisible par 4), #2 sera ou ne sera pas résidu bi- 
»quadratique par rapport à p, selon que W est de la forme 87 ou de 
celle-ci 87 +4. 

Il y a un troisième théorème propre à décider si + 9 est ou n'est 
pas résidu biquadratique relativement à un nombre premier p — 8 -]- 1, 
et qui peut s'énoncer comme il suit: 

„Ayant fait d'une manière quelconque p = f—Qu?, +2 sera ou 
„ne sera pas résidu biquadratique par rapport à p, selon que ¢ est de 
» l'une des formes 8n-- 1, 82-3, ou de l'une de eelles- ci 82 -]- 5, 8n 4-7." 

Nous ne nous arréterons pas à démontrer ce théoréme que l'on peut 
établir d'une maniére directe et par des considérations analogues à celles 
sur lesquelles est fondée la démonstration du premier des deux théorémes 
précédens. On peut aussi le déduire de chacun des précédens à peu prés 
comme on vient de passer du premier au second. 


92379, 

Nous allons maintenant passer à des considerations plus générales. 
Soit 6 un nombre premier 42 -+3, p un nombre premier 47-+ 1 sus- 
ceptible d'être mis sous la forme Z^ — bu’, et proposons nous de décider 
si — b est ou n'est pas résidu biquadratique par rapport à p. Il est fa- 
cile de voir que, si p peut être mis sous la forme #—bu”, on peut tou- 
jours le faire de manière que 4 soit pair, et parconséquent ¢ impair *). 
Faisons donc p — Z?— bu”, et posons u — 2" Ek' k^, ..., 4, FECES paren 
étant les facteurs impairs simples de u. On conclut immédiatement de 


l'équation précédente, 


AM 
(E)=1, G)=v (F) =» ete 


*) Pour prouver que cela est toujours possible, nous allons faire voir que, si l'on a 
—bu2=p, ¢ étant pair, il est facile de déduire des valeurs de ¢ et de u, d'autres nombres »° 
(impair) et z^ qui salisfassent également à l'équation trom bu'? =p. Soient r et s les moindres 
nombres tels que r* —55*— 1, je dis que r sera pair. En effet, on sait que, si 5 désigne un nom- 
bre premier 4n 4- 5, l'équation og? —b 6? = +2 est toujours possible, et que, si l’on suppose que 
e et © sont les plus petits nombres qui y satisfassent, on a r= bo? 1, s— eo (Theorie des Nom- 
bres, no. 44, 45.). Il suit de là et de ce que les nombres g et © sont évidemment impairs l'un et 
l'autre, que r est un nombre pair. Cela posé, si l'on multiplie entre elles les équations pi— bs i, 
£ —bu! =p, il viendra (rttbsu)’—b(rutst)? = p, et l'on verra facilement que rt+bh su est 


6 





wn nombre impair. 
Crelle’s Journal. IIL Bd, 1. Hft, 
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L'application de la loi de réciprocité donne ensuite, p étant de la forme 


4n--1 j 
Der Dar Den ete 


Multipliant entre elles toutes ces expressions et l'expression identique 
v Ir 
(=) 7= ©); on aura ce résultat 


P 
u 2" 

9 Arm ER 

(2) AG p. 
Décomposons actuellement le nombre impair ¢ en ses facteurs simples 
et partageons ces facteurs en deux classes. Ceux de la premiere classe 
seront désignés par 8, £^, 2', ...., et sont tels que 

—b —b —b 
(2) (=) — 1, (=) = 1, (=) = 1,. etc. 

Quant a ceux qui forment la seconde classe et que nous désignerons par 
h, h', h/', . . . ., ils sont tels que 


- (Q^ (=) = —4, (=*) = —1, (=*) = —1, etc. 


Le produit de tous ces nombres est égal à £, c'est à dire que 
teme wl. vox e cp. 
L'inspection de l'équation ¢?— bu? =p donne ces résultats: 
—b —b —bp 
—b —b —bp 
(QE = 1, (=) = 1, (=F) == 1, etc. 
La comparaison de ces expressions avec les précédentes donnera ensuite 


DA Hi pa 


5 
p 
(2) = —1, (2) — 1, (2) = —1, etc. 


Appliquant maintenant la loi de réciprocité, il viendra, 
2) Y (£) = 1 (=) ER 1.7 0m 
il wurde) ds wahre 2 
h h’ 


(5) — — 1, (5) = — 1, (©) = — 1, etc. 


, P 
Multipliant ces expressions entre elles, on aura 


ja T hh’ n^ t 
p Mp 
le signe supérieur ou inférieur ayant lieu, selon que les nombres A, A‘, 
À", 2... sont en nombre pair ou impair. D'un autre coté, si l'on ap- 
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plique la loi de réciprocité aux expressions (B) et (2^, il viendra, 5 étant 
de la forme 42 +3, 


& RN e 44 
=, ()=1, ()=1, ete 
h h! h^ 
(7) SOR, (7) E. 270 (7) = — 1, etc. 


expressions qui, étant multipliées entre elles, donneront ce resultat: 
ste’. KAN hh‘ h^ 
( = )=6G)=t D 


où il faut prendre le signe supérieur ou inférieur, selon que les nombres 
h, h', h^, . . . . sont en nombre pair ou impair. 

La comparaison de ce résultat avec celui que nous avons obtenu, 
il n'y a qu'un instant, fait voir qu'on a toujours 


t t 
| ” () = G). 
Reprenons maintenant léquation p—#f—bu?, et mettons la sous la forme 


d'une congruence 
| P = bu? (mod. p). 


On tire de là, en élevant les deux nombres à la puissance À = 





p PA E 


ET D Tu: (mod. p) 
La formule (à), qui est celle-ci (x) = (=), 2” désignant la puissance 
P P 


la plus elevée qui divise z, peut étre présentée d'une autre maniére. 
Il faut pour cela distinguer deux cas, selon que p est de la forme 82 -]-1 
ou de celle-ci 8245. Si p est un nombre premier 82-1, on a, 


: : 2" 
comme on soit, (5) = 1, et parconséquent (=) = 1; la formule dont il 


sagit se change donc dans ce cas en celle-ci (“= 1. Si p est un nom- 


bre premier 97-]-5, le nombre y est — 1; car si y etait plus grand que 
l'unité, u? serait divisible par 8, et p — £^—bu' serait de la forme 


8n--1. Comme d’ailleurs dans ce cas (=) — — 1, la formule («) se 

changera en celle- ci (=) — — 1. Les deux cas que nous venons d'exa- 
BR 1 

miner sont compris dans la formule G) = (—1)*, qui équivaut à cette 


pt pi 
congruence u? = (—1)* (mod. p) En substituant la valeur qu'elle 
6* 
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p-i 
2 


donne pour u ? dans la congruence obtenue plus haut, on aura 


pi p= 
£? == (—b)* (mod. p), 
résultat qui montre que — 5 sera ou ne sera pas résidu biquadratique 
par rapport à p, selon que £ est ou n'est pas résidu quadratique par rap- 
port à p. Si l'on compare maintenant ce résultat avec celui qui est con- 
tenu dans la formule (y), on arrivera au théoréme que nous allons 
énoncer. 

»Désignons par 5 un nombre premier 4n +3, et par p un nombre 
„premier 4z-]-1, susceptible d'étre mis sous la forme ?— bu. Ayant 
„fait p — P—bu? (où £ est supposé impair), je dis que — sera ou ne 
„sera pas résidu biquadratique par rapport à p, selon que Zz est ou n'est 
„pas résidu quadratique par rapport à 5.” 


+. 

Nous allons maintenant déduire de ce théorème un autre théorème, 
au moyen duquel on peut décider plus promptement encore, si — est 
on n'est pas résidu biquadratique par rapport à p. Conservons les nota- 
tions précédentes et faisons p — Q*-- i (où W est supposé pair) En 
égalant cette valeur de p à celle que nous avons considérée précédem- 

p= ?—bv = P+y, 


ment, on aura: 


et en transposant 
Ey = (HD) = e 3 bur 

Il y a maintenant deux cas à distinguer, selon que ® est ou n’est pas 
divisible par 5. Nous commengons par lexamen du dernier de ces deux 
cas. Soit 77 le plus grand diviseur commun de Q et uw, qui sera impair 
(Q étant impair) et non-divisible par 5, et posons Q — zQ', u — mu'.- 
La substitution de ces valeurs dans la derniére équation, la changera en 
celle-ci: 

CH WED = mo" + bu”) 
Il est évident, par cette équation, que £-- est composé de deux fac- 
teurs Æ et X dont le premier ‘divise 77", le second Q^ --5u^, et qu'il 
en est de même du nombre 7 — . Désignant les facteurs de ce der- 
nier par I et L, nous aurons ces équations: 

Ld = HK, t—y = FL, 

m = EF, O° + bu” = KL. 
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ll est très facile de s'assurer que les nombres E et F'sont premiers en- 
tre eux. En effet, soit Ó un facteur simple quelconque de E (qui sera 
nécessairement impair, Æ étant lui méme impair) et supposons que à 
divise aussi P.  L'inspection des équations précédentes fait voir que 6 
serait, dans cette supposition, diviseur commun de ¢-+wW et £ — xp et 
diviserait parconséquent le nombre /, qui est la demi-somme des précé- 
dens. Mais on voit d'un autre coté que 0, comme diviseur premier de 
E, divise 7m’, et parconséquent 72 et u (u étant = mu‘). Les nombres £ 
et 4 auroient donc, dans cette supposition, le facteur commun 0, ce qui 
est absurde, p = £^—bu^ étant un nombre premier. Il est donc prouvé 
que E et F' ne sauroient avoir de diviseur commun, et comme le pro- 
duit de ces nombres est un quarré, il faut que chacun d'eux en soit pa- 


reillement un. On a donc 


Q-» 0-2: 


Quant aux nombres X et L, ils sont pareillement tels qu'on a 


9-2» =r 


En effet, on voit par la derniére équation que ces nombres divisent l'un 
et l'autre la formule Q"-L bu” (où @® et bu’ sont premiers entre eux) 
et l'on soit par un théoréme connu qui se déduit facilement de la loi de 
réciprocité (Zhéorie des nombres, no. 197.) que tout diviseur impair À 


d'une pareille formule est tel que (=) — 1. Multipliant la premiére des 


dernières expressions par la troisième, la seconde par la quatrième, il 


ER FL 
G)-» G)=4 
ou ce qui est la méme chose, 


à) (Et) =, Cz: 


En examinant d'une manière semblable le cas de ® divisible par 6, on 
trouvera que, dans ce cas, l'un des nombres £ -]- xp et 4 — W est divisible 
par 4, et que l'autre est, comme dans le cas dont nous venons de nous 
occuper, résidu quadratique par rapport à 6, de sorte qu'en désignant par 
t+-W celui de ces nombres qui est divisible par 4, on a 


(9) t+ = 0 (mod. 2), (=?) mou 


viendra 
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I résulte du théoréme énoncé, à la fin du paragraphe précédent, que, 
pour décider si — à est ou n'est pas résidu biquadratique par rapport à 
p, tout se réduit à la question de savoir si £ est ou n'est pas résidu qua- 
dratique par rapport à b. Nous pouvons maintenant faire voir, au moyen 
des résultats que nous venons d'obtenir, que cette derniére question peut 
être décidée sans connoitre f, c'est à dire sans qu'il soit nécessaire de 
mettre p sous la forme Z^ —5u'. Supposons d'abord Q non-divisible par 
b. Les expressions (0), qui ont lieu dans ce cas, peuvent être présentées 
de cette manière, en observant que 4 est un nombre premier 4z--3: 


(ES erac ys = 


On tire immédiatement de l'équation p — £?^— b u^, t£? zz p (mod. D), ré- 





sultat qui fait voir qu'en résolvant la congruence x; = p (mod. 5), et dé- 
signant par x, l’une de ces racines prise au hasard, on aura t==%, ou 
t=—x (mod. b) Dans le premier cas, on a 


DE 0i 

b b 7? b FIM 
car il est évident que les expressions (7) et (25) ne. changent pas en 
mettant à la place de ¢ un autre nombre x qui ne diffère de ¢ que par 
un multiple de 5. En multipliant les dernières expressions entre elles, 


il viendra 
() = (#9) 


Considérons maintenant l'autre cas dans lequel £=—% (mod. b) On 


aura dans ce cas 
2-0» (57 =-2 


la derniére de ces expressions résultant de la formule (2—) = —1, 


en mettant à la place de —# le nombre % qui n’en diffère que par un 


multiple de 5. En multipliant les expressions précédentes entre elles, on 
trouvera, comme dans l'autre cas, 


(1) = exo 
b b f 
Nous sommes donc arrivés à ce résultat remarquable. Si ® n'est pas 
divisible par 5, on pourra décider trés simplement si l'on a 


(o où (ox 
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Il suffira de chercher un nombre qui satisfasse à la congruence *?= 
(mod. 5); ayant trouvé un pareil nombre x, on aura toujours 


( t ) Lu (euet v) 
b] b , 

Venons maintenant au cas où @ est divisible par à. Les expres- 
sions (0’) qui ont lieu dans ce cas sont 


t+p=0 (mod. b), TE EY = 1. 


On peut dans la dernière de ces expressions ajouter à ¢-- un multiple 
quelconque de 6. Si l'on y ajoute le nombre ¢+wW qui en vertu de la 


premiére est divisible par 5, il viendra [9 c 8 résultat qui entraine 


b 
t 2 ) 


En combinant ce résultat avec un théoréme connu, on verra que 


dans le cas de ® divisible par 5, on a (2 SS PIOU (2) —— 1, selon 


que £ est de la forme 87-1-7 ou de celle-ci 872 + 3. 

En comparant ce qui vient d'étre prouvé au théoréme établi à la 
fin du dernier paragraphe, on verra qu'on peut décider, independamment 
de la connaissance du nombre 7, si —b est ou n’est pas résidu biqua- 
dratique par rapport à p. Le résultat auquel on parvient ainsi ne con- 
tenant plus aucune trace du nombre 7, on est porté à croire qu'il ne 
suppose pas la possibilité de l'équation #— 5 z^ — p, dou le nombre ¢ 
tire son origine, et qu'il est géneralement vrai pour toutes les valeurs de 
b et p, telles que () — 1. C'est en effet ce qui a lieu, comme on peut 
le prouver, en examinant, au lieu de l'équation ?—bu’= p, léquation 
plus générale & +Mu* = p, où M désigne le produit d'un nombre quel- 
conque de nombres premiers differens, et en combinant ensuite les ré- 
sultats de cet examen avec le théoréme suivant, de la verité duquel on 
ne saurait douter, mais dont la démonstration rigoureuse ne laisse pas 
que de présenter des difficultés: 


„ce désignant un nombre premier quelconque et p un nombre pre- 
mier 42--1, tel que (2) — 1, on pourra toujours déterminer un nom- 


„bre 6, composé de facteurs simples tous moindres que c et tel que Té 
„quation Z-- cou! — p, soit résoluble." 
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Quoi qu'il en seit, on peut remarquer que le théorème que nous 
allons énoncer est rigoureusement prouvé, par ce qui précéde, pour tou- 
tes les valeurs de à, telles que la formule Z— bu? n'a que le seul divi- 
seur quadratique + (/4— 54?) En jettant les yeux sur la première des 
tables ajoutées à la Théorie des Nombres, on voit que tous les nombres 
premiers 42-3, moindres que 136 (limite de la table) se trouvent dans 
ce cas, en exceptant le seul nombre 79. Il seroit facile en suivant la 
marche que nous venons d'indiquer, de prouver la verité du théoréme 
pour cette valeur ou pour toute autre valeur particuliére de 5, quel- 
que soit p; mais pour l'établir dans toute sa généralité, il faut d'abord 
prouver, comme nous l'avons déjà dit, qu'on peut toujours satisfaire à la 
condition que nous avons enoncée, il n'y à qu'un instant. 


Theoreme I. 
»b désignant un nombre premier 47-]-3, et p un nombre pre- 


„mier 42 -+-1 tel que ©) = 1, si l'on fait p — Q* -- A (où est sup-- 


» posé pair) on aura cette règle, pour décider si — est ou n'est pas 
„residu biquadratique par rapport à p. Si @ est divisible par 5, — à 
„sera ou ne sera pas résidu biquadratique, selon que à est de la forme 
»8n-4- 7 ou de celle-ci 82-3. Si Q n’est pas divisible par J, on cher- 
„chera un nombre x tel qu'on ait x? 2p (mod.b). Cela posé, — 5 sera 
„ou ne sera pas résidu biquadratique par rapport à p, selon que l'on a 


» (Ux —1 ou (ri = — 1” 


En faisant successivement b = 3, b — 7 etc., on obtiendra les théo- 
rèmes particuliers suivans qui sont analogues au second des theorèmes 
de M. Gaufs et que Ton doit regarder comme rigoureusement prouvés 
par les considérations que nous avons exposées dans ce paragraphe et dans 
le précédent. 

„p désignant un nombre premier 1972 + 1, si l'on fait p — Q* J- 4? 
(ou d est supposé pair) l'un des nombres ® et :L sera nécessairement 
divisible par 3. Cela posé, je dis que — 3 sera ou ne sera pas résidu 
,biquadratique par rapport à p, selon que c'est 3p ou ® qui est divisible 
„par 3.” 

»p désignant un nombre premier de l'une de ces formes 287 +1, 
,28n--9, 28n +25, si l'on fait p — G+’, je dis que —7 sera résidu 

»bi- 
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„biquadratique par rapport à p, si l'un des nombres @ et w est divisible 
„par 7, et que —7 sera non-résidu biquadratique par rapport à p, si 
„ni lun ni lautre de ces nombres n'est divisible par 7.” 

etc. 


- 

Désignons par @ un nombre premier #2 + 1, et par p un nombre 
premier également #2-H1, et de plus susceptible d’être mis sous la forme 
2’ — au. Nous pouvons donc faire p = #—au* où le nombre £, comme 
il est facile de le voir, est nécessairement impair. On trouvera, comme 
dans le paragraphe 3., que, si lon désigne par 2” la puissance la plus 


élevée de 2, on a (G)- 


ar à : 
2 expression que lon changera ensuite, 
comme à l'endroit cité, en celle-ci: ( )= — "ES £T 

Décomposons actuellement le nee impair £ en ses facteurs sim- 
ples, en posant t= gg'g".... X hÀ'h"...., où les nombres premiers 
g, 2, £g", etc., A, h', À", etc. sont tels que 


eed icai il ees LH Era : 
— 1 — came eg eS etc. 
Ege a g' ? ig! 2 


— (Q — (7 u 
m) 1, —)=-a, (=) =— > etc 


L’équation Z — «u^ =p donne immédiatement 


Can Can Gian ee 


o 


— —a 
2) = oe ya, Co-1 «de 


Comparant ces expressions aux précedentes il viendra: 


@)=1, ()=. Gla» ee. 
5 5 5 


=, (= (Q) e e 


L’application de la loi de unn donnera ensuite, p étant de la 
forme 42 + 1: 


or ol: C 
P | p 
A^ b 
La, (i = — 1, = etc. 
p PB 


d'où l'on conclut en multipliant: 


E ée — (=) — + T 
P P pi 
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(2) 


- 
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le signe supérieur ou inférieur ayant lieu selon, que les nombres pre- 
miers A, À', h", . . . . sont en nombre pair ou impair. On peut énon- 


? 2 . r ° d t 
eer ce résultat d'une maniére un peu différente, en disant que fet) est - 


egal au produit des seconds membres des expressions (e). 


On peut, dans les expressions (e), changer partout — 2 en c, pourvu 
quen méme temps on change le signe des seconds membres de celles de 
ces expressions ou il se trouve un nombre premier (g, g^, g^... X h, h'h',...) 
dela forme 42 ]- 3. On aura ainsi 


(=) =+1, (=)= +1, (£)= +1, etc. 
o 5 e 


a a a 
—] = + a Ji —JjJz ) 
(+) —1, (z) 1, (=) 1, sete 


En comparant le second membre de chacune de ces expressions avec 
le second membre de l'expression correspondante du tableau (s), on trou- 


vera autant de changemens de signe qu'il y a de nombres premiers 42 4- 3 
parmi les nombres g, 8% £^, ...., hy M, A, LL. 


(€) 


|t 


Le nombre des changemens sera donc pair, lorsque parmi les nom- 
bres £y 8°, 2^, «+++, A, h', h^, .... il sen trouve un nombre pair de 
la forme 472 +3. Dans ce cas qui aura lieu toutes les fois que 
t= gg gl... X hh" .... est de la forme 42 +1, le produit des seconds 


nombres des expression (C) sera donc le méme que le produit des seconds 
nombres des expressions (e). 


D'un autre coté, on peut, en vertu de la loi de reciprocité, ren- 
verser les premiers nombres des expressions ((), sans qu'il soit nécessaire 
de changer le signe d'aucun des seconds nombres de ces expressions. Le 


i $ 2 k ME 8 AE he LE 
produit de toutes ces expressions renversées, c'est à dire (e£ E) 


t : LA > , 
ou (5); est donc égal au produit des seconds membres des expressions 


(C) et par conséquent aussi, d’après ce qu'on a vu précédemment, égal au 
produit des seconds membres des expressions (c). Or, ayant prouvé plus 
t 
haut que ce dernier produit est egal à (55) on à G) == (4). 
P 


a 
Ce résultat est rélatif au cas où £ est de la forme Ar + 1; si l'on 


examine d'une manière semblable le cas de £— n2-]-3, on trouvera 


, t t 
qu'on a, dans ce cas, (=) = — (=). 


a 
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Ces deux cas sont compris dans la formule suivante à laquelle nous 
réunissons un résultat obtenu plus haut: 


i1—1 _ 
5 N | 2/1 u p 
(n) ‘a =<» (©); gl — Cab 
L'équation 2?— au? — p, donne successivement 
| Ro poi 
P=au, rt? ma*da? (mod. p), 


d'oü l'on voit que @ sera ou ne sera pas résidu biquadratique relative- 
t 
ment à p, selon que l'on a (=) ex (2) ou (+) = — C En mettant 
, P P e D 
à la place de (-) et (+) les valeurs données par les expressions (n), on 


pourra remplacer les conditions précédentes par celles qui suivent: 


„@ Sera ou ne sera pas résidu biquadratique par rapport à p, se- 
»lon que l'on a 


(9) » (7) = ron (2) = aval ey 


a a 


p-1 
4» 


résultat que nous ne nous arréterons pas à énoncer. 


Posons maintenant p — Q*-L- 4^ (où W est supposé pair) et égalons 
cette veleur de p à celle que nous avons considerée précédemment. Nous 
aurons ainsi p — /?-——a u^ —z Q^ -- ^ d'où lon conclut en transposant, 

EV = (Hp) = p+an. 

Il y a maintenant deux cas à distinguer, selon que Q est ou n'est 
pas divisible par c. Commençons par celui où ® n’est pas divisible par 
a. Soit z le plus grand diviseur commun de Q et de v, qui sera né- 
cessairement impair et non divisible par a, et faisons Q — 7mQ', u — mu", 
valeurs dont la substitution dans l'équation obtenue plus haut la change 
en celle-ci 

+ WED) = mo" fan"). 
Cette équation fait voir que ¢-+ 4 est composé de deux facteurs dont 
lun divise 7?", l'autre Q”-+ au^, et quil en est de méme #£— ÿ. Si 
nous désignons les facteurs de f +4 par Æ et K et ceux de t—w par 
F et L, nous aurons 

t+) = EK, t—wW = FL, 

m: - EB, Q^"-rau^" = KL. 
On s'assurera, comme dans le paragraphe 4. , que les nombres E et F sont 
premiers entre eux. 1l suit de là et de l'équation =” = EF que cha- 


e S 
/ 
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cun de ces nombres est un quarré, de sorte que 


Der 


La difference des nombres impairs ¢-+ et £— p étant 24 et 
parconséquent divisible par 4, on voit que ces deux nombres sont ou l'un 
et l'autre de la forme 42 -+- 1, ou l'un et l'autre de la forme £n + 3. 
Comme, d'un autre coté, les nombres E et F sont Fun et l’autre de la 
forme 42 +1 (ces nombres étant des quarrés impairs), il suit des équa- 
tions ¢-+- p = EK, t —«p — FL, que les nombres X et L sont ou l'un, 
et l'autre de la forme 47z-]-1 ou Fun et l'autre de Ia forme 4n--3 et 
que le premier ou le second de ces cas a lieu, selon que les nombres 
td et ¢—w sont l’un et l'autre de la forme 4z-]- 1, ou Yun et l'au- 
tre dela forme 42-+-3. Distinguons maintenant deux cas, selon que p 
est de la forme 82 + 1 ou de celle-ci 8245. On voit, par l'équation 
p= Q4, que, dans le premier cas, Ÿ est divisible par 4, d’où il suit 
que ¢-+ et ¢—w sont, dans ce cas, Tun et l'autre de la forme 424-1 
ou l'un et l'autre de la forme 4z-|-3, selon que £ est de la forme 4z-- 1, 
ou de celle-ci 42-++3, Le contraire a lieu dans le cas de p — 8724-5 et 
les résultats relatifs à ces deux cas peuvent étre compris dans cet énoncé. 

Les nombres £--:b et £ — x, et parconséquent aussi les nombres 
K et L, sont l'un et l'autre de la forme 4z-]-1 ou de celle-ci 42-3, 


p—, 1—1 


selon que (—1)^ ' ? est égal à 1 ou à — 1.1 

ll résulte de l'équation. Q"* -I- ou^ — KL que les nombres # et L 
sont diviseurs de la formule Q^ -- ou^ (où Q^ et au‘ sont premiers en- 
tre eux et où @ désigne un nombre premier 47z-]-1) Or, on sait que, 
si R désigne un diviseur impair d'une telle formule, on a 


Ya 


selon que À est de la forme 42 --1 ou de la forme 42+ 3. (Théorie 
des Nombres, no. 196.) 


Appliquant ce théorème aux nombres Æ et L, il viendra, 
K\ 2 A + 
Lee (ses 
dou l'on conclura ensuite, en multipliant par les expressions (E) —10 


es; = 1, trouvées plus haut: 
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(che yun ay re fo 


ou ce qui revient au méme, @ étant un nombre premier 47 l1: 


VERUM EY t s 
E n) 
a & 
Si lon compare ce qui vient d’être prouvé au résultat (9), obtenu plus 
haut, on verra que @ est ou n'est pas résidu biquadratique relativement 


à p, selon que l'on a ; | | 
= I 


v--wN (w-wh __ t\ 
een, 
L’equation p= #?—au* fait voir que, si l'on désigne par x l'une quel- 


conque des deux racines de la congruence X’==p (mod. a) on at=x 
ou £ = —x (mod. e). H suit de là, a étant de la forme 4n + 1, 


‘OW 


t > r . bs RER 
(=) = (2). D'un autre coté, comme en vertu de ce qui précéde 


eet p (e! on voit qu'on a toujours 
pim bie rer 
a 
On conclut de là, en ayant égard à ce qui a été dit, il n'y a qu'un in- 


stant, que le nombre @ sera résidu biquadratique par rapport à p, lors- 
qu'on a (2) = (4) où ce qui est la méme chose, lorsque (usb 1, 
et que @ sera non-résidu biquadratique relativement à p, lorsqu'on a 


et) — 


X \ e . 
(Sev) = (4), ou ce qui revient au méme, lorsque 


Ce résultat est relatif au cas où @ n'est pas divisible par a. Reste 
à examiner le cas de Q divisible par a. En traitant ce cas d'une ma- 
nière semblable, on trouve que, lorsqu'il a lieu, l'un des nombres ¢ + %, 
.£ — wW (nous le désignerons par t+). est divisible par @ et que l'autre 
t+ d est, comme dans le premier cas, tel que 


t—1 


(CE = (— M en een 


a 
ou ce qui revient au méme, en ajoutant à ¢-+w le nombre ét, mul- 


tiple de a, 


21 Lore. p — 
(2 we (—1)* *. 


a 
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En comparant ceci à ce qui @ été prouvé plus haut (8), on trouvera 
que, dans le cas de Q divisible par a, @ est ou n'est pas résidu biquadra- 


: : i N 2 bs oc 
tique relativement à p, selon que l'on a (=) — 1, ou (=) = — 1, ou ce 


. qui est la méme chose, d'aprés un théoréme connu, selon que a est de 
la forme 82 + 1 ou de la forme 87 +9. 


Il en est des résultats que nous venons d'obtenir comme de ceux que 
nous avons établis dans le paragraphe 4.; ils ont encore lieu quand méme 
p ne pourrait être mis sous la forme 7*— u^, et supposent uniquement 
que les nombres premiers a — 472 -- 1, et p — 4n -|- 1, soient tels que 


(5) = 1. Pour les démontrer dans cette extension, il suffira -de suivre 


la marche qui a été indiquée vers la fin du paragraphe 4., et de s'appuyer 
sur la proposition auxiliaire, dont il y est question et à l'enoncé de la- 
quelle on a donné la généralité nécessaire pour qu'elle puisse servir en 
méme temps de base à la démonstration du théoréme général à la fin 
du paragraphe 4 et à celle du théoréme que nous allons énoncer. Ces 
deux théorémes n'en forment proprement qu'un, et en procédant, comme on 
l'a dit à l'endroit cité, c'est à dire en appliquant à l'équation 7^7 72M u* p, 
ou M désigne le produit dun nombre quelconque de nombres premiers 
différens, des considérations analogues à celles qu'on a employees dans 
ce paragraphe et dans les précédens, on démontrera simultanément ces 
deux théorémes, ou plutót on arrivera à un théoréme dans l'enoncé dü- 
quel ils se trouvent réunis. 


Théorème II. 


„@ designant un nombre premier 42 + 1, et p un autre nombre 
„premier 47 4-1, tel que (=) = 1, si lon fait p — @° + D (ou W est 


,8upposé pair), on pourra décider de la manière suivante, si @ est ou 
„n’est pas résidu biquadratique par rapport à p. Si Q est divisible par 
„@, @ Sera ou ne sera pas résidu biquadratique relativement à p, selon 
„que & est de la forme 82 + 1 ou de celle-ci 82 +5. Si Q n'est pas 
| ,divisible par a, on cherchera un nombre x, tel qu'on ait xz p (mod. a), 
Cu posé, @ sera ou ne sera pas résidu biquadratique par rapport à p, 


„selon que l'on a E ATE BAT d (2:32:62) = 1^ 


." % 
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En faisant successivement a — 5, a — 13, on aura les théorèmes 
particuliers suivans qu'on doit regarder comme rigoureusement prouvés 
par ce qui précède, la formule 7 — au” n’ayant, pour ces valeurs de a, 
d'autre diviseur quadratique que celui-ci Z’—au?, ou en d'autres termes, 
tout diviseur de Z^— au? étant lui méme de la forme £^ — au’. 


»p désignant un nombre premier de l'une des formes 207 +1, 
„202 +9, si l'on fait p= Q* + 4 (où Ÿ est supposé pair) on s'assure 
„facilement que lun des nombres ®, W est multiple de 5. Cela posé, 
»je dis que 5 sera ou ne sera pas résidu biquadratique relativement à p, 
„selon que c'est Y ou @ qui est divisible par 5." 

etc. 


En indiquant plus haut une methode qui pourroit servir à établir 
dans toute leur généralité les théorèmes I. et IL, nous avons dit qu'en sui- 
vant cette methode on se trouvait dans la nécessité de s'appuyer sur une 
‘proposition subsidiaire qu'il paroit assez difficile de démontrer en toute 
rigueur. En réfléchissant à cet inconvénient, j'ai reconnu quil était trés 
facile d'y remédier en modifiant un peu la marche tracée plus haut. 
Cette modification est extrêmement légère et consiste en ce qu’au lieu 
de considérer les équations /? — bu? — p, —au?= p, qui peuvent n'étre 
pas possibles quoiqu’on ait e em dh © = 1, il faut appliquer des 
considérations du genre des précédentes aux équations plus générales 
P—bu-—ps,t-— au -ps,(on remplace avec avantage la dernière 
par celle-ci + au?= ps, qui peut être traitée plus simplement), aux- 

a 


» di di 1 
quelles on peut toujours satisfaire, lorsque les conditions EA) ur: (2) 1 


ont lieu, comme il résulte du beau théoréme que M. Legendre a 
donné pour juger de la possibilité ou de l'impossibilité de l'équation 
ax -d- y? — yz* (Théorie des Nombres, no. 27.). | 
La démonstration ainsi modifiée, outre qu'elle est entièrement ri- 
goureuse, a encore l'avantage d'une plus grande simplicité, comme tout 
lecteur qui a bien saisi l'esprit des considérations précédentes pourra en 


juger, en developpant cette démonstration d'aprés l'indication qu'on vient 
d'en donner, 





" ‘ 1 4 $ 
* 


56 3. Lejeune- Dirichlet ; sur les diviseurs premiers ete. 


Addition au mémoire précédent. 





Quoique lindication que nous avons donnée à la fn du mémoire 
précédent sur la marche à suivre pour établir d'une maniére entiére- 
ment rigoureuse les théorémes I. et II. de notre mémoire, puisse suffire 
à tout lecteur familiarisé avec lanalyse indéterminée, nous croyons ne 
pas faire une chose inutile, en développant, avec détail, dans cette addi- 
tion, les démonstrations des théorémes dont il s'agit, ces démonstrations 
étant susceptibles détre beaucoup simplifiées au moyen de quelques con- 
sidérations qui peuvent ne pas se présenter de suite à l'ésprit. Nous 
commençons par la démonstration du premier des théorèmes cités. 

Designons par p un nombre premier 4n-+1, par 6 un nombre 


b LM 
premier 42 +4 3, tel que (=) = 1, et considérons l'équation 


(a) E—bu = ps’. 
D'après le théorème déjà cité (Zhéorie des Nombres, no. 27.), les con- 
ditions nécessaires pour que cette équation scit possible sont celles-ci: 


(=) = wel (P) — 1. Or, de ces conditions la premiere a lieu par 
Mp Y 


hypothese et quant à la seconde, il suit du théoréme connu sous le nom 
de loi de réciprocité, qu'elle a toujours lieu lorsque la premiere est satis- 
faite. L/'équation est donc résoluble. Il est évident qu'on peut supposer 
que les nombres ¢, vu, s, qui lui satisfont, sont premiers entre eux, coma 
parés deux a deux.  L'équation étant dans cet état, ces trois nombres 
seront l'un pair, les deux autres impairs, et on s'assure facilement que s 
ne saurait être pair. Lie nombre s étant impair, les nombres £, u seront 
l'un pair, l'autre impair et il y aurait deux cas à examiner selon que 
£ est pair ou impair. Mais quoique ces deux cas soient susceptibles d’être 
traités par la méme analyse, il est plus simple de n'en considérer qu'un 
seul, celui de 7 impair par exemple, et de montrer que lautre peut y 

être facilement ramené. Faisons done voir qu'il est toujours permis de 

supposer ¢ impair dans l'équation Z-—— ju? — ps. Sit était pair dans 

l'équation (4^, on deduirait des nombres £, w, par le moyen indiqué | 
dans la note relative au commencement du paragraphe 3. du mémoire 
précédent, d'autres nombres 2’ (impair), u’ (pair) tels que, 7" —5u^ = ps" 
Nous pourrons donc considérer ¢ comme impair dans tout ce qui va suivre. 


De. 
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Décomposons les nombres ¢ et z en leurs facteurs simples, en faisant 
p ec MEMO NIIS SE puis. 
4 {1 Los : = : 
U, IU, s.s et hy hl, A", .... désignant des nombres premiers impairs: 
La seule inspection de l'équation (4^) donne 


p |i. P #7 p T 
(2) E. 1, a [Er I 1, En) as 1, ope de a 


On aura ensuite, en appliquant la lui de réciprocité, p étant un nombre 
premier 47 +1, 


be} ey (=) BD 3 (E) = 4 
p o ix 9 P 9 p —: 9 cee jee 


Faisant le produit de toutes ces expressions et de la formule identique 


(5) — C. it viendra 


P 
a EU us ) ( 2) E 
t op p pL 


Le nombre p est de l'une des deux formes 87-1, 82--5. Si p est 





de la premiére forme, on a en vertu d'un théoréme connu, en & 1, 'et 
p 


parconséquent aussi (=) = à Dono (2) — 1. Si p est de la forme 


8n +5, le nombre u sera impairement pair, de sorte que y — 1, et 
comme on a d'un autre coté: pour les nombres premiers p= 87 45, 


2 ER, A 
(=) — — ], il viendra (= 1. Les deux cas dont il vient d’être 
question sont compris dans la formule 

pa 
(g^) ded —(—2)*. 


R 
Reprenons l'équation (o^ de laquelle nous tirons immédiatement 


wi si fap um WERT GN er ob Pa 

y= OF) = NE = Gy c 
Comme p est un nombre premier 472-1, et à un nombre premier 
4n+ 3, on trouvera en appliquant la loi de réciprocité: 


= CG) G TG) G)=G) 
(rm pose dep) eke) gp) ron 
La multiplication donnera ensuite | 
47/4 / 7/1 À 
(E) =. (~~), ou ce qui revient au méme, 
9 p 
t t 
C) ©) = (5). 
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En mettant l'équation (4) sous la forme d'une congruence, on aura 
Ê = bu (mod. p) 
; ! Jp | 
On conclut de là en élevant les deux membres à la puissance i 
TNT a p-i pi 
VE? =b* u” (mod. p), 
rie P= 
ou ce qui revient au méme, en remplaçant zu”? par sa valeur (— 3) *, 
donnée par la formule (f^: 
pi p= 


er = (QD 4 (molt! 9). 


Cette derniére congruence fait voir que — 5 est ou n'est pas résidu bi- 





i 
p 


; i t t 
quadratique relativement à p, selon que l'on a (+) rote Wig (5) = — 1. 


81 l'on compare ce résultat à la formule (y^, on obtiendra cet énoncé 
y „—b est ou n'est pas résidu biquadratique par rapport à p, selon que 
( ) 


r t t » 
»lon a (+) — 1! ou + = — 1. 


Décomposons actuellement le nombre premier p en deux quarrés, 
en posant p = @®° + 4 (où W est supposé pair) et mettons cette valeur 
de p dans l'équation (a^. Il viendra ainsi 

1, Du — sp + sb", 
et l'on aura ensuite en transposant: 
E— P's = (t+ 5) (¢—Y5) = 5 + bu. 

Les nombres s, ¢, u étant premiers entre eux comparés deux à deux, 
on voit par l'équation (4^ que s ne saurait être divisible par 6. Nous 
distinguerons maintenant deux cas selon que ® est ou n'est pas divisible 
par 4, et nous examinerons d'abord le dernier de ces deux cas. Si 
nous désignons par m le plus grand diviseur commun de Q et u, m sera 
impair et non-divisible par b comme ©. Posons Q — m, u — mu et 
substituons ces valeurs dans la dernière équation. 1l viendra ainsi 

CH ps) (¢— bs) = m e? + bu”). 
Comme s@ et bu‘ sont premiers entre eux, d’après ce qui précéde, il 
suit d'un théoróme connu qui est une conséquence trés simple de la loi 
de réciprocité (Théorie des Nombres no. 197.), que tout diviseur À du 
facteur binome du second membre qui est évidemment impair est tel que 


de. 
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La dernière équation fait voir que chacun des nombres f£ + Ws, 
t— bs est composé de deux facteurs, l'un diviseur de 77°, l’autre divi- 
seur de 5^Q" + bu”. Si nous désignons ces 4 facteurs par E, F, K et 
L, nous aurons ces équations 
ne Baume EF, 
tops = FL, Ps? + bu? = KL. 


ll est facile de s'assurer que les nombres E et F, qui sont impairs 
l'un et l'autre, comme diviseurs de 7°, sont premiers entre eux. En effet, 
si Ces nombres étaient divisibles l'un et l’autre par un méme nombre 
premier 0, 0 diviserait chacun des nombres £ + Ws, £ — «ps et par con- 
séquent aussi leur demi-somme et leur demi-différence, c'est à dire, les 
nombres £ et Ws. D'un autre coté, comme Ó divise 7m, il divisera aussi 
le nombre Q, Q étant égal à 7’; ıl suit de là et de ce que PH? est 
égal au nombre premier p, que x, n'est pas divisible par 5. I faudrait 
donc, d'après ce qui précède, que Ô fût diviseur commun de £ et s, ce 
qui est impossible, ces nombres étant premiers entre eux. Donc les nom- 
bres E et F sont premiers entre eux, et comme leur produit est un 
quarré, chacun d'eux en sera pareillement un. On a donc 


=, (Baa 
=, = 


K et L étant des diviseurs de ®®” + bu”. On conclut de là, en mul. 


EK E Ls à 
(=) ae E) deu 


ou ce qui est la méme chose: 


(ieu (SY) = à 


Si l'on fait attention que 4 est un nombre premier 472 +3, on pourra 
présenter de cette autre maniére la derniére de ces expressions, 


Au) ipaa 

fieri We NM 

La derniére étant mise sous cette forme, on voit qu'on peut les com- 
prendre l'une et l'autre dans cette formule 


e. (SE) = 41 


On a aussi 


tipliant: 
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dans laquelle les signes sont à volonté, mais les mémes dans les deux 
membres. 


Comme on à (2) x; la congruence %? == p (mod. b) est possible 
et a, comme lon sait, deux racines entre les limites — 15 et 15. Dé- 


signons par x lune de ces racines prise au hasard. L/équation (4^) donne 
cette congruence {—=ps* (mod.5) Si lon compare celle-ci à la pré- 
cédente, on aura Zzcx/!s (mod.b). On cönclut de là, + 7 zz x;s (mod. 2), 
le signe étant tantöt positif, tantöt negatif et dépendant du choix que l'on 
aura fait entre les deux racines de la congruence x’ == p (mod. b). Les 
signes étant à volonté dans la formule (sh on peut supposer qu'ils y sont 
les memes que dans celle-ci *+¢==x%s (mod.b). Remplagant +7 par le 
nombre xs qui ne diffère de + que par un multiple de 4, il viendra 


ven E IAN 
b -— 
D'un autre coté, si l'on se rappelle que 2 est de la forme 47 ]-3, on tirera 


de la formule + ¢ = xs (mod. à), + Un a Gen Si l'on multiplie 


cette expression par la précédente, on aura, les signes étant les mêmes 
dans ces deux formules, 


CHENG) = + 


ou ce qui revient au même: 


Fs) ems) 


Si l'on compare cette formule avec ce qui a été prouvé plus haut (0^), 
on obtiendra ce résultat: 
5:——0 est ou n’est pas résidu biquadratique par rapport à p, selon 
(^ Jy que l'on a 
CFE) = 1 où (ent) a 
Ce résultat est relatif au cas où @ n'est pas divisible par 5. Examinons 


maintenant le cas de Q divisible par 5. Soient b't* et 5* respectivement 
les puissances les plus elevées de 5 qui divisent Q etu (x et A pouvant être 


Uu . 
per 
nous faisons @ = bm, u=b"mu‘, les nombres QP et u‘, dont le 
premier est impair, le second pair, seront premiers entre eux, et non- 


nuls), soit de plus m le plus grand diviseur commun de zi et 


J 
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divisibles par 5b, et 7 sera impair et non divisible par 5. La substitu- 
tion des valeurs précédentes donne cette équation 
(£d p s)(t— ps) = m? [b (s 0’? + 59 un]. 
Il faut maintenant distinguer deux cas selon que l'on a x2 4 ou x « A. 
Dans ce premier cas, le facteur binome du second membre peut étre mis 
sous cette forme: 
je [u^ 4- 8 (077 59^, 

ou il faut remarquer que les nombres u‘ et b* *s@’ sont premiers entre 
eux. Dans le cas de x — A, on mettra le facteur binome sous la forme 
suivante: 

| | b? [s Q^? + QU rn te NL, 
où les nombres s@ et Du‘ sont premiers entre eux. On voit donc 
que le facteur binome est toujours le produit d'une puissance de 6 et 
dune formule impaire telle que g* + 5A, dans laquelle g et bh sont 
premiers entre eux. Désignant par 6” la puissance de 5 dont il s'agit, 
on pourra done écrire la derniére équation de cette maniére: 

EH DS) (t — ps) = mdr (gt + bi). 

Les nombres ¢-+ bs, £ — bs ne sauroient être divisibles l'un et l'autre 
par 5, puisqu'alors leur demi-somme qui est #, le seroit aussi, ce qu'on 
a vu plus haut être impossible. Si l'on désigne par £-t:s,s celui de ces 
deux nombres qui est divisible par 6, on aura ft ~s==0 (mod. 5) et je 
dis que l'autre 7 4- Ws est tel que (en) — 1. En effet {+ bs est com- 
posé de deux facteurs E et K dont le premier Æ divise 77, le second 
et bh’. 

Or, on s’assure comme dans le cas de ® non-divisible par b, que 


| ! E .fÉK : 
E estun quarré, de sorte qu'on a (=) — 1. Ona aussi (7) = 1, X étant 


diviseur de 2*^-- 51%, On conclut de là en multipliant: 
| (8) | (EM | 
——— u — LI E 
b b 
Il est permis d'augmenter £-4-:p dans cette formule d'un multiple quel- 
congue de 5. Ajoutant le nombre £--:b» qu'on a vu être un tel mul- 


. ° ° (2 à e . t [2 £51 
tiple, il viendra (2) = 1, ou ce qui revient au méme: ()= (=); ré- 


b b 
sultat dont la comparaison avec un théoréme connu fait voir que dans 
ive t LN ae oor 3 
le cas de @ divisible par b, on a (+) = 1 ou (= 1, selon que 6 
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est de la forme 8r +7 ou de celle-ci 82 +3. Si l'on combine ceci 
avee le résultat obtenu plus haut (0%), on trouve que, lorsque Q est mul- 
tiple de 2: | 

,-— b est ou n'est pas résidu biquadratique par rapport à p, selon 

„que à est de la forme 82 -- 7 ou de celle-ci 872 +3.” 

En réunissant ce dernier résultat à celui auquel nous sommes par- 
venus plus haut (£^), on aura le théorème I. énoncé à la fin du para- 
graphe 4. du mémoire précédent, théoréme qui se trouve ainsi établi 
d'une maniére trés simple et entiérement rigoureuse. 

Occupons nous maintenant de la démonstration du théorème II. 
Désignons, comme dans tout ce qui précéde, par @ un nombre premier 
4n-+-1 et par p un autre nombre premier également de la forme 42+ 1 


et tel que (5) —1. On conclut de là, en appliquant la loi de récipro- 


cité, qu'on a aussi (2) — 1. Ces conditions ayant lieu, il suit du théo- 


réme déjà cité plusieurs fois, que l'équation 
(0) + aw = ps’, 

peut être résolue. Si l’on supposé que les nombres 7, u, s, comparés deux 
à deux, n'ont pas de diviseur commun, # sera pair et les deux autres se- 
ront l'un pair, l'autre impair, comme il est trés facile de le voir. Il est 
évident en outre que, si l'équation est dans cet état, u n’est pas divisible 
par p, $ ne l'est pas par a, et 7 n'est divisible ni par @ ni par p. 

Décomposons les nombres £ et u en leur facteurs simples, .en fai- 
sant u QE Eti! veste brem (984 1005 os Ob) Ef, EC TEL FO RRRE 
désignant des nombres premiers impairs, et l'un des nombres u, v étant 
. égal a zéro. 
L'équation (n‘) donne d'abord 


(2) = à, (centia (ER - 


d'où lon conclut ensuite en appliquant la loi de réciprocité: 


(2 i) | K 
=) pem 9 19 i — 1, (>) AL i, 


Faisant le produit des équations précédentes et de l'équation identique 
a BA ME pl 
(59 + (=), il viendra 
p p 
C) 
P 


(RUE es) que (=) tl 
p PREND PR 
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Il résulte encore de l'équation (5^, qu'on a 


Q-0 Q-0 9-0 


Comme les nombres premiers @ et p sont lun et lautre de la forme 
&n 1, on conclut de là, en vertu de la loi de réciprocité: 


e ear gh m G 

ar Nps Nat NPL 3) my Ch. 

Multipliant entre elles toutes ces expressions, il viendra l'équation 
Nau) eter ur 
(ue) = (E) 

T A EA esce PN £26 

qui se change en celle-ci, si l'on multiplie ses deux membres par (—) (C 

(6) = CC) 
a5 rp RY XP 
Distinguons actuellement deux cas, selon que u est pair ou impair. 
Si u est pair, ¢ est impair; on a donc alors p — 0, et la dernière ex- 








pression se réduit à celle-ci: 
tz) =p) 
at. (ke 
Quant a la formule = E C) il est facile de voir qu'elle équivaut, 
dans ce cas, à celle-ci: 
1 E 
=. 
e 
Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer, que, si p est de la forme 
| p^ Ä 
8n--1, on a (7) — 1, et parconséquent aussi (=) =], et que, 81 p a la 


forme 82 4-5, y est égal à l'unité et qu'on a pour tout nombre premier. 
2 
p= 8n 4- 5, =) UD: 


Passons à l’autre cas qui est celui de Z pair et w impair. On a, 
: . ANS PT OR 
dans ce cas, y — 0, ce qui reduit la formule (4)= (=), à )= 1. 
Si les nombres p et @ sont l'un et l'autre de la forme 57 +1, ou 


~ 


l'un et l'autre de la forme 87 +5, on a <4 oa Es et parconséquent 


TS ca ui (=), et la formule (=) (=) => (=) (=) se change en celle- 


a P 


AT ing i | is 
"A (=) ate (+), Si, au contraire, les nombres a, p sont l'un de la forme 
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| 2 
Sn--1, l'autre de la forme 8n 4-5, on a (4 = — (=) D'un autre 
coté, l'inspection de l'équation fait voir que, dans ce cas, le nombre ¢ est 
; t | 
impairement pair, de sorte que =]. On a donc alors ty = (4) 
| a 


Ces deux résultats sont compris dans la formule 


a—1 FA 
Eye Den r 
P a 
Si nous réunissons tout ce que nous venons de prouver, nous aurons cet énoncé: 


po t yt PA, . 
„Sı u est pair, l'on a (5) = (=, E) —(—1)*; si u est im- 


a 
P—1 , a—1 
: k t t Tr Mi u n 
„pair, l'on a (=) = (=) CR de Soil wo z) a 
P P 
pi Ps Pot 
En comparant ce résultat ayec la congruence t? ==(—a)* u? 


(mod, p), qui se déduit immédiatement de l'équation (7^), on trouvera ce 
résultat : 
» Si u est pair, @ est ou n'est pas résidu biquadratique par rapport 
,à p, selon que l'on a 


1v" t 


/ J t : : : ; : 
($^) „et si Z est impair, @ est ou n'est pas résidu biquadratique re- 
,lativement à p, selon que l'on a 


: ai ^ at 
“(2 =(—1)* ou (=) — UN 
Décomposons p en deux quarrés, en posant p = (Q* + 4 (xb étant 

supposé pair) La substitution de cette valeur dans l'équation (7^) donnera 

(£ -- ps) (t — ps) = Ps — au 
Nous distinguerons maintenant deux cas selon que (D est ou n'est pas di- 
visible par e. Premier cas; (Q n'est pas divisible par a2. Comme ® est 
impair et non-divisible par e, le plus grand diviseur commun de Q et 
de u, que nous désignerons par 77, sera aussi impair et non-divisible par 
e. Si nous faisons Q — m Q', u— mu", l'équation précédente se changera 
en celle-ci: 

(t Ae ps) (£ — 5) = m'(Q^ s —au^); 

.$ est premier à au et parconséquent aussi à au‘, g/ est également pre- 
mier à au’; donc Q's et au’ n'ont pas de diviseur commun. Cela étant 
ainsi, il suit d'un théorème connu (ZAéorie des Nornbres no. 197.) que 


. LA e e R 
tout diviseur impair de s*Q^ + au” est tel qu'on a e as a. 
Dé. 
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Désignant par EL, X, F et L quatre indéterminées, nous pourrons 
remplacer la derniére équation par celles que je vais écrire 
t- ds = EX, m — EF, 
tabs Fos KL = (sp) aul, 
On s'assure. facilement que les nombres impairs Æ et F sont premiers 
entre eux. I) suit de là que chacun d'eux est un quarré, de sorte qu'on a 


E Jp 
(2) = 1, (=) db de 
a a 
I] faut maintenant considérer successivement le cas de u pair et celui de 
* e . » d u e 
uimpair. Sizest pair, „= ; le sera pareillement, et comme s® est 


toujours impair, (s) — au" sera également impair. Les nombres X 
et L seront done dans ce cas impairs l'un. et l'autre et comme ils divi- 
sent le binome précédent, on aura 


K L 
(=) =], (=) = 1. 
a a 
Multipliant ces expressions par celles que nous venons d'écrire, il viendra 
CES Vani =1, (#)= dms A 
a Bg 1 a Nu i fmm Sead Am d 6/530) gi 
Comme a est un nombre premier 47-1, il est permis d'écrire la for- 
T NS —t 
mule (=? — 1 de cette autre maniére: (ee) == fb. /Un- 4 donc; 
. + LT . ! : 1 , 
dans le cas de wu pair, (=) — 1, le double signe étant à volonté. 
" . . u ’ 
Passons au cas où u est impair. Le nombre u’=— sera éga- 


lement impair dans ce cas, et comme les quarrés impairs (sQ/, u^, 
sont de la forme 82-H1, on voit que le binome (sP‘)’— au‘ sera de la 
forme 8n ou de la forme 8z + 4, selon que @ est de la torme 87 +1 
ou de celle-ci 8n-+5. Il est facile de s'assurer que, si @ est de la forme 


nti, on à (&)=ı, (Z)=1. En effet, si Yon fait K — PK, 2 
étant la puissance la plus élevée de 2 qui divise A, A’ sera un diviseur 
ME m . K\ , 

impair de (s@)—au et l'on aura SS 1. D’un autre coté, on sait, 
par un théoréme connu, que tout nombre premier a = 87 +1, est tel 


Ql 
que. (=) =1. On conclut de la {= cer et multipliant ensuite par 


(&) — 1, il viendra (=) = 1. On prouve d'une maniére toute semblable 
a 
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qu'on a aussi (5) — 1. Multiphant ces formules par les expressions 
_V\@ : 


) = 1, (S — 1, obtenues plus haut, ıl viendra 
€ A 


aan Tc. 


Il est facile de voir que ces résultats, qui ont lieu, lorsque u est impair 


et qu'en méme temps a est de la forme 87 -]- 1, peuvent être réunis dans 


Wski 


la formule (2) = à, dans laquelle le double signe est à volonté, 


Le nombre u étant toujours impair, supposons a de la forme 87 +5. 
Le produit KL, qui équivaut au binome (sQ^!' — au‘, étant alors de la 
forme 872 +4, et les nombres A et L étant évidemment pairs l'un et 
l'autre, chacun d'eux sera de la forme 472 + 2, de sorte qu'en faisant 
K-—2K',L-2L', K' et L/ seront impairs; et comme ces derniers 
nombres sont en outre diviseurs de (5^) — a u^, il suit de ce qui a été 


: , Is’ df , , : 
dit plus haut, qu'on a (=) = 13 ()= 1. Mais on a, d'un autre coté, 
a étant de la forme 82 -- 5, ($j2-a. Multipliant par les expressions 


ror vf os j K Na. N 
précédentes il viendra d'abord (=) =—1, (= a > et si l'on fait 


a 


. . . . E 
ensuite le produit de ces nouvelles expressions et des expressions (=) es 
a 


F ! T 
(—) = 1, trouvées plus haut, on aura 


(BE) = (EY) =, (FE) = (25) = 


a 





Ces résultats, qui sont relatifs au cas où 4 est impair et où le nombre 
a est de la forme 872 + 5, sont compris dans la double formule 


sed 
= — 1, 
a 
En résumant tout ce qui précéde, on aura cet énoncé: 
= . S + i . . . e À 
»S1 u est pair, on a (HE) = 1; si, au contraire, 4 est impair, . 


PTT = : , 
„on a (=) = (—1)*, le double signe étant à volonté dans l'un et 


,lautre cas.” 


— 


On a vu plus haut (9^ que, lorsque w est pair, @ est ou n'est pas 


, * . . " > 1 ^ 
residu biquadratique par rapport à p, selon que lon a (2) — 1, ou 
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(=) — — 3. D'un autre coté, il résulte de ce qui précède, qu'on a, dans 
sti | x ; : 
ce méme cas, (SES = On conclut de là que, si uw est pair, @ est 


ou n'est pas résidu biquadratique relativement à p, selon que l'on a 


LX a. (Ws tee AOV I Ms iz 
Ne ar gla vise (ue RS 
On a également vu plus haut (9^ que, lorsque u est impair, @ est ou 
n'est pas résidu biquadratique par rapport à p, selon que l'on a 


A s cot en“ 


D'un autre coté, l'énoncé précédent fait voir, qu'on a, dans la cas de v 


à ; ust V 
impair, CHE) == (—1)*. En comparant ces deux résultats, on con- 


Q—1 


clut, que, lorsque z est impair, @ est ou n'est pas résidu biquadratique 
relativement à p, selon que l'on a 


SE) (5) =. 
a a a a 
La conclusion étant la méme dans le cas de uw pair et dans celui de u 


impair, on peut énoncer ce résultat: 
ys =); 
? 


„Sıa est résidu biquadratique relativement à p, on a (+ )= (s a 


5,51, au contraire, @ n'est pas résidu biquadratique par rapport à p, on 


»à eb = Ce Ap le double signe étant a volonté dans l'un et l’au- 


mare cas.” 
Comme on a (2) — 1, la congruence x’==p (mod. @), sera possible 
& A5 | 


et aura, comme l'on sait, deux racines entre les limites — za et zu. 
Supposons que x désigne indistinctement l'une ou l'autre de ces racines. 
On tire immédiatement de l'équation (5^, t? = ps’ (mod. à), congruence 
dont la comparaison avec la précédente donne /? za? s*, Li=xs(mod.e), 
le signe supérieur ayant lieu pour l'une et le signe inférieur pour l'autre 
des deux racines de la congruence X’==p (mod.a). Si @ est résidu bi- 
quadratique relativement à p, on a, comme l'on a vu il n'y a qu’un in- 


stant, (e )= (SES. Le double signe étant à volonté dans cette for- 


mule, nous pouvons le supposer égal à celui qui se trouve dans la con- 
gruence Ki=xs (mod.a). Si nous remplaçons + par x5, ıl viendra: 
* 9* 


5 
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(5) ee ES) 
a hs a s a a ; 
D'un autre coté, on tire de la congruence +¢==% 5 (mod. 2) en se rap- 


pelant que & est de la forme 42-1, (<} = [2 (=). Si l'on multiplie 


a 
maintenant membre par membre cette équation et la pécédente, on aura 


(—)— (4) finm (©) ou ce qui revient au même: (ELLE 1, q68 


a a a 
sultat qui a lieu lorsque @ est résidu biquadratique relativement à p. On 
trouverait de la méme manière, que, si c n'est pas résidu biquadratique 


BEIN 


par rapport à p, on a ( 


= —]. 


Ces résultats sont relatifs au cas où @ n'est pas divisible par a. 
Resterait à traiter le cas ou ® est divisible par @ L'analyse quil faut 
appliquer à ce second cas, étant entiérement semblable à celle que nous 
avons exposée avec détail dans ce qui précéde, nous nous dispenserons 


de la développer ici, et nous nous bornerons à énoncer le résultat au- 
quel elle conduit: 


»91 Q est divisible par @, @ est ou n'est pas résidu biquadratique 
„par rapport à p, selon que a est de la forme 8z2-]-1 ou de celle-ci 
»9n- 5^ 


Ce résultat et celui qui précéde constituent le théoréme II. énoncé 
dans le dernier paragraphe du mémoire précédent. 


On a sans doute remarqué que les énoncés des théorémes I. et II. 
sont tels qu'ils n'y entre que la racine ~ du quarré pair 4 que l'on ob- 
tient en décomposant p en deux quarrés. Il seroit facile de modifier ces 
énoncés de maniére, à ce qu'ils ne renfermassent plus que la racine Q 
du quarré impair. On y parviendrait en suivant une marche entiérement 
semblable à celle que nous avons exposée dans ce qui précède. —— 


Les résultats (0 et (9^, sur lesquels nous nous sommes appuyés 
pour établir les théorèmes I, et IL, renferment eux mêmes une infinité 
de theorémes intéressans analogues au premier des théorémes de M. 
Gaufs. On déduit, par exemple, de l'énoncé (9), en y supposant a — 5: 

„p désignant un nombre premier 207-1, si l'on fait p — 2? -- 5v, 
»9 sera ou ne sera résidu biquadratique relativement à p, selon que u 


3. Lejeune- Dirichlet; sur les diviseurs premiers etc. 69. 


»est pair ou impair; au contraire, si p désigne un nombre premier 
,202--9 et qu'on fasse de méme p-—?-5w, 5 sera ou ne sera pas 
„residu biquadratique par rapport à p, selon que u est impair ou pair.” 

Les résultats (0) et (3^) se rapportent aux équations 

P—bwy-—psS, Fa" = ps. 

On trouverait par des considérations du méme genre des résultats ana- 
logues rélatifs aux équations t + bu? = ps?, Ê— au —ps*. 

En traitant la premiére de ces équations et faisant ensuite, pour 
donner un exemple, 5 = 3, on auroit ce théoréme particulier: 

„p désignant un nombre premier 122+ 1, si l'on fait p — £--3v, 
,t sera un nombre impair. Cela posé, je dis que 3 sera ou ne sera pas 


„residu biquadratique par rapport à p, selon que ¢ est de la forme 
,12n t 1 ou de celle-ci 127 +5.” 


74) 4. Scholtz, Reihen für Potenzen der Kreisbogen. 


Ueber Reihen, durch welche höhere Potenzen des 
Bogens durch den Sinus ausgedrückt werden. 
(Von Herm Dr. E. J. Scholtz in Breslau. ) 


1. den Melanges d'analyse, herausgegeben im Jahre 1815 von Herrn 
v. Stainville, findet man für das Quadrat des Bogens eine nach den 
steigenden Potenzen des Sinus geordnete Reihe, die sich durch die Ein- 
fachheit ihrer Form empfiehlt. Die Methode, nach welcher man mit | 
Hülfe der Differenzialrechnung diese Reihe ableiten kann, schien mir 
einer Anwendung auf höhere Potenzen des Bogens fähig zu sein, und der 
Versuch, den ich damit machte, bestätigte meine Vermuthung. Das 
Gesetz, nach welchem sich dıe Form der Coefficienten der Sinuspoten- 
zen richtet, ist wenigstens noch für die 3te, 4te, Ste und 6te Potenz des 
Bogens sehr einfach. Für noch höhere Potenzen ist der Ausdruck aller- 
dings verwickelter, kann jedoch nachweislich ohne Schwierigkeit aus 
den vorhergehenden Potenzen abgeleitet werden. 


Die eben erwähnte Methode, das Quadrat des Bogens durch eine 
nach den Potenzen des Bogens fortlaufende Reihe. auszudrücken, beruht 
auf Folgendem: Es sei Q der Bogen, «= sinQ und y= Q’, so ist 
0® = AS Die Reihe, durch welche y oder Q* dargestellt werden 
soll, mufs nothwendig nach den geraden Potenzen von x fortgehen, weil 
© einerlei Werth erhält, man mag x positiv oder negativ nehmen, und 
daher folgende Form haben: 

y — 0,2? + a,x? + xo x$ 4- ..... Ha, .0"* + ax etc. 
adi Be a 9 D : | 
Aus @ = y folgt dy =2009, = = Fi 2v 2) = 29, und 
P. 0^ y oy 
nach nochmaliger Differenzurung ve V Or) — sar) a vo, 
und hieraus die Gleichung | 





2 (122) — 2% = 9. 


Q x? "ag 


Aus der angenommenen heibe erhält man aber 
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= = 2a,x +äa,xt+ Gas xs +. + (2n — 2) as, 523?" 420 aj, 27" + etc. 
Q^ y 





ae = 2a: +5. 4. a4? +9. 6. a 625^ 4-... zh (2n—3)(2n —2) aa... c?" x2 n—1). 2nas,42?^—-? t- etc. 


Die Substitution dieser Werthe der Differentialquotienten in jene Glei- 
chung giebt folgende: 


2a,--3.4.a,|x? -]-5.6.a4]a^-]-.....--(2n—1) . In va |x”? + etc. 
D — — 2.a, —3.4.a, — (2n—3) (2n —2) . ass 2 
— 2a, — 4.a, — (2n— 2) . agn. 


wodurch die Coefficienten der Potenzen von x in der Reihe für Q* be- 
stimmt sind: | 
2a, 222, 3.4.a, = 2?.a,, 5.6. = 47.a,, .... (2n—1)2n.ag, = (2n—2)?. a: 2; 
dt, a ES a Ser de u. S. (2n—2)?. aan 
ete EN uix MEC N api: A 
23.42.67... (2n —2)*- dar 
woraus von selbst folgt: a,, = 3.5.67: B... (On D de? welcher Ausdruck 
9.4.6151. (9n —2) 
325.79. Ons-l)m. 





sich auf folgenden reducirt: @,, = Die Reihe ist also 


folgende: 


> 


2.20 2.4.28 
Re Tistisst 








2.4.6. x3 2.4 .. (2n — 2). x?" 
a eA LA Un qm hag 


Betrachten wir nun ganz allgemein irgend eine beliebige Potenz 
des Bogens Q", so haben wir zwei Fálle zu unterscheiden, wenn nem- 
lich zz eine ungerade, und wenn 77 eine gerade Zahl ist. Wie auch 
die Reihe für Q" gestaltet sein mag, so erhellt wenigstens so viel, dals 
in derselben die niedrigste Potenz von x die mte sein muß, und zum 
Coefficienten 1 hat. Ist 72 eine ungerade Zahl, so sieht man sogleich, 
dafs in der Reihe für Q" die Potenzen von x nur nach ungeraden Expo- 
nenten fortschreiten können, weil der Zahlenwerth von @" für positive 
und negative x gleich sein und nur entgegengesetzte Zeichen haben mufs. 
Ist aber 77 eine gerade Zahl, so können die wachsenden Exponenten von 
x nur gerade Zahlen sein, weil ©” gleiche positive Werthe, sowohl für 
positive als negative x erhalten mufs. Aber im einen wie im audern 
Falle wird in der Reihe der Exponent einer jeden Potenz von x immer 
um 2 kleiner sein als der der nächst höheren Potenz, so dafs also, mag 
m gerade oder ungerade sein, die Reihe für Q" immer folgende Form 
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haben wird, wenn man (Q"z—- y setzt: | | 

y. — a,2z" Any OY ar... + agai + etes 2... (u) 
wo g von der Form 2 --27p sein, und zugleich mit mm gerade oder un- 
serade sein mufs, und a,, = 1 ist. 

Mit Hilfe der vorhin gebrauchten: Methode zur Eutwickelung des 
Quadrats des Bogens in eine Reihe, kann man nun die Coefficienten in 
der Reihe für Q" durch die Coefficienten in der Reihe für Q"— bestim- 
men, so dafs man alse immer, wenn die Reihe für irgend eine Potenz 
des Bogens bekannt ist, im Stande ist, die Reihe für die Potenz, deren 
Exponent um 2 grófser ist, zu finden. Wir wollen uns nun, um Q" durch 
eine Reihe darzustellen, die Reihe für Q"^* gegeben denken, und indem: 
wir z — Q"-? setzen, der Reihe diese Form geben: 

z— Dy gt bx" Ogg te? bet + etc. 
wo wieder 5, , — 1 und g — z + 2p ist. | 


"p y 
Aus y=” erhalten wir = = Fee my oder 27 V (1—a*) e mo", 


und letzteres noch einmal RAE dann mit y/(1 — a?) multiplicirt 
und z statt Q"-* gesetzt: 


, o | 
" Ga) — «25 = (m—1.m.z.... (M). 


Wenn man nun die aus (.) erhaltenen Ausdrücke für die Differential- 





guotienten: 
= may + (MAD mse" + (mt) en. 
+ (2—2)0, 4x7? + ga x1? + etc, 
—m-—1)ma,x"--- (MAI) (MAD) Cg x" + (104-3) (14-4) an" 4- ... 
+ 9-3) (9-2) 0, 9 + (9—1) 9: ax + etc. 
in die ETES ee (M) substituirt und statt z die demselben gleichgesetzte 
Reihe schreibt, so bekommt man, indem man gleiche Potenzen von x 


zusammen ordnet: ! 
(m—1) .M. Am acm — 2} (m4-1) (m4-2) T 2c mt (m+3) (m4-4). Am rate 


—(m—1) .m. am — (m+1)(m+2).Qmte 
0 "y — 7n, . Am — (m+2) Cm-r2 
Bs (1234) i bia —(m—1).m.b, | —(m—1).m.bn4s 


-+-.-.-+(q—1).¢.a4 x. etc, 
— (9—3) (q—2). (doa 
—(g—2). ag—2 | 
MI (m—1). m. be 


Hier- 
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Hieraus ergeben sich folgende Bestimmungen der mit a bezeichneten 
Coefficienten: 
ga de e — MP 
* am (m — 1) m. b, bn 








a GR 34-7: 
" __ (m+2)? . anda + 0n — 1) m binge 
ix Bp ee ES) re a) 
F — (m4)? .< -@m++ (m —1)m. boda 
N eae Estan n 40) 
" — n9 -]-6)? .as 46 + im + (m - — 1)m.5,46 
m8) bist Rew (90i +7) (m 4- +8) à 
U S. W. 
und endlich 
At: (dem) «Qoo + (m— 1)m bao 
: (q— 1).4 
oder da g = m 4- 2p: 
a o (m-+2p—2)?. Am+op—et (m—1) m. b sop 2 
mp ——— TRbePIEE X Ti +2 2p—1)(m+21 (m L2 dp) 2 
und eben so @,4, oder : 
> An (m--2p)?. anpop-+-(m—1) m . Omron 
Ga ike (m+2p-+1) (m+2p+2) 


Substituirt man nun in @,., den Werth von €, — 5, ,, und den so be- 
stimmten Werth von @,,, in @,,:, und @,,, in Qyıs U. 5. f., so findet 
man nach Ausführung der gehórigen Reductionen: 


US eI 
| m.m (m—1). m m.m m—1, 
Oma = (m4-1) (m+2) Oma GET) (md (m+2) — (m+1) (n4-2) 5 mob bn) 


m (mm + F2).m - m mi _(n—1). m 
mis EACESOTCE D Une + EE à) T m4 3) 5) 
m(m4-2).m m—1 (m—1)(m+1) 
— (m + 1) (mn + L3)(m+ (m +4) 4) (4 ms À m bn + m.(m 12). iE 
und auf dieselbe Weise: 
m (m4 2) (m 4- 4).m 
(mn + z (m + 3) (m+ 3) (m + 6) 
di 3 lat (m) (n 4) (m1) (mf) 3) 47^ 
x (8 m—2 + T^ D m. > m.m: oe 2301 Da ar m .(m + 2) (m + 4) HA 
say m (m 49) (m+® (m+6).m (0 prt; Wot {hae u) b 
mg = (m4 1) (m4- 3) (m 4-9) (m 43-7) (m+8) N 77? m(m + 2) er 
(m—1)(md 1)(mt3) , (m — 1) (m 4- 1) (m 4- 3) (m 4- 5) 
aom (m+ 2)(m+4) | CRE cran ho —m (m +2) (m+ 4) (m + 6) Dac) 
woraus man sieht, dafs der allgemeine Coefficient, d. i. der zur ten 
oder (z?-]-29p)ten Potenz des Sinus gehörige, folgende Form h: aben wird: 
Crelle's Journal. Il. Bd. 1. Hft, 10 





CE m46 = 
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m(m+2) (m+4)...(m+2p—2)_,_m Q um, PR Cet (m4-1) b 
Up — (m ET (4-3) (m4 9) (m32p—1) m42p \ "7? Un T m. (AO), S 
(m—1)(m41) 3) , (m— 1) (md- 1) (m+3).... (m+2p—3) 
T m(m+2)(m+4) | Von p nido yc Opa m (m + 2) (m + 4)... Wen -2)* vas 
Von der Richtigkeit dieses Ausdrucks kann man sich leicht über- 
zeugen, wenn man diesen Werth von @,,., in die Formel für den nächst- 


folgenden Coefficienten @,,1054. == er De jm setzt, 
indem man dann diesen letzten Coefficienten gerade so gebildet findet, 
als wenn man in den Ausdruck von «,,,, statt 2p gesetzt hätte 2p +2. 
Denn daraus folgt, nach der bekannten Schlufsfolge, dafs das in @,,45, 
ausgesprochene Gesetz der Bildung der Coefficienten allgemein richtig 
ist, da es für 4,,4,5 Ana Ur Ws, oder für-9 == 15 — 2, U 8. w. Eile 
Nur a, — 5, ,, welches der allgemeine Coefficient für p — 0 angeben 
müfste, scheint in demselben nicht mit eingeschlossen zu sein, doch 
kann man dem allgemeinen Coefficienten, ohne seinen Werth zu ändern, 
‚leicht eine solche Form geben, dafs man daraus auch den ersten Coefh- 
cienten ohne Anstofs wieder finden kann. Nach den so eben aufzestell- 
ten Bestimmungen der Coefficienten kann man nun die Reihe für eine 
jede Potenz Q" — y ableiten, wenn man die Reihe für die um 2 niedri- 
gere Potenz Q"-? — z kennt. — Wenden wir dies nun zunächst an auf: 








Die 2te Potenz. Für diese ist 7? — 2, und also, wenn man 27 statt 
g —m--2p schreibt, 


Q* e yen a cle mM uere Lo,” etc. 
Die Reihe für die um zwei niedrigere Potenz Q"-?-— @° —1 beschränkt 
sich auf das erste Glied a? — 1, so dafs also 5, , = 1, aber alle übrigen 


mit b bezeichneten Coefficienten O sind. Setzt man nun in den für Q" 
allgemein gefundenen Coefficienten 5, ,— 1 und alle übrigen mit 5 be- | 
zeichneten Coefficienten = 0, und m — 29, m-+2p — 2n, so wird man 
sie genau so erhalten, wie vorhin aus der unmittelbaren Bestimmung der 


Reihe für Q*. 


Für die 3te Potenz ist 77 — 3 und nunmehr Q" — Q — y, und die 
um 2 niedrigere Potenz, nemlich z — Q, wird bekanntlich durch fol- 
gende ue Pig ioa ausgedrückt: 


1.3.5...(2n—3) 


gg zia" 2 det yo. 


LL o sedata d i6 ial 2n4- 
(Ona D) Ona” "34.6. 2n Ingle Te 
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1 


Too | v isi ta 123 
Da m= 3, so hat man 5, ,— 5, — 1, b, = b = 3, bus = bs my, 


| 15.5 
pop = 5467 CC.» und setzt man f DRM rs E 


DT PS 24:970. RUFEN "Po RN 
Die allgemeinen Formeln gehen nunmehr, wenn. man m==3 setzt und 
jene Werthe von 5 darin substituirt, in folgende über: 


Po 3.3 1 1 
Ba Gr Bats 6 aa) = a3 (1+ s =) = mae 
. 853 24 13Y. 35.3 ER, 
a ATE 745) = Lez (2 RUE =) = à "ur Pe e d 
3.579 
a — 2575 (+ as to) uU. S. We 
3.5.7 ....(2n—1).3 
Omsp — Conti = 36,8... 9n. (n1) 
Á d 1 2.4:6.:: Diae lirica ies (2n—3) 
x GHEHEHE xL 9b Am TR mmn): 
…(2n—1).3 
Conta — Por PO. een Sst ENS 
Wir haben also nunmehr für Q* folgende Reihe: 
3.9 1 3.013 
Dr Dee L\ 5 7 
RA +55 (+5 AREE Te 
IN .(2n—1). 27-1 
YET FER on. ipud Tae AL CT [ys iy) + ete. 
Die 4te Potenz wird nach den allgemeinen Formeln durch die 
t5 


Mene: der zweiten bestimmt. Da 72 —4, so hat man D, , — 5, — 1, 
2.4 2.4.6 
bn bd, 35 Dany. = be — 353 bug, m by — 3) Uu. S. Wi und all- 
246...) 
3.5.7... an 3). 
und da 0„—=0,; 0,20; u.s. w., und 0.10 == no yo80 ssl 
4.4 Sie zd Are 
il; “alt Zr 1 4- 5;) re 
4,6 4 3.5 2.4 d i 1a zt 
= tac 353) 5.7.4 Lgs) = 1 
4.6.8.2 352,226 li 1 an 2) 
Go DONNE 3574) = 5795 tas 132 tx) ete. 
_ 4.6.8....(2n—2). al, 3.5. 5 (9n—3) 2.4.6... (2n —4) 
Te Pg .(2n— 1). BM dde "tag 8...(2n—2) ' 9.9.7... en) 


+. 4.6.8.....2n—2).2 
p vi E. lit; ie Aog. 








gemein, wenn man 272 —7n -- 2p setzt, 5, ,,, ,— Din. 


10 * 
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Die Reihe ist also 
4.6.2 


4.2 1 (1 1 E 4.6.8. = 
4 ant Ra DEA 10 
dr ++) CERTA NOE 7 5.7.9.5 Hg gea rok dur 
168.1 On 2) | n 1 t jas 
1 57.9... Qn—1).n Ls a ee 
Die 5te Potenz wird aus der dritten abgeleitet. Da m=5, so ist 
Om = Ay Amy — 0, Ue S. f. und 0,4 = 0,,,,— 0,4, wenn man m--2p 
—2n-|-1 setzt; und eben so 5, , — 5,, b, — 5,, b, 4, — b, u. s. £., und 
Dmtop-a bin. Der Kürze wegen wollen wir mit 3 ———— On : =i die Summe 


der reciproken Quadrate aller ungeraden Zahlen von 1 bis (27 —1) ein- 
schliefslich bezeichnen, so dafs z. B. os = 1 + t + E + . Wenn man 


nun in die allgemeinen. Formeln 7:— 5 setzt, und jene Werthe von 4 
aus der Reihe für die dritte Potenz substituirt, so erhält man: 
a: LI b, = 1; } 














à) 
= se und eben so 





© 
rp OR Te ANS CE du 
Bi 6.8 40.11 32T 52 143 bisa tos 2a Ue. 8. Wey und da 
pires 3.76. Crau). Si d 


277 4.6.8... (2n—2).(2n—1) . (2n— 3)” 
so findet man den allgemeinen Coefficienten nach Ausführung aller Re 
ductionen: 
E ood Dy be, 2n—1). 5.9 
2H^776.8.10.... 2n. (2n4-1) | 
1 1 1 

X las tgs (1-b3s) + Ege bg: 2 pet e my eae 
Die etwas unbehülfliche Form dieses Coefficienten läfst sich indefs weit 
einfacher darstellen. Wir wollen hierbei nur bei dem allgemeinen Coeffi. 
cienten stehen bleiben, der ja die übrigen mit einschliefst. Man kann sic! 
nemlich leicht überzeugen, dafs die in den Klammern | } eingeschlossen« 
endliche Reihe in dem allgemeinen Coefficienten, deren Summe wir mi! 

1 


Q,.bezeichnen wollen, ist: ©, — I XU I re f d wc 


1 
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Zu das Quadrat der Reihe 1+ 3, fa AE pep du weg? und 


E 
ST — die Summe der reciproken 4ten Potenzen aller ungeraden Zah- 
len von inclus. bis (22 — 1) inclus. bedeutet. Denn wenn wir einst- 

1 t 1 


weilen 32 Qu 2~ Gaile — P, setzen, so ist, wenn man in 


Q, und P,, n-|-1 statt 2 substiturt, Q,,, = Q, + grip up und 


1) 
1 1 2 1 £ 
EAT ia pd C OPI air iet À AGER WEM EP Emp UU Ado 
Pros Natl (= (2n—1)* 1 cce 4 = (Qn—1)* — 2(2n--1)* 
Kar 4 1 ie. 77 DUT LE 1 1 
= ep Ga? + Ga? > Once c pp 2 gui 
so also, dafs wenn Q, — P,, auch 9,,, — P,,, ist. Nun ist aber wirk- 


lich Q, — P, für n—2, n=3, u. s. w., also ist auch ganz allgemein 
QO, == P,, und man kann daher @,,,, unter folgender einfacheren Form 
darstellen: yi 
1934 ET astu dub. Ge 


ve MM ES TECH {= k nd eue e oder auch 
auc 29.098. 10. 22729042 nels1) US (22 1)? (25 14? 

DT p OG E DR ODE 3.4.5 1 1 
=. 246,8... n. (and) Ber (2n — 1)? Lg: 


Für die 6te Potenz ist m==6 und z;—2 — 4. Die mit 5 be- 
zeichneten Coefficienten 5, , = by) b, — bs, b, bg U: 5: Wey by 
c b, (wenn man z --2p — 2n setzt) müssen aus der Reihe für die 
hie Potenz genommen werden, und verfährt man auf eine ähnliche Weise 
wie bei der Sten Potenz, so erhält man folgende Werthe der Coefficienten: 





zx Mf A o. 20 Aou dog RE 2 AE NT 








N: se 4 y i +] BE HE 
qup. Seid E abs L3s]| —7.9.10 ^ 48 25h 


wenn wir auf eine ühnliche Weise wie oben, 





Sea (it2+5+2+-... +5) und 
ZE —1 itatetot: + gy setzen; 
ee [extet tt tete] 
Ll T i (zi. es 2 und endlich 
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.8.10.... (2n —2). 6 
9:151... (2n—1):22 


79343.. 
T TET WELULA UE MEM. « to 
5.7.9....(2n—3).4.6.8.10....(2n—4) . 2 1 | 
6 


——M— 


-8.1 10 GL PRTSdi a3 Gi Pay 


Oy. Nene oy fas) 4 re ik LCA RET ET 
; De pedum d)taEgts£pl- 


vim + 


4 ig | 
+a au 
6.8.10....2n—2).6.2/_, 1 1 
2:0 41575 (=; ) 


an 7 ..(2n—1).2n men « 
wo 2 das Quadrat der Summe der reciproken Quadrate aller 
natürlichen Zahlen, von 1 bis (z7— 1) einschliefslich, und = Boon die 


(n — 1)* 

Summe der reciproken Biquadrate derselben natürlichen Zahlen bezeich- 
net. Von der Richtigkeit der Ableitung des letzten Ausdrucks von a,, 
aus dem vorhergehenden kann man sich auf einem ähnlichen Wege, 
wie bei der fünften Potenz überzeugen. Auch kann man den Ausdruck 
für a,, so schreiben: à 
DM OU (n —3).5.6 "EL et 

T 9.7. (2n—1).4n. (n — 1)? (n—1)+/? 
in welcher Form Co der erste Coefficient a, richtig angegeben wird. 
Für noch höhere Potenzen scheint sich das Gesetz für die Bildung 
der Coefficienten nicht mehr in einer hinreichend einfachen Form dar- 
stellen zu lassen, weshalb ich auch diese Untersuchungen hier nicht 

weiter fortführen will. 
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5. 

Note sur le mémoire de Mr. L. Olivier No. 4. du 
second tome de ce journal, ayant pour titre ,,remarques 
sur les séries infinies et leur convergence." 

(Par Mr, N. H. Abel.) 


Suivie d'une remarque de Mr. L. Olivier sur le méme objet. 


1. Note de Mr. Abel. 


On trouve pag. 34. dans ce mémoire le théoréme suivant pour recon- 
noitre si une série est convergente ou divergente: 
»91 lon trouve que dans une série infinie le produit du 7" terme ou 
„du n™ des groupes de termes qui conservent le même signe, par 7, est 
„zero pour 2 — co, on peut regarder cette seule circonstance comme 
„une marque, que la série est convergente; et réciproquement, la série ne 
„peut pas être convergente si le produit 2.0, n'est pas nul pour 2 — co^ 
La derniére partie de ce théoréme est trés juste, mais la premiere 
ne semble pas létre. Par exemple la série | 
M d. ris ipud Ltd 
21og2 ' 3log3 ' 4log4° ' ' ' nlogn 
est divergente quoique na, = soit zéro pour m==oo. En effet les 
logarithmes hyperboliques dont il est question sont toujours moindre que 
leurs nombres moins 1, c'est à dire, on a toujours log(1-]-x) «x. Si 
$751 cela est évident. Si x«10n a 
gut) = » —s*(1—12)—3 6—12).... 
donc aussi dans ce dernier cas log(1+x)<Cx, puisque 3—$x, i—2* 


" } 1 
sont tous positifs. En faisant x — —, cela donne 


log (1+ eee: ou bien log — ut —, 


n 
ou 





log (14-7) d e cher <a e +) ogn: 


donc 


loglog(1-- 7) «loglogz + log (a Uu ds 
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Mais puisque log(1--x) <x, ona log (1 + 
de l'expression. précédente, | 
loglog(1--2) < loglog D À ——- Tis 


En faisant successivement 2 —2, 3, 4,.... on trouve 


1 


ador donc en v TM 


an 


nlogn 


loglog3 << loglog2 + TAGS. 
lozlog4 < loglog3 + ict 


loglog(1--2) < een + 


donc, en prenant la somme, 


1 1 1 1 
loglog(1 4-72) <Ioglog2 4-551575 anses 7 41584 cun -d- 


nlogn' 





TE 





Mais loglog(i+n) = co pour 7 — co, donc la somme de la série proposée 


Dog 2 T 3 log 3 EB 4log4 ome rae + est infiniment grande et par consé- 


nlogn 


quent cette série est divergente. Le théoréme enoncé dans l'endroit cité 
est donc en défaut dans ce cas. 


En. général on peut démontrer qu'il est impossible de trouver une 
fonction Q7 telle, qu'une série quelconque a, 4-0, +, d- a, .... ]- o,, 
dont nous supposons tous les termes positifs, soit convergente, si @n.a, est 


zéro pour 2 — et divergente dans le cas contraire. C'est ce qu'on peut 
faire voir à l'aide du théoréme suivant. 


Si la série a+ à, +a,....+a,..... est divergente, la suivante 
M... Vos, inden 


d; a 
"an sudes deo SERIE: se ahd APUD M a5 --a,.. ras CU IR 
joa sera aussi. En effet, en remarquant que les ues D U0,, OR. 
sont positifs, on a en vertu du théorème log (1--2) «x, demontré ci dessus, 
log (a; + +%....+0,) — log (a,4- a, pac bs 


c'est à dire 





Qa 


an ay 
log G d x) T ao ~j-ay +-a,.. SP FRE 


donc, en faisant successivement 7 — 1, 2,-3, 


ud 
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log (2, -- a) — loga, <<, 
log (a, T4 + 23 — log (a; ia os Pc A do PRÉ 
starte) — log(2, tete) < Fa 


. », e e e 
® L 2 . . ® . . Ss [7 e e e 


log (a, + 4, ES tig uen go puis Far... Fa, 


et en prenant la somme, 





log (à, - &,.....-- 0,)— logo, d. des E 

£ (8, 1-4. ) 5 = Be er Po 2a 
Mais si la série a,-- o, La... Ley est divergente, sa somme est infi- 
nie et le logarithme de cette somme l'est également; donc la somme de 


An 


r 
la série AT RS ACY TEL Ha Re Te 
et cette série est par consequent divergente, si la série c,-]- Qi. 
l'est. Cela posé, supposons que (Q7 soit une fonction de n telle, que la 
serie SF GH @,..+.+-4-@,+.++. soit convergente ou divergente selon 


que ®n.a, est d ou non 2 n--oo. Alors la série 
1 
= ats stus sta rere + zu 


sera divergente et la serie 
ovn 10m 
Pet 93 (cs) 
ee wp rior CORR RS 
Fe "(t itus (a ı AS 
convergente; car dans i premiere on a 2,7 — 1 et dans la seconde 
a,Qn-o pour =. Or selon le théorème établi plus haut, la se- 
conde série est nécessairement divergente, en méme tems que là pre- 
miére; donc une fonction Q7 telle qu'on l'a supposée n'existe pas. En 
faisant Qn — n, les deux séries en question deviendront 


1H EEE ne 








est aussi infiniment grande, 


1 
vd zs us) | 


et 


la 


1 1 1 
nrtsurppta = C le 


n—i 


qui par conséquent sont divergentes toutes deux. 
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2. Remarque de Mr. L. Olivier. 
Soit 
ot, +%;+0...:.. d- 8, ..... | 

une série donnée, dont p.e. tous les termes sont positifs et vont toujours 
en décroissant et dont il s'agit de juger la convergence. Représentons 
les termes de cette série par les ordonnées orthogonales d'une courbe XY 
(Fig. 12.) dont les abscisses sont les nombres entiers 1, 2, 3, 4, . . . .. 
Soit Bb égal au terme a,, le reste de la série à partir de ce terme sera 
représenté par la somme des aires des parallelogrammes Bc, Cd, De etc. 
à l'infini. En second lieu le produit 2.6, sera représenté par l'aire du 
parallelogramme Z5 vu. Mais puisque les ordonnées de la courbe dimi- 
nuent toujours de maniére que l'axe des abscisses est une asymptote de 
la courbe, le parallelogramme Bà vu sera évidemment plus grand que 
la somme des parallelogrammes Bc, Cd, De, .. .. Donc si n.a, est 
zéro pour p — co, la somme des termes de la série donnée à partir du 
n"* terme, c'est à dire le reste de la série le sera à plus forte raison, et 
par conséquent la série sera convergerte si 72.48, ——:0 pour 2 = oo. 

De cette maniére le théoréme que j'ai présenté à lendroit cité 
semble étre trés bien fondé et les exemples que jai donnés semblent le 
vérifier. Néanmoins, d’apres ce que Mr. Abel vient de remarquer ci 
haut, le théoréme n'est pas généralement applicable. C'est un nouveau 
cas trés remarquable qui fait voir combien il faut avoir de précaution 
partout ou il s'agit des quantités infinies. Lia cause de la contradiction 
apparente entre le résultat des conclusions apparemment évidentes et le 
résultat effectif, est, qu'il n'est pas permis d'appliquer indifféremment à 
l'infini ce qui est bien stir pour des quantités finies. En effet la somme 
des aires des parallélogrammes représentés par les produits 2.@,, n.a, 
N.Qsny +... est également plus grande que celle des parallelogrammes - 
Bc, Cd, De, ..... et méme plus petit que l'aire du parallelogramme 
Bbvu. Donc, on pourroit dire avec le méme droit que le reste de la 
série donnée à partir du 2"* terme est nul si la somme 

n (0 + An 25, eas +) 
l'est, et la somme de cette série pourra effectivement étre encore un quan- 
tité finie ou méme infinie si 2.0, est nul. 
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6. 
Annäherungs-Construction des Kreis-Umfangs und 
Flächen - Inhalts. 


(Vom Herrn Cand. phil. Specht zu Berlin.) 


ls LC der Radius eines Kreises, so findet man den Umfang und Flä- 
chen-Inhalt dieses Kreises näherungsweise vermittelst folgender einfachen 
geometrischen Construction. Wenn man nemlich den Durchmesser 5D 
(Fig. 13.) senkrecht auf BC stellt, und über D hinaus verlängert; alsdann 
auf dieser Verlängerung, De —ab—bc, gleich dem fünften Theile des 
Radius nimmt; ferner die BC über C hinaus bis 4 verlängert, so dafs 
BA — Ca; endlich aus dem Puncte 4 mit der Ce die Parallele ZE 
zieht, welche die Verlängerung von BD in E trifft: so wird die BE dem 
Umfange, und das Dreieck BCE dem Flächen-Inhalte des gegebenen 
Kreises sehr nahe kommen. 

Eum POS Does og EN Béc9-93 
1446 0, V1 





Ca? = BC + Ba? = 95? a=, 
BC: Bc = BA: BH, 
l'as = Y 146" BE und BE = SES 
d d 25 





= /39,7484 —' 3,141591953.... 
Nun ist 7 = 3,141592653.... woraus zu ersehen, dafs die Con- 
struction den Umfang und Flächen-Inhalt des Kreises bis zur sechsten 
Decimal-Stelle genau giebt. 


11* 
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d^ 
Beweis zweier Lehrsatze 
im zweiten Bande dieses Journals, Heft I. S. 97. No. 7. und 
Heft III. S. 292; No. 64. 
(Von Herrn Remy, Stud. phil. zu Berlin.) 


1. 
Lenrsatz Halbirt man in einem Viereck im Kreise so- 
wohl die Winkel zwischen den Diagonalen, als auch die 
Winkel, welche die gegenüberliegenden Seiten einschlie- 
fsen, so sind von den 6 Geraden, welche diese Winkel hal- 
biren, 3 und 3 parallel. 

Wenn nemlich 4BCD (Fig. 14.) das gegebene Viereck im Kreise 
ist, und RO und HZ, ST und UV halbiren die Winkel, welche die ge- 
zenüberliegenden Seiten des Vierecks einschliefsen, VM und OP hinge- 
gen die Winkel zwischen den Diagonalen des Vierecks, so ist zu be- 
weisen, dafs: 

1) RO, OP, UP und 
2) 87, NM, HI 
parallel sind. | 

Beweis. Zuerst ist klar, dafs RO und HZ, ST und UV, NM 
und OP auf einander senkrecht stehen. Denn es ist z. B. 460 = fAGD, 
AGH —14GK, also AGO + AGH = 1(4GD--A4GK), oder HOO = 
3.2R=R, wo R einen rechten Winkel bezeichnet. Dasselbe gilt von 
den Halbirungs- Linien S7, OV und OP, VM. 

Verlängert man nun die Halbirungs- Linie RQ bis F, so läfst sich 
zeigen, dafs RI auf NM senkrecht steht. Denn in den Dreiecken VBE 
und ECM sind die Winkel z und z einander gleich, weil sie auf glei- 
chen Bogen stehen, desgleichen sind die Winkel v und £, als Hälften 
der Scheitel- Winkel 4EB und DEC, gleich, folglich ist auch Z x = 
Z y, und mithin ist das Dreieck VGM über VM gleichschenklig. Also 
_ steht die Halbirungs-Linie GF des Winkels an der Spitze dieses Drei- 
ecks senkrecht auf der Grundlinie WM. Da nun auch OP senkrecht 
auf WIM stehet, so folgt, dafs die Halbirungs-Linien RQ und OP parallel 
sind. Ferner sind die Linien HZ und JVM parallel, wegen der rechten 
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Winkel EFG und HGF. Auf dieselbe Weise folgt, dafs SZ’ und VM, 

und wegen der rechten Winkel HYE und WHY, auch UV und PO 

parallel sind. Es ist also OR mit PO, UV mit PO, und folglich OR 

mit UP, desgleichen HZ mit VM und ST mit VM, folglich HZ mit ST 

parallel, so dafs also von den 6 Halbirungs-Linien 3 und 3 parallel sind. 
02: 

Lehrsatz. Sind a, b, c, d die Seiten, e, f die Diagonalen 
eines sphärischen Vierecks, und ist g derjenige Haupt- 
kreisbogen, welcher die Mitten der beiden Diagonalen ver- 
bindet, so ist allemal 

cosa + cosh + cosc + cosd = 4 coste cos f cosg. 
(Am bezeichneten Orte steht durch einen Druckfehler 2cosIecoslfcosg 
statt 4 cos1e cos; f cos g-) 
Beweis. Es sei ZBCD (Fig. 15.) das sphärische Viereck, und 
CF -— FB, 4G -— GD. Bezeichnet man nun in dem sphärischen Drei- 
eck ACF die Seite 4F durch r und den Winkel 4FC durch o, so ist 


bekanntlich: 
cosa == cosrcosle-- cose sniesinr, 


und in dem sphärischen Dreieck ABF 
cosh = cosr cosLle — cose sini esinr, 
folglich 1) cosa + cosb = 2cosr cos; c. 

Eben so erhält man für die sphärischen Dreiecke BFD und CFD, wenn 
man die Seite FD durch p und den Winkel BFD durch ß bezeichnet: 
cosc = cose cosze-+ cosßsinesinge und 

cosd == cose cos; — cosß sing sinz €, 
folglich 2) cose + cosd = 2cosp cosze. 
Addirt man nun die Gleichungen (1. und 2.), so ist: 

3) cosa +cosd + cose + cosd = 2cos7e (cosr -]- cose). 

Auf dieselbe Weise, wie oben, erhält man aber auch, wenn man den 
Winkel 4GF durch y bezeichnet: 

cosr == cosif cosg -|-cosysinlfsi' und 

cose = coszfcosg — cosy sing f sin yy, 
folghch 4) cosr-]- cose = 2cosz/ cosg, 
und substituirt man diesen Werth für cosr + cose in die Gleichung (3.) 
so erhalt man: 

cos a + cosb + cos c + cosd = 4cosie cos if cosg- 
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8. 
Addition au Mémoire de M. Abel sur les fonctions 
elliptiques, inseré dans le vol. Il. de ce journal, 


cah. 2. pag. 101. 


(Par Mr. C. G. J. Jacobi a Königsberg. ) 


M. Abel dans son excellent Mémoire sur les fonctions elliptiques a prouvé 
le premier, que les équations du degré z7, desquelles depend la division 
d'une fonction elliptique de premiere espéce en 7 parties, peuvent étre 
resolues algébriquement. Cependant la méthode de cet auteur est sus- 
ceptible d'une grande simplification. Je veux la proposer ici en deux 
mots, en me servant de la notation de M. Abel. 


Si lon désigne par p, 9 deux racines quelconques de l'équation 
at — 3 -— 0, on aura caca 
LT mn 
tn) 
"es =. {0 (6 4-5 neh JP? 


égale à une expression "b la forme 
2n-r1i 


V (A 4- Bf(e.n 4-1) 2) F(2 (n4- 1)0)), 
A et B étant des fonctions rationelles et entières de Q((22--1)8) Or 
en donnant à p et 9 toutes leurs valeurs possibles, on pourra au moyen 
de ces expressions, qui seront au nombre (22<+ 1), exprimer linéaire- 
ment toutes les racines, sans avoir besoin de résoudre encore une équa- 
tion du 7°* degré. Aussi on saura exprimer toutes les racines au Mos | 
des puissances entières de deux de ces expressions. 


Konigsberg, 25. Janvier 1828. 


9. Clausen, Kettenbrüche als Function der Zahl der Nenner. 87 


9 


Die Funcuon - a) . durch die Anzahl der a 
a a a + 
ausgedrückt. 


In Folge der Aufgabe 40. $..193. im zweiten Bande dieses Journals. 
(Von Herr Th. Clausen zu Altona.) 


Es sei @(x) der Werth dieser Function für die Anzahl x; so ist, wie 
man leicht sieht: 


Q (x 4- 1) — TI» oder 


1) P(x+1) P(x) +a P(x+1) —1 ..... 
Man nehme an, dafs x eine ganze positive Zahl sei und setze 
1 


Fe Dpt) — £0. 
Multiplicirt man also die Gleichung (1.) mit F(x+ 1), so verwandelt sie 
sieh in: 


F(x — 1) -- a F(x) = F(x +1). 
Dieser Gleichung thut man Genüge durch die Annahme f(x) = #f>", 
und findet dann zur Bestimmung von ß folgende Gleichung: 


p —a — 1 = 0, 
woraus ß = $ety(ie-+1) folgt. Es ist also: 
2) F@) = kac Y Ge Fd FBRe—vY GT TE. es. 


Um die Constanten £ und £’ zu bestimmen, bemerke ich, dafs F(0) — 1 
und F{1)=a« ist; und also: 
t= E+E, | 
a = ga(k-4-4)-4- y (3€ 3-3) (£— £^; folglich. 
1 I 72 
k= + pepe Veil 


= — sega nlit- ved 0L 


und demnach: 


F@) = gy p eV Ge Ha Ba — v ot DE 
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oder endlich, da Q(x) = ML ist: 
ns [a-hV(es--i— Gas Va Or, 

(3) P(x) HODIE RM CORN DPR XE | 
Diese Gleichung enthält also den Werth der obenstehenden Function 
durch die Anzahl der Glieder & ausgedrückt, für jedes ganze positive x; 
und zwar in solcher Form, dafs man ihn ohne Weiteres auf jeden be- 
liebigen Werth von x ausdehnen kann. 

‚Ich füge noch einige merkwürdige Eigenschaften dieser Function, 











hinzu: MA 
Lg GO-- 9 (y)—2 9 (x) p(y) 
Sed scat STE C RONDE D 


deren Richtigkeit sich durch Substitution der Gleichung (3.) zeigt. 
Man hat ferner vermöge der Gleichung (1): | 

Q(—1) = oe, 
Q(—2) = — a, 
o(—2)0(—3) = 1—«9(—9. 
$(—2)0(—3)0 —4) = O(—2) ed), 
Q(—2)9(—3)...9(—n) = 9(—2)9(—3)... 9[—(—2)] —9(—2)...9[—(—1)]. 
Durch Hülfe dieser Gleichungen und der Gleichung (1.) findet man, dafs 
die Reihe: 

(3) Q(nx)— 
n oia TUE He 2) 3) q (x)? + ete. 
= ra in cB) RT 2) 9(—3)p(0)* ete 
wenn sie für i EET n git, auch für z--1 richtig ist Da sie - 
aber für 2 — 2 gilt, so folgt daraus die Richtigkeit für alle Fälle, wo 7 
eine ganze positive Zahl ist. Aus der Gleichung (3.) sieht man noch, daß 


(6) Hey. 
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10. 
Ueber die Fälle, wenn die Reihe von der Form 


1 
yciLiotep ttm ete + ete 
ein Quadrat von der Form 
ms a! [y ea. +1 Q.p'1 9.0 wi 
fe Sih Te er PLE OU Nap Syr Vip gry goa ible PCS hat. 





(Von Herrn Th. Clausen zu Altona. ) 


Nen den Differentialen von y und x findet folgende Relation Stätt: 
(4) @—a) S24 late + Day) + «Boy = o. 
Eine nochmalige Differentiation giebt: 
Q) (9—29572 + ((a- 84-22 — (4-22) 52 
+ {Ge 4-20 -- «B 4- 2)s — 5 "p aB y = 0 
Die Réihe z giebt: 
3) Ga) P24 He + BE 9)a* —Q ty ea FS 
+ (Aba HH pal pal HN yel LE + a! Be 
Soll nun z — y? sein, so mufs man haben: 
Oz 








THE g 

e Dom aqu ym 

SU s oe AE 0* y 0 y\* 
(1) on = Pahoa 3 +2(52), 
(: LE MONS Oy 9o? oy. 
ox? — ay s+ 652. Q a? 
Setzt man noch | 
a a! + B' + 9", 


| Kine a! D' + od! PN, 
(5.) c= e Q "o", 
d^ LE" e + y! 


ipn ie e^ ry’, 


so wird die Gleichung (3.): 
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+1 
6) ar DT (8a): — + a 
+ (aa! 4- lu —e'].2 y 22 Tocy + ea) 4: 


Qv 
+ 2(8 +) Q 4-453) (27) = o. 
Dieser mufs durch die Gleichungen (1.) und » t gethan werden. 





Multiplicirt man sie deswegen resp. mit 2 yc M ae B und 2y, welche 


Form, wie man leicht sieht, die Factoren nur T kónnen: so mufs die 
Summe mit der Gleichung (6.) identisch sein. Man erhält durch Ver- 
gleichung der einzelnen Coefficienten: 


3-pa! = A+a+p+4 
1-44 =4+y+2 
ı-e tb! = (a4 04-1-4-iBap-r2e--28--«p-rT2 
ed] oy, 
c' = 2. daß -+2aß 
bi 
2(3-4- a) = B(«4- B3) 
2(14-4^) = By 
woraus folgt: 
y — «4E 
A = 26 --220-—1 
BI 0 
a’ = 3ax +38 
bi = Qu? +8af + 22? 
= Ma+Pp)ap 
UN HIA ne 
e = (2y—Yyy. 


Aus den Gleichungen (5.) sieht man, dafs «/, ^ und 0” die Wurzeln der 
cubischen Gleichung x°— ax? + b'z: — c^ sind; man findet diese leicht - 
2%, 23 und «--Q. Ferner sind y' und s/die Wurzeln der quadrati 
schen Gleichung x? — d‘x + e', die sich y und 2y — 1 ergeben. 

Aus dem Vorhergehenden folgt also, dafs, damit das Quadrat der 
Reihe y von der Form z sei, die Relation Statt finden müsse: 


y=arß+z, 
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und dafs dann die Werthe von a’, @/ und 0’, die unter sich verwechselt 
werden können: 


24, 23, a+, 
die Werthe von y‘ und ¢’ aber, die ebenfalls unter sich verwechselt wer- 


den konnen, 


; y: 2y — 1 
sind. 


Als Beispiel will ich suchen, in welchen Fällen die Coefficienten 
von Z Cubi sein können. Hier ist y/— 2/— 1, mithin y — 1; überdem 
a==(; folglich da y=a-+(-+2 ist, «— 1. Wir haben also in die- 
sem Fall die Reihe: 


yaQ) ES mg») v + ee 
= yr = 1+) 2+ Gu) ee 


Ein zweites Beispiel sei die Reihe: 





__ are. sin Yan). Su 1.3 Ig 123715 3 
= 7 — = 14H23 +55: + 57,7% 7 etc. 


Hier ist &— £1, Q— 1, y — 2, mithin die erforderliche Bedingung 
erfüllt; es folgt also «', P, !=1, 3, 15 y',  —3, 2. Demnach 


arc. sin Y x)? 2.4 2.4.6 
ju — TS FFAG Se Beg ae Oe SNC 
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11. 
Beitrag zur Theorie der Reihen. 
(Von Herrn Th. Clausen zu Altona.) 


Da es häufig vorkommt, dafs man das Product zweier Reihen sucht: 


so glaube ich, dafs die Auflösung der Aufgabe: zu finden in welchen 
Fällen das 2 oduct der zwei Reihen 
ii cni B.BH „net fete hort Ea 832 5 
yc—ictq. Pet Y Borne ed ea RT EM a n 
UNITS. 4 ar. "es BBA, m +2 pupa. peas 
et rri 175.7 Und Uu I ety 4.2.8 'rgy-q.r43 im 
von der Form T m d 
TE. a bc a.a b.b CL E: 
NT T EE du 
Ld eee a+2 b.b-+-1. eye c.c+1.c+2 ae 
9 'd.d-r1.d44-2'e.e--1.e--2 
sey, nicht uninteressant sein dürfte. 
Die Eigenschaften dieser Reihen werden jd folgende Differen- 
Hee pen ausgedrückt: 


a) c M z T d ed 8)r— E P 

Q) G—232 late 09e) À dori o. 

3) e) EG tet ie Ot Das TL -ad-B 4a o3 o. 

(b) Ga) EG a +00 HN H+ Ge tt 

(5) (a) 24 (Goa 4 -54-)s— Q1 - d 4-92] 22 
+{ata+b-to+ab+actbo)a—de)S" 4+ abeu — 0. 


Es sei nun 
u y£,.50 ist 
Da = 292 +e 
p — Atos om 02 
Fa = 19 +9 TD Arr 









































I 
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Nach Substitution dieser Werthe mufs der Gleichung (5.) durch 


(1), (2.), (3.) und (&) Genüge gethan werden. Multiplicirt man also diese 
resp. mit 42 Ba. D, Cy + Dx.27. xz, xy (die Factoren können 
 nemlich nur diese Form haben), und vergleicht die Summe der Pro- 
 ducte mit der Gleichung (5), so findet man folgende Gleichungen: 


(6) 3-Fa--5--e—3-La-4- B 4-4 
(7) —3 eH DC 
(8.) i+dte=1+y+4 
fry — rye 
(10.) Tm 
(11.) Acn 
(2) 2G-a--b 4-0 — P d- a) -DQ 4 «P? 
(13.) 2(itd+e)=—By+Dy' 
(14) 1-a+b+c+ab-acthe — 12-2 +ß+eß +(+a+) 4+ 2/2/D 
(15) = 1a 0 +a + +0 +B)CHaBB 
(16.) de=yAd 
(17.) —yc 
(18.) abc—a 4 - rout. 


Diese 13 Gleichungen geben aufser der Bestimmung der 9 Grofsen 
4, B, C, D, a, b, c, d, e noch 4 Bedingungsgleichungen zwischen 


a, D, y, #5 Q', y'. Durch (6.) .... (13.) findet man: 
(19.) A —iyliy-1i 

(20) Burg 

ee C= 3y+37—: 

(22% Ina 13 

(23) a+b+e = (+0 +e+p) 
(24) d+e = iyty)—1 

und die Bedingungsgleichungen: 

Q5) a4-B-—y—i 

(26.) a+ Bi = y—3, 

durch deren Hülfe man ferner aus (14.) .... (17.) folgende zwei findet: 
027.) y—y' = 4aß—a‘P‘) 

(28.) y(y—2) = y'(y'— 2). 


Diesen letzteren kann auf zwei Arten Genüge gethan werden: 
J. durch die Annahme y=y‘; die Gleichungen (25.), (26.), (27.) geben 
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ın diesem Fall: | 
a@+B = «Tp 
aB = aß, 
mithin waren die beiden Reihen y und z einander gleich, welchen Fail 
ich schon früher behandelt habe *), und also hier übergehe; II. durch die 
Gleichung y/—2—*y; und dann giebt die Addition von (25.) und sed 
Q9) a +B+a +R = y+7—1 =1, 
die Subtraction und Vergleichung mit (27.): 
(30.) Y—Y = a +P—(+P) 4a0—4a' B, 
aus welchen beiden Gleichungen 
(31.) e/-—i-—a 
(32.) Bi = £—Q folgt. 
Mit den 4 Bedingungsgleichungen (25.), (26.), (31.) und (32.) findet 


man nun leicht: 


(33.) a+t+b+coc= 3 
(34.) ab --ac-d-bec = $—(e—Qy 
(35.616 abe = i—i(a—Qy 
woraus sich für a, à, c die Werthe: 
PTLa—8 
zy—a+P 
ergeben. Ferner 
(36.) d+e=y-+Yy 
(37.) de = y%. 


Wir haben also, wenn das Product der zwei verschiedenen 
Reihen y und z von der Form uw ist, welches mit den 4 Bedingungen: 
"vk epic 

7 — 4 
ay =:—ß 
y y! —2—y | 
zugleich Statt findet, die Werthe von a, b, c (die unter sich verwech. 
selt werden konnen): 


*) Hier oben Seite 89. 
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und die Werthe von d, e: 


y 
9 — y. 
Als Beispiel mögen die beiden Reihen 


bá a 919 Pl X319. 185 4 
y=147°779°% trou te. 


1 Por aah he Bek ae 


2 = lo Tom cunssend est A 
dienen. Hier ist eo —1,0—4$1,y-—i,«'——3, p —— 3, y= — à 
und demnach sind die erforderlichen Bedingungen erfullt. Es wird also 
a=i, b=—1, c=}, d=}, e=—}, und folglich 


De Ai 1.1.3 1.3 1.1 3.5 1.3.5 1.1.3 3.5.7 4 

u=y2—=14 573% 5473317 — 2.4.0 70.11 311" 

551357 fMi 8 35-59 A 

2.4.6.8 °7.9.11.13° 3.1.1.3” 

8143,42 5:8 185,4 15:8 1387 40.) 
7.9'2.4 9.11 ' 2.4.6 


v 


5. 
Usa 15:24 Tz 


5.7" 11.13 ' 2.4.6.8 


In einem Schreiben des Herrn Verfassers obigen Aufsatzes an den 
Herausgeber dieses Journals bemerkt derselbe, dafs sich die Lambertische 
Reihe x--22?--2:3?--3»x*-- 22x 4x? Laon +... welche gleich 

x x? 3 n 

ras Gt cp duas su didusfi ci wd: 
ist, und in welcher die Exponenten der Glieder, welche 2 zum Coefficienten , 
haben, der Reihe nach Primzahlen, die Coefficienten der übrigen Glie- 
der aber die Zahlen der ganzzahligen Theiler der Exponenten der nem- 
lichen Glieder sind (man sehe die Aufgabe 16. S. 99. im 2ten Bande die- 
ses Journals) in folgende Reihe: | 

2 4 : n 

A et 
verwandeln lasse, welche für ein sehr kleines x sehr schnell convergirt. 
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12. 
Aufgaben und Lehrsatze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


Lehrsätze über den Zusammenhang von Combinationen mit Varia- 
tionen und jener unter einander; von Herrn Prof. Scherk zu Halle. 


1 Man bilde alle Variations- Formen der (^-]-1)ten Classe, und zur 
Summe h+% aus den Grófsen 1, 2, 3, ....#. Jede derselben werde durch 


Lus m Uv Us h+1 1 ae ae 2 2 
m, m, mM, .... m dargestellt. Setzt man nun m — 5$; stm—1=s; 
a. Ts 3 hth h 

s-m—1=s,.... stm—1=s, so ist der Complexus der Combi- 


nationen, mit Wiederholungen aus denselben Größen 1, 2, 3,.... k; 
10203 h 
zur Aten Classe, — Zsss....s, wo das Summenzeichen sich auf alle 


verschiedenen Variations- Formen erstreckt. 


Ist z. B. 4 —2, £— 3, so sind alle Combinationen zur 3ten Classe 
und zur Summe s aus den Gröfsen 1, 2, 3, = 113, 122, also die Varia- 
tionen 113, 131, 311, 122, 212, 221. Hieraus erhält man nach der an- 
gegebenen Regel 11, 13, 33, 12, 22, 23, oder geordnet: 11, 12, 13, 22, 
23, 33, welches die Combinationen der 2ten Classe mit Wiederholungen 
aus den gegebenen Gröfsen 1, 2, 3 sind. 


2. Bildet man auf dieselbe Weise alle Variations- Formen der 
(h--1)ten Classe und zur Summe £--1 aus den Grofsen 1, 2, 3, .... 
(k—h--1), und verfáhrt ganz wie vorher, so ist der Complexus der 
Combinationen ohne Wiederholungen aus den Grofsen 1, 2, 3,.... &, 


zur Aten Clalée, cz S:s(s Me 359) FA E 4 — 1) Ist ERRORES 
k — 5, so sind alle Combinationen zur 4ten Classe, und zur Summe 6, 
aus den Gröfsen 1, 2, 3, = 1113, 1122, folglich die Variationen, 1113, 
1131, 1311, 3111, 1122, 1212, 1221, 2112, 2121, 2211. Hieraus erhält : 
man nach der angegebenen Regel, 123, 125, 145, 345, 124, 134, 135, 
234, 235, 245, oder geordnet: 123, 124, 195, 134, 135, 145, 234, 235, 
245, 345, welches die Combinationen, ohne Wiederholungen aus den 
Gröfsen 1, 2, 3, 4, 5 zur dritten. Classe sind. 


s ¢ 
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3) Man bilde alle Combinations- Formen ohne Wiederholungen 
zur Aten Classe aus den Größen 1, 2, 3, . . . . EF — À -- 1, ziehe von 
jeder in der ersten Stelle jeder Form stehenden Zahl 0, von jeder in der 
2ten Stelle stehenden Zahl 1, in der 3ten 2, . ... in der Aten A — 1 ab, 
so erhält man alle Combinationen mit Wiederholungen zur Aten Classe 
aus den Gröfsen 1, 2, 3, ....#, und zwar so, dafs diese nach demselben 
Prinzip geordnet sind, nach welchem jene. geordnet waren. Ist z, B. 
h = 3, k=3, so sind alle Combinationen ohne Wiederholungen aus den 
Grófsen 1, 2, 3, 4, 5 zur 3ten Classe, auf gewöhnliche Weise geordnet: 

12:3, 124,.4:2,5,/11.3.4, 184551 14.5,.,3.44,.2.3.5,19.4.5]/345; 
hiervon ab: 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 
bleibt: 1.1.1, 454.25 1.1.3, 1.2.2, 1.2.5, 1.3.3, 2.2.9, 2.2.3, 2.3.3, 3.3.3, 
also die Combinationen mit Wiederholungen aus den Grofsen 1, 2, 3 
zur 3ten Classe. 

Es bedarf keiner Erwähnung, dafs alle drei Sätze auch umgekehrt 
ausgesprochen werden können. Da aber jeder von ihnen eine Folge der 
beiden anderen ist, so braucht man nur zwei derselben (etwa einen der 
beiden ersten und den letzten, weil es bei diesen leicht angehet) zu be- 
weisen, und zwar wünscht man, dafs dieser Beweis rein combinato- 
risch sei. 


Aufgaben von Anderen *). 


4) Man beweiset, dafs jede auf Null gebrachte | Glei- 
chung mit Einer unbekannten Grofse, in welcher die Exponenten der 
Potenzen der unbekannten Gröfse ganze Zahlen sind, nothwendig ent- 
weder reelle oder imaginaire Wurzeln hat. Z.B. Cauchy thut es sehr 
sinnreich in seinem Cours d'analyse, tome I. p. 331. etc. Der Beweis 
geht davon aus, dafs jede reelle oder imaginaire Grofse durch u- vy — 1 
ausgedrückt werden kann, wo u und v, wie es der Beweis fordert, noth- 
wendig reelle Grófsen sind. Haben die Wurzeln einer beliebigen Glei- 
chung diese Form, so folgt von selbst, dafs sie Paarweise u-d-vy^—1 
und u—vy—ı da sein müssen, weil Y—ı die Zeichen + und — zu- 
gleich hat. Sind nun aber z und v reell, so bezeichnet der Ausdruck 


*) Man sebe wegen der Ueberschrift „Von Anderen" hier und in der Folge die Bemer- 
kung S. 395. im 2. Bande dieses Jonrnals. 
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u tvuy —1 eine reelle Grofse nur dann, wenn v Null ist, welches dann 
auf zwei gleiche Wurzeln deutet. Dieses trifft aber schon bei der qua- 
dratischen Gleichung, z.B. #—ex--b’= 0 nicht zu, wo zwar die 
Wurzeln allerdings von der Form u-z-vy —1 sind, aber v, im Falle 
0 >45 ist, nicht Null sein kann, sondern vielmehr imaginair ist. 
Dieses schon scheint einer Erläuterung zu bedürfen. 


Ferner ist bekanntlich leicht zu zeigen, dafs einer Gleichung vom 
nten Grade, sobald man ihr Eine Wurzel zugestehet, dann nothwendig 
n zukommen. Es fragt sich aber, ob überhaupt nach der Existenz E1- 
ner Wurzel gefragt werden kann. Im Allgemeinen scheint es, wenn 
man z. B. schreibt: 

a” + a ar + a2"... +0, = 0, 
Voraussetzung zu sein, dafs dann x wirklich existire, nemlich als Zei- 
chen, nicht als Grófse. Fragt man nach der Existenz der Wurzel als 
Grofse, so kann man dieselbe, wie es scheint, nicht beweisen wollen, weil 
selbst eine einzelne Wurzel wirklich nicht immer existirt Denn eine 
Gleichung mit lauter imaginairen Wurzeln hat wirklich keine Wurzel 
(als Gröfse betrachtet). tat 


Endlich scheint es, dafs man den Wurzeln einer Gleichung, indem 
man ihnen den Ausdruck u-+vf—1 zuschreibt, geschlossene algebrai- 
sche Ausdrücke gebe. Gleichwohl beweisen Riccati und Abel (letz- 
terer im 1sten Heft des 1sten Bandes dieses Journals S. 65.), dafs den 
Gleichungen von höherem als dem vierten Grade nicht allgemein ge- 
schlossene algebraische Ausdrücke der Wurzeln genug thun. 


Es fragt sich also, eines Theils, was eigentlich in Rücksicht der 
Existenz der Wurzeln einer algebraischen Gleichung zu beweisen ge- 
fordert werden könne und müsse, wie der zu beweisende Satz eigentlich 
zu verstehen sei, und dann, wie er mit der behaupteten Nicht- Existenz 


allgemeiner algebraischer Ausdrücke der Wurzeln höherer Gleichungen 
zu vereinigen sei. 


In jedem Falle scheint dieser Gegenstand nicht völlig aufgeklärt, 
und es wäre wohl zu wünschen, dafs es geschehe, und zwar auf eine 
Weise, die so deutlich wäre, dafs sie sich, wie man zu sagen pflegt, für 
die Elemente eigne Möglich mufs diese sogenannte elementare Dar- 
stellung nothwendig sein, so viele Schlüsse auch bis zum Ziele mö- 
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gen auf einander gehäuft werden müssen, denn was wahr ist, ist auch 
klar. Und umgekehrt, nur was klar ist, wenigstens in der Mathema- 
tık, ist wahr. 

9. Die Curven in der Kugelfläche zu untersuchen, deren Gleichun- 
gen zwischen Abscissen und Ordinaten vom ersten und vom zweiten Grade 
sind, wenn man den Umfang eines beliebigen kleinen Kreises in der Ku- 
gel zur Abscissen- Axe, und die darauf senkrechten gröfsten Kreise zu 
Ordinaten nimmt. 


6. Auf einer gegebenen krummen Fläche einen bestimmten Flä- 
chenraum mit der moglich-kürzesten Linie einzuschliefsen. 


7. Die Gleichung einer krummen Fläche zwischen rechtwinkligen 
Coordinaten x, y und z ist gegeben. Man soll in der Fläche eine Curve 
so ziehen, dafs z. B. die z der Curve für gleich-lange Bogenstücke der- 
selben gleich viel von einander verschieden sind. 

8. Die Gleichung einer Curve im Raume ist gegeben. Man lege 
durch alle Puncte derselben und durch.einen und denselben bestimmten 
Punct gerade Linien, so dafs eine Kegelfläche entsteht, deren Spitze der 
bestimmte Punct ist. Diese Kegelfläche werde von einer krummen Fläche 
geschnitten. Welche mufs die Gleichung dieser krummen Fläche sein, 
damit ihr Durchschnitt mit der Kegelflache eine bestimmte Gestalt habe? 


9. In einem cylinderformigen Gefáfse, dessen Querschnitte, senk- 
recht auf die gerade Linie im Mantel des Cylinders, Kreise sind, und 
dessen Axe lothrecht steht, befinde sich eine schwere, unelastische Flüs- 
sigkeit, und das Gefäfs werde mit gleichförmiger Geschwindigkeit um 
die Axe gedrehet. Man sucht die Gestalt der Oberfläche der Flüssigkeit. 

10. Bekanntlich können den 12 Tönen der chromatischen Tonleiter 
nicht völlig die reinen Verhältnisse gegeben werden, die ihnen auf dem 
Monochord zukommen, z. B. nicht alle Quinten können 3, nicht alle 
Quarten 3 etc. des Grundtons sein, weil 12 Quinten übereinander nicht 7 
Octaven, 12 Quarten nicht 5 Octaven, u. s. w. ausmachen, indem (3) 
nicht gleich (3)’, (4) nicht gleich (4)° ist etc. Die sogenannte gleich- 
schwebende Temperatur vertheilt die nothwendige Abweichung gleich- 
formig. Sie ist aber der practischen Musik nicht günstig, weil sie einen 
vorzüglichen Reiz derselben, nemlich die Verschiedenheit der Tonarten, oder 
dieEnharmonik aufhebt. Die Regeln anderer Temperaturen sind willkürlich. 
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Die beste für die Praxis dürfte sein, welche den verschiedenen Tonarten 
die meiste characteristische Verschiedenheit giebt, ohne den sogenannten 
vollkommenen Consonanzen und nach Verhältnifs den unvollkommenen zu 
viel von ihrer Reinheit zu nehmen. Wenn auch diese Regel für den 
Calcul noch zu unbestimmt sein mag, und auch vielleicht nicht gut be- 
stimmter mag ausgedrückt werden können, so läfst sich doch fragen, ob 
Temperaturen möglich sind, in welchen die nothwendigen Abweichungen 
von der reinen Stimmung in den 12 verschiedenen, den 12 chromatischen 
Tönen zugehörigen diatonischen Tonleitern bei den vollkommenen Conso- 
nanzen wenigstens nicht gröfser sind, als bei den unvollkommenen, also 
z. B. bei den Quinten nicht gröfser als bei den Quarten, Terzen u. s. w. 
Wenn solche Temperaturen möglich sind, so werden die Regeln dersel- 
ben und die zugehörigen enharmonischen Systeme verlangt. 


13. 
Ueber die Integration logarithmisch - rationaler 
| Differentiale. 
(Von Herrn Prof. Dr. C. J. Hill zu Lund *)). 


Bekhnüttich reduciren sich viele Aufgaben der Geometrie und Physik 
zuletzt auf die Auflösung von Gleichungen, welche in den schwierige- 
ren Fällen sowohl die unbekannten Gröfsen als deren Ableitungen (Dif- 
ferential- Coefficienten) enthalten können.  Zuweilen lassen sich in sol- 
‚chen Gleichungen entweder die veränderlichen Gröfsen absondern, oder 
es lassen sich wenigstens Ausdrücke für die unbekannten Grófsen mit 
Hilfe bestimmter Integrale (integrales définies) finden. In beiden Fallen 
beruhet zuletzt die Auflösung auf Integrationen nach Einer Veränder- 
lichen, wie f/dx.fx, welche im Allgemeinen Quadraturen heifsen, 
und welche also für beliebige Functionen wie fx verlangt werden. Die, 
Mathematik löset im Allgemeinen ihre Aufgaben durch -vorausgerechnete 
Tafeln, in welchen für jeden Werth der willkürlich veränderlichen Gro- 
fsen die zugehörigen Werthe der Functionen gefunden werden. Solche 
Tafeln sind also im Allgemeinen für jede Function, die in den Elemen- 
ten des Calculs vorkommt, nothwendig. Wenn z. B. das Product zweier 
Zahlen verlangt wird, so findet man dasselbe in der Producten- Ta- 
fel, oder dem sogenannten Einmaleins. Ob die Tabelle niedergeschrie- 


ben sei, oder ob der Rechner sie im Gedächtnifs habe, ist offenbar 
gleichgültig. 





*) Diese Abhandlung hatte der Herr Verfasser, zuvorkommend gefällig, schon an seinem VVohn- 
ort ins Deutsche übersetzen lassen. Allein die Uebersetzung war zu wenig verständlich. Um den 
Herrn Verfasser nicht noch mehr zu bemühen, hat der Herausgeber versucht, den Styl der Ab- 
handlung dem deutschen Sprachgebrauche mehr anzupassen. Dieses Unternehmen war, wegen der 
geringen Verständlichkeit der Uebersetzung und noch mehr wegen der Undeutlichkeit der Abschrift, 
besonders der Formeln, schwierig. Der Herausgeber ist daher nicht ganz sicher, dafs der Sinn des 
Herrn Verfassers überall genau getroffen worden, und hat zu wünschen, dafs er nicht bedeutend 
gefehlt haben möge, Der Herausgeber. 
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Tafeln für gegebene Functionen rechnet man mach den Regeln, 
welche ihnen eigenthümlich sind, oder welche ihre Entstehung bezeich- 
nen. Für Integral-Functionen aber, für welche noch die Reductions- 
formeln unbekannt sind hat man verschiedene sinnreiche Methoden er- 
dacht, entweder dieselben durch convergente Reihen auszudrücken, oder 
die nóthigen Tafeln successive zu berechnen. Das erstere läfst sich gewöhn- 
lich für beliebige Werthe der Veränderlichen nicht allgemein thun, son- 
dern man mufs, um Reihen zu finden, von welchen z.B. 4 bis 5 Glie- 
der 7 Decimalstellen geben, wenn auch nicht die Eigenschaften der In- 
tegral- Functionen, wie /dx.fx selbst, so doch wenigstens die ihrer Ab- 
leitungen fx zu Hülfe nehmen. Was das Letztere betrifft, so würde das 
allzemeine Verfahren, wenn es auch nicht, wie oft, Ausnahmen unterwor- 
fen ware, für die Functionen, welche von «== — oe bis =-+ oo reichen, 
durch deren vielleicht unendlichen Umfang schwer auszuführen sein. 

Es entsteht also sogleich folgende Frage: „Wenn man eine Tafel 
der Werthe einer Function innerhalb eines gewissen Umfanges hat, z. D. 
von «==0 bis x — 3: wie kann man sich der innerhalb der Grenzen 
berechneten Werthe der Function bedienen, um die Werthe für jede 
Zahl aufserhalb der Grenzen der Tafel zu finden, auf die Weise etwa, 
wie be: der Multiplication, deren Tafel nur von O bis 10 reichet, die aber 
dennoch die Producte aller Zahlen giebt.” Die Beantwortung dieser Frage 
beruhet auf der Untersuchung der Eigenschaften der Functionen, 
welche die wichtigste Aufgabe der Analysis ist. 

Eine nahverwandte Frage ist die: Wie läfst sich der Tafel, welche 
blofs die Function für gewisse Zahlen giebt, und die folglich discon- 
tinuirlich ist, Continuitát geben, d.h. wie kann man sich ihrer für 
Zahlen, die nicht in der Tafel gefunden werden, die aber zwischen den. 
darin enthaltenen Zahlen liegen, bedienen. | 

Für die zweite Frage hat man die sogenannten Interpolations- Me- 
thoden; die Beantwortung der ersten hat aber grofse Schwierigkeiten, - 
weil es weder allgemeine Methoden (die auch schwerlich zu finden sein 
möchten), noch sonst bestimmte Vorschriften giebt, in bestimmten 
Fällen zu den unbekannten Eigenschaften zu gelangen. Nur in einzel- 
nen Fällen ist es möglich, und die Bemühung schien mir wichtig, meh- 
rere zu entdecken. Ich kam durch einige Integral- Ausdrücke, auf welche 
die Anwendung eines gewissen Grundgesetzes für die mathematische Theo- 
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rie des Electro- Magnetismus führt, auf diejenige Classe von Integral- 
Functionen, von welcher hier die Rede sein wird. 


Ehe ich beginne wird es aber gut sein, einige allgemeine Bemer- 
kungen über das Quadratur-Problem vorauszuschicken. 


Wie schon erwähnt, beruhet dasselbe auf der Realisirung eines 
Postulats. Nun ist es eine allgemeine Regel, dafs der Postulate nicht al- 
lein so wenige sein müssen, als moglich, sondern dafs sie auch mog- 
lıchst einfach sein, und zur Auflösung möglichst vieler und umfas- 
sender Aufgaben dienen müssen. Also auch die Function, welche hier 
postulirt wird, mufs so einfach sein als moglich, d. h. sie mufs so we- 
nige als möglich willkürlich- veránderliche Gröfsen enthalten. Die ein- 
fachsten Functionen sind offenbar die, welche nur eine veränderliche 
Gröfse enthalten, wie logx, tangx. Dergleichen Functionen will ich zer 
éSoynv einfache, oder Functionen mit Einem Elemente nennen. (Dafs die 
algebraischen Functionen noch elementarer sind, ist eine Einfachheit an- 
derer Art) Nach jenen kommen die doppelten Functionen, mit zwei 
Elementen wie x^, F'(c, Q) etc. Für mehr zusammengesetzte Functionen, 
als mit einem oder mit zwei Elementen, lassen sich schwerlich mehr Ta- 
feln berechnen. Denn da die Tafel für eine Function mit einem Ele- 
ment, z.B. für die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 100000, schon ei- 
nen ziemlichen Octav-Band füllt, so würde diejenige für eine Function 
mit zwei Elementen von gleichem Umfange 100000 Bände erfordern. 
Selbst wenn man sich mit dem hunderten Theile des Umfanges begnü- 
gen, und z.B. nur von x —0 bis x = 1000 und von y — O0 bis y — 1000 
gehen wollte, würde’ doch die Tafel schon 10 Zahlen enthalten, und also 
10 mal so grofs sein, als die Logarithmen-Tafel, die nur 10° Zahlen 
enthält. Eine Tafel für eine Function von drei veränderlichen Gröfsen, 
in dem Umfange von 0 bis 1000 für jedes Element, würde 10° Zahlen 
enthalten, also 10000 Bände, oder eine ganze Bibliothek füllen. Voll- 
ständig ausgerechnete Tafeln für dergleichen und noch mehr zusammen- 
gesetzte Functionen, wie z. B. 


des o REDEEM — log (b+ be + bia), 


welche pilote sieben willkürliche Grófsen c, e,, @,, b, b,, 6, und x 
enthält, sind also weder auszurechnen, noch herauszugeben und zu be- - 
nutzen möglich. 


14* 
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Eine wichtige Aufgabe bei der Untersuchung zusammengesetzter 
Integral- Formeln 1st also: sie in andere zu zerlegen, welche weni- 
ger, willkürliche Gröfsen enthalten. Je weiter die Zerlegung geht, je 
besser ist es. Es wäre z. B. wichtig, die dreifache elliptische Function 
II auf zweifache zu bringen. Die Berechnung der zugehörigen Tafel 
würde dadurch erleichtert werden, wenn auch die Tafel selbst nicht da- 
bei gewonne. 

Die zweite Regel für die Postulate bei den Integral- Functionen er- 
fordert, dafs sie einen so grofsen Umfang haben, d. i. eine so ausge- 
dehnte Anwendung gestatten, als möglich, vorzüglich da, wo sie am häu- 
figsten vorkommen, oder dafs man mit ihrer Hülfe so viele Differentiale 
integriren könne, als möglich. Die Functionen, welche am häufigsten 
vorkommen, und in welchen man durch eine leichte Substitution die 
Constanten auf mannigfaltige Art verändern kann, sind bekanntlich die 
algebraischen und insbesondere die rationalen. Wenn P, 0, R ratio- 
nale Functionen bedeuten, und f bezeichnet irgend eine transcendente 
Function, so kann man ein Quadratur-Problem als reducirt ansehen, 
wenn es die Form /Pd xf R hat, weil ein solches Differential im Allge- 
meinen auf die Form einer Summe mehrerer Producte gebracht werden 
kann, und die eigentliche Schwierigkeit nur in der Integration dieser 
liegt, die auch noch in Factoren aufgelöst werden können *). Nach der 
verschiedenen Bedeutung von f bekommt man verschiedene Arten von 
Differentialen, und jede setzt eine verschiedene Familie von Integral- Func- 
tionen voraus, nemlich diejenigen möglichst einfachen Functionen, mit wel- 
chen die Integration des gegebenen Differential- Ausdrucks ausführbar ist. 

Ist z. E. fR constant, so hat man die gewöhnlichen rationalen Dif- 
ferentiale wie Pdx, von welchen Joh. Bernoulli und Leibnitz un- 
gefähr gleichzeitig **) zeigten, dafs sie mit Hülfe der Auflösung einer 
rationalen Bruch-Function in einzelne Functionen von einer von diesen 
Formen: 


1. a^ ae ee ao Er 
X's 2. (b-]- ay"? 3. (b* 4+ 2b ac cos B+ x7)”’ 


*) Wenn man blofs fd foc nehmen wollte, so ist klar, dafs, sobald man, um den Ausdruck 
zu vereinfachen, statt x eine rationale Function von z oder eine solche, deren Differential rational 
ist, setzte, dieselbe in die Form fdz Pz.fR!(z) übergehen würde, welche immer die allgemeine ist, 
die man also in ihrem ganzen Umfange zu untersuchen hat. 


**) Montucla III. p. 132. und 147, 





œ 
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wo n eine ganze positive Zahl ist, vorzüglich auf Logarithmen und Kreis- 
bogen zu bestimmten Tangenten gebracht werden können. 

Bezeichnet dagegen f eine der einfachsten der irrationalen Formen, 
z. B. die zweite Wurzel, wie bei der Rectification der Curven, so 
entsteht schon eine unendliche Mannigfaltigkeit von Integral- Functionen, 
je nachdem R in YR auf höhere Grade steigt. Für den Fall, dafs R 
blofs eine ganze Function vom zweiten Grade ist, wie at a,x + 4,2", 


. 7 e. . [9] a x e 
oder auch eine Bruch-Function vom ersten Grade, wie ach dr zeigte 


b-+b,x 


Newton in seiner ,,guadratura curvarum,’ dafs die Integration von 
PdxyR auf den Ausdruck der Fläche elliptischer und hyperbolischer 
Ausschnitte führe. Späterhin zeigte Cotes, dafs alle diese Integrationen 
auf einfachen Functionen, nemlich Logarithmen und Kreisbogen beru- 
hen, deren Eigenschaften schon bekannt, und für welche schon Tafeln 
vorhanden waren, womit also die Quadratur oder die Untersuchung von 
f[Pdxy(a-d-a,x-]-a,2?) vollendet war. 

Im Allgemeinen zerfällt jedes Quadratur-Problem in drei Theile. 
Sie sind folgende: 

1) Die Zerlegung, d. h. die Aufsuchung der einfachsten Functio- 
nen, fx, gx etc., mittelst welcher, wenn man sie als geloset voraus- 
setzt, die Integration aller zu einerlei Classe gehörigen Differentiale 
moglich ist. 

2) Die Vergleichung, d. h. die Untersuchung der Theorie der po- 
stulirten Functionen oder derjenigen Eigenschaften derselben, vermittelst 
welcher beliebige Functionen von einerlei Ferm mit einander verglichen 
werden können; z.B. wenn man ein Paar Werthe einer Function f, wie 
fx, fy kennt, einen anderen fz, und durch Wiederholung, beliebige an- 
dere zu finden. 

3) Die Berechnung von Tafeln der Functionen, welche durch 
die Kenntnifs ihrer Eigenschaften sehr erleichtert wird, oder wenigstens 
nach Belieben mufs controllirt werden können. 


Jede Function von eigenthümlicher Art hat ihre besonderen Eigen- 
schaften, und kann als ein für sich selbst bestehendes Ganze blofs in und 
durch sich selbst berechnet werden. Da eine Differential-Gleichung ım 
Allgemeinen nichts anders ist, als der analytische Ausdruck der Aufgabe, 
eine Function zu finden, die so und so beschaffen sei, so ist klar, dafs 
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eine gesuchte Function nicht immer blofs eine Combination bekannter 
Functionen sein darf, und daher kommt es, dafs die gegebene Differen- 
tial-Gleichung nicht sowohl dient, die unbekannte Function selbst zu 
finden, als vielmehr diejenigen Eigenschaften zu finden, nach welcher 
die Tafel ihrer Werthe zu berechnen sei. So mufs es sich auch bei dem 
Quadratur-Problem oder bei der Auflösung der Gleichung dy=fxdx 
verhalten. Wenn diese Gleichung im Allgemeinen und abstract, für den: 
Fall, dafs fx rational ist, gegeben würde, und man kennte blofs die alge- 
braischen Functionen, so würde man durch einen consequenten Ver- 
such, die Gleichung in geschlossener Form zu lösen, nothwendig auf die 
Idee der Logarithmen und Kreisbogen, als der nächsten Functionen mit 
einem Element, die mit in die Combination gehören, welche y ausdrückt, 
geführt worden sein. Es gereichte zu grofser Erleichterung, dafs ihre 
Eigenschaften schon bekannt und Tafeln dafür ausgerechnet waren *). 
Der einzige Fall *), wo man auf rein analytischem Wege zu einer 
vollständigen Kenntnifs neuer Functionen gelangte, ist der, in welchem 
"o fR = Vlataat aa? + a,x + a,x). 

Schon Maclaurin und d’Alembert fingen dieZerlegung an, indem 
sie zeigten, dafs mehrere dahin gehörige Integrationen auf der Rectifica- 
tion der Ellipse und Hyperbel und gewisser Curven vom dritten Grade 
beruhen. Euler, Landen, und hauptsáchlich Legendre, welcher 
zeigte, dals jedes JPdey(a)x auf drei neuen elliptischen Functionen 
F(c, ©), (ec, Q), ln, c, ©) beruhe, von welchen zwei, Functionen mit 
zwei Elementen sind, und eine, eine Function mit drei Elementen ist, 
vollendeten die Zerlegung. Die Vergleichung derselben wurde von 
Fagnani vorbereitet, welcher zuerst die Bissection der beiden ersteren 
fand, von Euler aber vollendet, der die allgemeinen Eigenschaften der. 





*) Die Hauptformeln für die trigonometrischen Functionen. finden sich schon (geome- 
trisch ausgedrückt) beim Ptolemaeus, Peurbachius machte darauf aufmerksam, und Regio- 
montanus bediente sich ihrer, nebst den Differenzen, zu der Berechnung der trigonometrischen 
Tafeln. Ich weifs nicht, wie unter diesen Umständen Montu cla, Hes des mathein. III. p. 277. 
sagen kann: „Je ne vois pas que ces expressions sin(s - y) — sin x cos y + COS © sin y etc, fus- 
sent connus au premiers calculateurs de nos tables trigonometrigues." 

**) Dafs man, ohne die allgemeinen Eigenschaften einer Function zu kennen, dennoch Tafeln 
für dieselbe hat ausrechnen können, wie es bei den Soldnerschen, Krampischen u. s. w. der 
Fall ist, beweiset blofs die Geduld der Rechner, und die Vervollkommnung der Rechnen - Methoden 
gehört aber nicht hierher, wo vielmehr von der. vollständigen Entwickelung einer ganzen Classe 
von Integral- Functionen die Rede ist. 
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ersten entdeckte, so wie von Legendre, der die Eizenschaften der letz- 
teren fand, und Tafeln dafür, jedoch nur mit grófseren Zwischenräumen 
rechnete. 

Betrachtet man /Pdxy x weiter, so scheint dieser Ausdruck immer 
neue Integral- Functionen vorauszusetzen, je nachdem & auf höhere Grade 
steigt; jedoch kann er im Allgemeinen, wenn R nicht über den sechsten 
Grad geht, noch auf die obigen gebracht werden, wie ich bei einer an- 
deren Gelegenheit zeigen werde. Die elliptischen Functionen hat man 
als diejenigen transcendenten Functionen angesehen, welche von nächst 
hóherer Ordnung sind, als die Logarithmen, welche die erste Ordnung 
der Integral-Functionen erreichen. Diejenigen, welche hier abgehandelt 
werden sollen, gehören aber, meines Erachtens, ebenfalls in die nächst 
höhere Ordnung. Zuerst ist leicht zu sehen, dafs wenn z.B. eine wie- 
derholte Integration, wie /dx/y dx zu machen ist, wo y eine rationale 
Function von x oder y bedeutet, die zweite Integration auf fdxPlogR 
oder fdxæParctangR, also sehr oft auf diejenige Classe von Integratio- 
nen führen werde, welche hier abgehandelt werden sol. Die Functio- 
nen aber, welche diese Integration voraussetzt, entstehen gleichsam durch 
die Wiederholung derjenigen Operation, welche den ersten Integral- Func- 
tionen den Ursprung gab. Sie gehören also, in gerade - aufsteigender Linie, 
in die nächst höhere Ordnung. Heifsen also jene logarıihmische, so 
würden die von der nächst höheren Ordnung bilogarithmische zu 
nennen sein. Sie übertreffen übrigens die elliptischen sowohl an Ein- 
fachheit, da Eine oder höchstens zwei von ihnen blofs einfach sind, und . 
Eine zweifach ist, als auch an ausgedehntem Gebrauche, weil R von be- 
liebigem Grade sein kann, ja selbst P und R rationale Functionen, sowohl 
von x als von y (a ax + a,x°), und selbst allgemein jede beliebige ir- 
rationale Gröfse, die sich durch irgend eine Substitution rational machen 
läfst, sein können. Auch lassen sich noch viele andere Integrationen dar- 
auf bringen, z. B.: 

[0d R[y (a + a, e* + a, €) cos ET, 
[6d R(sinQ, cos), 

[d log R[e? V(b + b, e? + Be], 
fd Qlog R(sin Q, cos Q), 

[4 Q arc tang R(e?) etc., 


wo A immer eine rationale Function bedeutet. 
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Ich glaube also, dafs die drei neuen Functionen, deren Entstehung 
und Gebrauch ich vortragen will, einige Aufmerksamkeit verdienen, um 
so mehr da sie, wie sich in der Folge zeigen wird, mehrere Eigenschaf- 
ten haben, die denen der elliptischen Functionen ähnlich sind, und mit 
deren Hülfe auch die Construction und Berechnung von Tafeln ihrer 
Werthe sehr erleichtert werden kann. Einstweilen, bis Jemand die Be- 
rechnung solcher Tafeln unternimmt, will ich die merkwürdigsten Werthe 
der Functionen mittheilen, und convergirende Reihen geben, durch welche 


man mit etwa 5 Gliedern die Werthe wenigstens bis auf 7 Decimal- 
stellen finden kann. 


Allgemein sind diese Functionen, so viel mir bekannt, noch nicht 
untersucht worden. Man findet nur entweder Reihen für verschiedene 
hierher gehörige Integrale, z.B. (bei M. Hirsch, Integral- Tafeln S.291.; 
bei Du Bourguet, calcul différentiel et intégral. tome I. p. 449), oder 
einige bestimmte Integrale (ntégrales définies) (bei Du Bourguet, bei 
Poisson, Journ. de l'Ecole polytechnigue cah. X. p. 612., welcher S. 617. 
sagt: ,,cela conduit à une classe nombreuse d'intégrales définies, qui n'ont 
pas encore été considérées par les geometres,” bei Euler, act. Petrop. 
T. VII), von welchen sich aber zeigen wird, dafs sie nur unmittelbare 
Corollarien der Eigenschaften der Functionen sind. Was eigentlich in 
der Theorie dieser Functionen bis jetzt Bedeutenderes gefunden, ist die 
Formel für die erste Function, welche ich weiterhin durch A(x) bezeichne. 
Sie ist von Landen gegeben und von Legendre (Exercices de calc. 
int. tome I. p. 244.) bewiesen. Er fügt hinzu: ,,jusgu’a présent on mest 
pas allé plus loin dans la théorie de ces sortes de transcendentes." D. 


Bernoulli hat in den nov. Comment. Petrop. 1772 p. 4., die Summe 


einer Reihe gegeben, welche einem hierher gehörigen bestimmten Inte- 
gral gleich kommt. Ich finde eine Arbeit von einem Engländer, Namens 
Spener ,,fissay on Logarithmic transcendents" angeführt, habe sie aber 


nicht zu Gesicht bekommen können, weils also nicht, ob sie hierher Ge- 
höriges enthält. 


Die Zerlegung einer gegebenen Differential-Formel dx fx mufs 
ım Allgemeinen darauf ausgehen, sie in Summen mehrerer ein- 


fachen Functionen zu zertheilen, z. B. so, dafs fe=Qxc+ Lx, und 
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[fx dz = f@xdx+ f/x dr*). Ist die Formel nicht schon an sich selbst 
von der Art, dafs es sich thun läfst, so mufs man sie durch irgend eine 
Substitution so zu verwandeln suchen, dafs es geschehen kann.  Ent- 
hält fx mehrere willkürliche Constanten oder Potenzen davon, so làfst 
sich im Allgemeinen [dx fx, wie leicht zu sehen, nicht in andere ein- 
fachere Ausdrücke auflösen, ohne durch die Substitution wenigstens wie- 
derum eben so viele willkürliche Constanten einzuführen, welche dann 
theils zur Wegschaffung der anfänglichen willkürlichen Grofsen, theils zu 
der beabsichtigten Auflösung in Summen mehrerer einzelnen Functionen 
dienen. Die Formen für die Substitutionen, die man zunächst versuchen 
wird, sind die algebraischen und insbesondere die rationalen, weil sie 
immer zugleich eine solche Trennung erlauben. Wenn man nemlich in 
dxfx == dy irgend eine rationale Function R von z für x setzt, so 
dafs dy — dzP.fH, so kann, wie leicht zu sehen, der äufsere Theil P, 
als rationale Function von z, immer nach bekannten Zerlegungs- Regeln 
(man sehe die Beilage L) in eine Summe von mehreren einzelnen Thei- 
len von der Form: 

1)z 

a 
2) (bd zy und 
3) RE N RE us 
(b?-+2bz (b? + 26z cos ac + z^)" | 

aufgelöset werden, so dafs man nunmehr om einzelne Theile, wie 

1) [z"dzfR, 

2) pee A und 

3) fie». 

(b? --2bz cosa +?) 

zu untersuchen hat, und die weitere Zerlegung beruhet dann darauf, die 
in À eingeführten willkürlichen Constanten so zu bestimmen, dafs ent- 
weder {R ebenfalls in eine Summe von einfacheren Functionen aufgelo- 
set werde, oder dafs wenigstens die Zahl der willkürlichen Coefficien- 





*) Die Auflösung in Producte, wie fx = px.yx, hat im Allgemeinen keinen Nutzen, aufser 
wenn «jo — F(fo» dx), so dafs ; 
[F5 dx = [pxdx.Ffpxdx = F'fpxdx...., 
wo dF'» — dx Fx ist, oder auch, wenn z. B. ein Factor rational ist, und daher in mehrere Glie- 
der aufgelóset werden kann. 


Ccalie’s, Jourgal, 111: Bd. 2. Hit. 15 
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ten geringer werde. Durch das Verfahren, immer neue willkürliche Gró- 
fsen statt der vorigen zu setzen, gelingt es in der Regel, die gegebene 
Form so zu verwandeln, dafs man einen einfacheren und regelmäfsige 
ren Ausdruck erhält. | 

Specielle Regeln für die weitere Zerlegung zu geben, scheint im 
Allgemeinen nicht möglich *), da sie sich offenbar nach der jedesmali- 
gen Art der Function f richten müssen. Ich will blofs diejenige anzei- 
gen, deren ich mich bei der gegenwärtigen Untersuchung mit Erfolg 
bedient habe. Wenn man nemlich aus einer Differential-Formel, welche 
6 bis 7 willkürliche Constanten enthält, dieselben wegschaffen, oder sie 
wenigstens bestimmen will, so scheint es beim ersten Anblick, dafs man 
gleich Anfangs eine Substitution machen müsse, welche wiederum we- 
nigstens eben so viele neue Arbitrairen einführt. Es scheint mir indes- 
sen besser, schrittweise zu verfahren, und erst einige wenige einzuführen, 
z.B. zwei, deren man sich bedient, um die gegebene Differential -Formel 
erst einigermafsen zu zerlegen, z.B. in zwei etwas einfachere Theile. 
Man wiederholt dann die Operation, bis man zu möglichst einfachen 
Differentialen gelangt. Der Nutzen dieses Verfahrens besteht theils darin, 
dafs, weil die Zahl der zu bestimmenden willkürlichen Constanten ge- 
ringer ist, die Elimination erleichtert wird, und die algebraische End- 
Gleichung auf einen minder hohen Grad steigt, theils darin, dafs man 
bei jeder neuen Substitution eine andere Form für die, willkürliche Con- 
stanten enthaltenden Functionen wählen kann. Auf diese Weise kann man 
in jedem einzelnen Falle entweder unmittelbar oder durch einen beson- 
deren analytischen Calcul finden, welche Form der substituirten Func- 
tion am besten zum Ziele führt. Auch partielle Differentiationen und 
Integrationen gewähren zuweilen einige nicht zu übersehende Vortheile. 

Auf diese Weise ist es mir gelungen, die gegebenen allgemeinen 
Differentiale erst in einzelne, noch ziemlich zusammengesetzte Theile, 
darauf diese wieder in zweifache, und endlich die meisten auch in ein- 
fache aufzulösen. 

Es ist merkwürdig, wie die Schwierigkeiten zunehmen, je weiter 
man in der Zerlegung kommt, fast auf die Art, wie bei der chemischen 
Analyse, wo die erste Zerlegung zuweilen sehr leicht ist, die endliche 


*) Die allgemeinste Regel drückt die bekannte und wichtige Formel fpdg =pg—/[gdp aus. 
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Trennung. der einzelnen Elemente aber oft fast unüberwindliche Schwie- 
rigkeiten hat. Die letzte Zerlegung dieser oder jener Function mit zwei 
Elementen fand ich nicht eher, bis ich versuchte, sie als eine eigene 
neue Function, oder als ein Element zu betrachten, und ihre Eigenschaf- 
ten zu untersuchen. 

Diesemnach will ich nun zuerst zeigen: 

1). Wie das logarithmische Integral /PdxlogR in andere, weniger 
zusammengesetzte aufgelöset werden kann. 

2) Wie eben dieses mit dem Kreisbogen- Integral /Pdxarctang R ge- 
schieht. 

3) Wie die solchergestalt erhaltenen, minder zusammengesetzten In- 
tegrale in Functionen mit zwei Elementen zertheilt werden können. 

4) Wie diese Functionen mit zwei Elementen in Functionen mit ei- 
nem Element aufgelöset, oder wenigstens eine durch die andere aus- 
gedrückt werden können. 

Hierdurch ist die Zerlegung der gegebenen Differential - Formeln 
geschehen. Die Aufgabe ist dann ferner, die Eigenschaften der neuen 
Funetionen zu finden, und Tafeln dafür zu berechnen. | 

Der Kürze wegen wollen wir uns folgender Bezeichnung bedienen. 


Bezeichnung der Functionen. 

1. Eine Function mit einem Element soll durch einen grofsen oder 
wenigstens langen Buchstaben bezeichnet werden, welcher unmittelbar 
vor das Element gesetzt wird. Eine unbekannte Function soll durch 
griechische Buchstaben, wie z. B. @x, x, eine gegebene durch latei- 
nische, z. B. wie fx, gx bezeichnet werden. Also: 

Sinus x durch 4$ x, 
Cosinus& durch Cx, 
Tangensx durch Tx, 
Logarithmusx durch Lx, 


Æ Lax) durch Ax. 


2, Die umgekehrten Functionen sollen durch das umgekehrte Zei- 
chen, oder auch durch einen Strich über dem Zeichen der directen Func- 
tion bezeichnet werden. Also:  — dos 

arcus sinus x durch Sx oder durch %~, 


arcus cosinus x durch Cx oder 9x, 
157 
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(demnach cosx durch 9 x) 

arcus tangens x: durch Z’x oder durch J x. 
(Diese letzte Bezeichnung ıZ, als 2 betrachtet, scheint sehr gut an die 
zwei L (log) in dem imaginairen Ausdrucke von arc tang x: 


a; i3) — La —iz) 
zu erinnern.) 
3. Zusammengesetzte Functionen sollen durch eine Complexion meh- 
rerer Buchstaben bezeichnet werden, z.B. eine ganze Function vom nten 


Grade durch (s oder ü 


gende Form: 


n 
a 


x. Dieser Ausdruck hat also entwickelt fol- 





x —a,J-ax-d-2ox-....--ex"-— (“) a 





x vom zweiten Grade ist auf diese Weise im Allgemei- 
nen = 0,-+-0,x-+ a,x°. (Diejenige mit imaginairen Factoren von der . 
nemlichen Ordnung, nemlich o*- 2axCa + x* ist besonders merkwür- 


Die Function © 





dig, und soll, wo es nothwendig, durch [2] oder (ai) bezeichnet wer- 
den. Der Winkel wird immer mit demselben griechischen Buchstaben 
bezeichnet, den die Constante aus dem lateinischen Alphabet hat.) 


Ferner soll bezeichnet werden 
fdzy (1—6c 82?) durch £7, wie bei Legendre, 
dx " a 
EIC 1 2zC2a--2* durch D_, 


d 2 2 
Tr Tz) durch HZ. 


Der Kürze wegen kann man die Variabeln, welche mehreren Func- 
lionen gemein sind, oder die sich leicht von selbst verstehen, weglassen, 


also Er, Ez statt Ls E^; Dz, Dz statt Ds Diss ja selbst C statt 


2 
Ca; À statt e eto, zu. (%) oder (5) statt a* + 20axC + 2’ oder 


a + 2axcosa + x? etc. schreiben. 

Dieser Bezeichnungen und Abkiirzungen werde ich mich bei der 
Rechnung bedienen; in den Resultaten aber werde ich die gewöhnlichen 
Bezeichnungen beibehalten. 
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I. Allgemeine Zerlegung von f/PdxLR. 
Eine erste Zerlegung dieses Ausdrucks ist leicht. Denn da eines- 
"E 
"E 


(s (e, als ganze Functionen, kónnen in einfache oder quadratische 


theils R von der Form 





ist, » ist LR = L(“)2—L(")a, und 


Factoren von der Form (c+c,x)" oder (e?-+-2erCB-+ a?) zerlegt wer- 

den. Also ist LR eine Summe von Größen, wie 2 L(c+c,x) und 

nL(e--2exCß-H- 2°); anderntheils aber kann P als rationale Function 
ré x 


i) 
()* 





von der Form , nach bekannten Regeln (Beil. I.) in mehrere Theile 


von der Form 

x”, 

(a + 0,2)" oder 

a+a,;x 

(b? -]-20 xc C B -I- x?) 

aufgelöset werden. 
Durch diese beiden Zerlegungen, welche nur die Auflösung alge- 

braischer Gleichungen picem findet man also: 


P= Zur HE s 77 = GL 2ba Cpa) 


und 


LR = Znl(c+cx) + zeL(e-4-2eC€z 25 
folglich ist /Pdx. LR in 
n.L(c) n (a) L(c) 


fiz|zZnaz" L0) z oO EIS 
zen be) + > + Z 2 | 
zerlegt worden, wo Z(Fz) die ratos s vorhandenen Functionen von 
der Form F(z) bedeutet, und der Kürze wegen nur das erste Glied statt 
der Functionen selbst gesetzt ist [z. B. (2°) statt 72220 + x°]. 
Durch diese Vorbereitung ist also nun so viel gewonnen, dafs man 
nur noch die sechs Ausdrücke einzeln zu untersuchen braucht, welche 
entstehen, wenn jede von den zwei Formeln aus LR mit jeder von den 
drei aus P multiplicirt werden, und welche, wie folgt, bezeichnet wer- 
den sollen: 
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[4 = frdzL (Ms = fe daL(a4d-a,2), 
B= [a’dzb(%)z = fa"drL(a--2azrCa-J-2), 


C OT L(t)s — EE zh .L(a+a,z), 


7 D -J t = fy yc .L(a? +2axCa+ x), 








f - (A) mda 
E = 2) = fo BL L (c 4- c, 2), 


F - fig nO - ete L (64-2620 +2"). 


Um nun diese Ausdrücke zu integriren, kann man sich der bekannten 
Reductions - Formel 


Jpdg = pg —Sadp 


bedienen. 
Ist nemlich L A — p und /Pdx — Q, so ist nach dieser Folmel: 
JPXs Tin OLE FED; 

welche Formel beinahe alles, was bisher über logarithmische Integrale 
gesagt worden, ausdrückt. (Man sehe z. B. Lacroix Zr. du Calc. différ. 
et intégr. sec. edit. Tom. IT. p. 25 sg.) Ist Q oder [Pdx rational, so ist 
die logarıthmische Integration schon auf die gewöhnliche rationale redu- 
cirt, leider aber enthält Q häufig Logarithmen oder Kreisbogen, so dafs 
man sich nur im Cirkel bewegt. (In der von Lacroix a. a. O. gege- 
benen Formel für /Pdz(Lz) enthalten die dortigen Grófsen M, L, X 
etc. nicht allein dergleichen, sondern noch andere höhere transcendente 
Gröfsen, die nicht angedeutet sind.) 


. . , 17 | 
In dem gegenwärtigen Falle ist P entweder x”, oder (1) z| oder 


(1) m an (jet 


(T und @ entweder oder 











iusta oder 
n + 1? n—1 °’ 


3; 
Be, aur ee e freer 
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Nach bekannten Integrations- Regeln ist - 


| dx __bC+x a Ar pn An k x+bC8 
Por won Ott te Tis ete 
OT "OT Hr es Pe RE 
woselbst a, a, etc. und £ gewisse Constanten sind. (Hirsch. Int. Tafeln 
p. 106.) 


Uebrigens ist R entweder von der Form a-+a,x oder a + 2a x Ca +27, 


und demnach dR=adz, oder 2(e at x)dx und — = 
__ 2.(aC+ax)dæ 
^. a*--2«C€x-d-x?' 
Hieraus erhellet, dafs im Allgemeinen durch diese Reduction sowohl À 
und B, als C und D auf Integrale rationaler Differentiale reducirt sind, 
E und F aber, wenn nicht etwa « — a, b C ist, nothwendig Theile von 
der Form 





a, dæ 


bm es oder 


e$ do c-4bCP 











cc, 0 TERS ga oder 
\ Jr dx(cCy+x) Mr RACE 
C? + 20x C7 + x? 6S 


enthalten. Diese beiden Ausdrücke mit Z sind demnach solche, die sich 
nicht durch die allsemeine Reductions- Formel auf Integrale rationaler 
Differentiale bringen lassen, und die folglich nicht durch Z und JZ aus- 
gedrückt werden können. Durch weitere partielle Integration erhält man 


nemlich 
sette urge 2) 
$5, ß 





(at fan n)» 


also besondere Fälle von E und 7, nemlich mit dem Exponenten 7 — 1, 
welche demnach ausgenommen werden müssen, und durch E' und #* be- 
zeichnet werden können. | 

Dergleichen Ausnahmen finden sich auch im Vorhergehenden, nem- 
lich in 4 und B, wenn 7 — —1, in welchem Falle Q = Lx und in € 


und D, wenn z — 1, in welchem Falle 0=-L(b-+b,2) ist und dem- 
nach ELS wieder dieselbe Form bekommt, nemlich logarithmisch - ra- 


tional wird. .4^ und B7* aber kónnen entweder auf dem Wege, auf 


116 13. Hill, über die Integration logarithmisch - rationaler Differentiale. 


welchem wir sie erhalten sollten, nicht vorkommen, oder wenigstens als 
besondere Fälle von £ und D (nemlich für 5 — 0) angesehen werden. 
Es sind also nur folgende Ausnahme-Fälle weiter zu untersuchen. 


C — Mom 
é D' = Pru ee TEEN 
j d 2 (a -dl- a, x 
P = foedo ps beten) 
JE hes " dæ(a+a;x) -L(é--2ez C y-L a), 


b? +25 x Cy+ x? 
von welchen schon, weil sie von der allgemeinen Integrations- Formel 
eine Ausnahme machen, zu vermuthen ist, dafs sie eigenthümliche Func- 
tionen enthalten, die als bekannt vorausgesetzt werden müssen, wenn die 
Integration möglıch sein soll. 


Die drei ersten Ausdrücke ee als besondere Fälle des vierten 


)zdz 


F', unter die allgemeine Form fs (D A L(3 aE: gebracht, angesehen wer- 
den; doch würde dieses gegen unsere Absicht sein, weil gerade ein- 
fachere Functionen gesucht werden. Diese drei einfacheren Formen 
aus der Acht zu lassen, würde schon errungene Vortheile aufgeben heifsen. 


Bevor wir zur weiteren Untersuchung dieser Functionen schreiten, 
wird es gut sein, erst noch eine andere Classe von Functionen zu be- 
trachten, nemlicb die mit £, von welcher schon einige specielle Fälle 
bei der Untersuchung der logarithmisch - rationalen Ausdrücke vorkamen, 
und welche demnach mit diesen verwandt sein müssen. 


2. Allgemeine Zerlegung von /Pdz.arc.tang. Ri. 


Dieselbe beruhet theils auf der bekannten Zerlegung der rationalen 
Function P in Partialbrüche, theils auf einer weniger bekannten Eigen- 
schaft der Function ı2 (arc. tang.), dafs nemlich die arc. tang. zu rationalen 
Functionen (d. h. die Bogen, deren Tangenten rational sind und die ich 
rationale Z nenne), in eine Summe von arc.tang. vom ersten Grade 
(d. h. von Bogen, deren Tangenten rationale Functionen vom ersten Grade 
sind) zerlegt werden können. (S. Beilage IL) 
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Nach epi Satze kann man annehmen, dafs 
IR= 





? 


schon durch Auflösung einer mn Gleichung zerlegt ist. 
Nun ist aber, wenn f/Pdz = Q, 





dR 
| JPdxLR = QLR— ic IE 
Dem Vorhergehenden zufolge darf man also nur für R eine von den Gro- 
[sen ac , oder anders bezeichnet, @-+«a,x nehmen, so dafs 
dR di. dX 


TER — 1-r(a-a x)? 
statt O aber mufs, da P nach geschehener Zerlegung die Form x”, oder 


ata,x 


n--1 
, oder 0? 3222 C4 x^y haben muls, entweder eae oder 








br 
(b+b, x)" 
GITE oder endlich 


ICE "i I E rw add NEU TP] asa RL An—ı à LE kg £568 


cor EP eren 


gesetzt werden. 

Die möglicherweise hierher gehörigen einfacheren Formen der ra- 
tionalen Kreisbogen-Differentiale (deren offenbar, da ZA sich nur in die 
eine einfachere Form ıZ (@e-H-a,x) auflöset, nicht mehrere, als der ver- 
schiedenen Formen der Partialbrüche der rationalen Function P, nem- 
lich drei, sein können) müssen demnach, wie folgt, ausgedrückt und all- 
gemein integrirt werden, nemlich: | 


n is a ati a 1 va, xt dx 
e = fx ded(t)a = perder +041 
2d nt 
ro 
i Graz C C — a. BEN IS dx 
1109 ER à 9, (D OT * Te | 
GT PET * OT 
+ )— A Sl 
io JO) 104 


Crelles Journal. III. Bd. 2. Hft. 16 
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Man sieht hieraus, dafs die beiden ersten & und ß sich auf Integrale ra- 
tionaler Differentiale bringen lassen, und demnach im Allgemeinen durch 


Z und L ausgedrückt werden; die dritte y aber, da f LEN 
(9*] 


JL Tsao enthalt, einen besondern Fall von sich selbst, nemlich: 
h daz y MEM CB 
QUT D 
ST 


Es bietet sich daher y für 2 — 1 immer als ein besonders zu un- 
tersuchender Ausdruck dar. Dergleichen Ausnahme-Fälle giebt es auch 
in &, für n — —1, und in ( für n — -1; der erste aber (a *) ist, wie 
man siehet, nur ein besonderer Fall von dem letzteren (^. Demnach 
sind aus dem allgemeinen zusammengetzten Integrale /PdxZR nur fol- 
gende abzusondern, von welchen zu vermuthen, dafs sie eigenthümliche, 
einfachere Bestandtheile enthalten; nemlich: 


G M pd (+ aa), 


= feral C+ am), 


wovon jedoch das erste, 2’, ANS partielle Integration in 


"= LO-E Let aa) fe LÉ) 

tt [)] 
übergeht, und folglich auf dem vorher aus den logarithmischen Integra- 
len herkommenden E* beruhet; das letzte, y, aber wird 


= [zz (x int 4L (io 
f? dx GUY, biz 608 


Lad. b . . 
wo 4 ——Ó und beruhet daher theils auf einem besonderen Falle 


immer 


voraussetzt. 








von dem vorher gefundenen P", theils auf einem besonderen Falle von 
sich selbst, nemlich, wenn a, — 0, Ks 


8. i= f Er CL AL (+ 6,2); 


welches daher der einzige den rationalenZ Differentialen eigenthümliche 
Integral- Ausdruck ist, 
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3. Zerlegung der bis hierher gefundenen Ausdrücke in 
Functionen mit zwei Elementen. 


Das Vorhergehende zeigt, dafs die Integrale von Pd x LR und Pdx ZR, 
wenn P und A rationale Functionen von x bezeichnen, aufser den bekann- 
ten Functionen weiter keine andere neue enthalten können, als diejeni- 
gen, welche sich in C', D', #' und 0 befinden. Wir brauchen uns da- 
her nur mit diesen zu beschäftigen, um die darin vielleicht enthaltenen 
Elemente auszuscheiden, das heifst: die einfacheren Functionen zu finden, 
die als bekannt angenommen werden müssen, wenn die Integration mög- 
lich sein soll. In dieser Absicht werden die fünf gefundenen Ausdrücke 
so viel als möglich zu vereinfachen gesucht werden müssen. 


Erstlich: C! oder f= L (a + 4,2), 


wird 
—[- L404» = LyL4 -r»y, 
wenn man 
4 -—a-—-ab,x- zy—i 
und 
f[Zrat5»-i 
setzt. 


Die Function C! mit vier Elementen (nemlich o, «,, 5 und x) 
reducirt sich demnach auf die einfache Function, die ich durch Ay be- 
zeichne, weil einestheils C und J’ schon andere Functionen bedeuten, an- 
derntheils, weil die Function A mit L(log) merkwürdige Aehnlichkei- 
ten hat. 

Bei diesem Integrale C' sind einige besondere Fälle zu erwägen. 

a) Wenn 2 — a,b ist; so wird 
C — LÉ[L(aWL-ax)- 
Denn setzt man à -1-a,x =z, so wird 5 + x = b+ = und folglich 


dx 7, dz 
Jis +4,x) = f Ez == 1(Lz) + Const. 


b) Wenn a<a,b, oder A=a—.a,b) negativ, =—c* ist, so scheint 
beim ersten Anblick eine andere Form der Function mit einem Element 
angenommen werden zu müssen. Man kann indessen die Integration auf 


16* 
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. . | 2 
folgende Weise auf A reduciren. Wenn man nemlich x=Z, 
a 


1—z : : 
1-95 und integrirt, 


C = —Le’. este L(Lzy —A(—z). 
Done folgt, dafs À die einzige Function ist, die zur Integration aller 
zu C' gehörigen Ausdrücke zu postuliren nothig ist. 


Zweitens. JD! oder 45 . L(a* 4 - 24x Ca + x), 


| 


—b 





d i 
setzt, so findet man dC == — -— Le( 


wird 
={= L[a?—2abCa+ bh +2(¢Ca—bay + ay], 
wenn man © — y b setzt. Nun ist 
& —2abCa 4- f = (2) (—8, 
also positiv, weil C ) x nur imaginaire Factoren hat, und folglich. durch 
keinen reellen Werth, und noch weniger (z. E. durch x — — b) negativ 
werden kann. Wir können daher q? = (2) (—b) setzen. Dieses giebt: 
(aCa—b)* = «a (oder à? —2abCa + 65, 


und folglich. kann 


aCa—b à 
up DERE 





gesetzt werden. 
Hiedurch wird nun D' in Ly La + D, verwandelt, wenn man der 
Kürze wegen die Function / 2? (1 in se + y?) durch D^ bezeich- 


net, welche offenbar eine Function mit zwei Elementen ist, mit deren 
Hülfe jedes Differential von der Form dD" integrirt werden kann. 


Drittens. £' oder JE Le + 6a) 


(“) cde 
= fs ^ (1) x 
kann zuerst v) 5 


= 10 ff ines! Lon L()s = £«Ei4 AE, 


gesetzt werden, woraus .4 durch AUNT — a—ba0,C gefunden 
wird. Durch partielle Integration findet sich alsbald für den ersten Theil 
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d b 
E£ =f Lf) x T L(5 IC. L( (erase a . (5) AES 


welcher solchergestalt auf D' reducirt, En folglich Ws die Function 





mit zwei Elementen: D^ gefunden werden kann. 


Setzt man x — ay - b, so verwandelt sich der zweite Theil 
E; =f. L(i) Vi 
(3) 


fpes tan 
ENTE: qr OS aa 
(5)6 4-225*y-o*y* 


in 


wo b = DCR LE ist. 
Nun kann man a x y[() e|. mit demselben Zeichen wie e, neh- 
men, wodurch ac, positiv wird, und entweder b' = 0 (und folglich 
b — — 5C, und a— 55(2, oder auch c + e,b — 0; wodurch sich, wie 
man siehet, der zweite mney E? entweder dy 
VEL yy = If, 
oder auf 
d e 
ice = P, 
reducirt, und da beide nur eine arbitraire Constante enthalten, so kann 
E' durch Functionen mit zwei Elementen gefunden werden: nemlich 


durch D^. und entweder durch p oder N von welchen Fe am dien- 


lichsten zu sein scheint. Setzt man nemlich « = b(ySß— C) und 


A= P so findet man: 
| : 
E,— 557° ‚(ZyLe5Sß+47 E)! 
Viertens £” oder f us . 2caCy + x’). 
Eben wie in É' kann man den logarithmischen Theil in dP von dem 
Kreisbogen- Theil absondern, wenn man 


— A [CT Jo 2a “(Je (o. 
fea tie 0.10 


setzt, indem man, wenn man wieder differentiirt, 4 — a — 2, 5 CP er- 
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hält. Setzt man nun, um die Absonderung weiter zu treiben, 
x =c(ySß—Cy), so reducirt sich F', aufser auf Z und L, noch auf 
zwel neue ipod von der Form: 


ex — .L(a +2ayCa + y?) ET L 2) v] 
und 


2yd CONT 
m 2a y Ca + y°) = fara t y».1 (y. 
deren jede eine Function mit drei Elementen ist, nemlich c, « und y 
enthaltend, wenn nicht etwa ein bestimmtes Verhältnifs zwischen den 
gegebenen Coefficienten Statt findet, wodurch a = 1 oder Ua — 0 wird, 


wie z. B., wenn CR = cCy; wie wir weiter unten sehen werden. 


Durch diese Sonderungen und Substitutionen gelangt man daher zu 
der gesuchten Zerlegung von F* in Functionen mit zwei Elementen 
nicht. Man mufs also eine andere Art der Substitution versuchen. 





Unter den algebraischen Formen 1st 2-7: besonders merk würdig, 


PE By 


weil man dadurch drei willkiirliche Grofsen einführen kann, ohne durch 
die Substitution den Grad der Function zu ündern. Bei Untersuchungen 
wie die gegenwärtige, ist es daher rathsam, diese Form nicht unver- 
sucht zu lassen. Im gegenwärtigen Falle gelingt der Versuch. Setzt 


man nemlich x = E » so findet man: 
de SSI (D) i = eL eos Io Gne nap on oe 
UN EM Try) 


v (5) m 4-2 (04 mn + e; (m4-2))y + (5) 
" (i-+-y)? ; 





wo (5) z, c+2c,z-+- 2° bedeutet. 
Eine gleiche Form ergieht sich für (5) X, 
k buble 
Nimmt man nun aber m und n so, dafs m+n EE DEIN und 
c, b —b,c 
Bi rg ist, so reducirt sich (5)a auf 


(er +)" and (3) (5) m-+ (9) 


CT ee ? DUMP. 7 








x auf 





folglich 7" oder 
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‘ a 
(1) «de A 
AURA auf 
(2) 
a 2 
(2 — 7) ‚= hie GO) rn 
0 G»[() m4)» SE 
Dieser beim ersten Anblick noch verwickeltere Ausdruck kann nach den 
Principien der ersten Abtheilung einfacher aufgelöst werden. Der au- 
fserhalb des Logarithmenzeichens befindliche Factor kann nemlich als 


rationale Bruch- Function in Theile von der Form 





Uo et (nn 


zerlegt werden. (Man sehe das Beispiel in der Beilage I.) 
Der logarithmische Factor selbst löset sich, wie leicht zu sehen, 
in die Summe 
L[()m + ()».»] a4 »* 
auf. Und da jeder von diesen zwei Grôfsen in jede von den drei vorigen, 
B Cy 


en tn 
1 b AN o b b : 
r QerQen Quero 
multiplicirt werden mufs, um d F" zu finden, so entstehen folgende sechs 
Integral- Formen, in welche nun F aufgelöst ist, nemlich: 


"dy If oria yy, 

» fir e [o ny] 

3) Ji yen OL d y», 

o fiy er mt Gor]. 
5) nt (ann? 

9 oo (+ Qr]. 


Von diesen Integralen ist das erste offenbar — I[L(1--yy]. oder das 
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Quadrat eines Logarithmus; das sechste, wenn man y? =z setzt, redu- 
cirt sich auf C* und kann daher durch A gefunden werden; das zweite 
beruhet auf einer besonderen Form von D*, nemlich 


Ire Le +y’), 
(2) 


t 
wo ?= ( , welche man durch D y bezeichnen und durch p? fin- 
9 n 





den kann, Eben so beruht das dritte auf einer besonderen Form von 


E gue mts Laity)? = “Ly, 
(5) m 


(2) 


wo = 





; und das fünfte ebenfalls auf einer besonderen Form von 


p — fX 149% 
welche durch £n bezeichnet dia mag. 


Unter allen sechs Integralen ist daher keines weiter, welches sich 


nicht auf die obigen reduciren liefse, als das vierte, welches auf die Form 
pL -Ly*) gebracht werden kann, und noch dreifach zu sein 
es a” 


scheint, jedoch durch eine leichte Verwandlung in Lo?..L u + H, über- 


t 
gehet, wenn man nemlich y — eu uud —=v setzt; desgleichen 


As -. L(L + u°) — FT, welche Form daher die einzige aus Z"* ent- 
springende eigene Function ist, die aber nur zwei Elemente hat. 

Wir haben daher nunmehr alle logarithmisch-rationalen Differen- 
tiale so weit reducirt, dafs sie wenigstens durch Functionen mit zwei 
Elementen integrirt werden können. Um aber gewifs zu sein, dafs es 
mit F* immer gelinge, müssen wir sehen, ob auch die so eben vorge- 
nommene Sonderung von F* nicht etwa Ausnahme-Falle habe, die nicht 
auf Functionen mit zwei Elementen gebracht werden konnten. 


Als solche bieten sich besonders die dar, wenn 2= m ist, oder 
wenn z und 77 imaginair sind. | 


Erster Fall, wenn n=m.  Alsdann ware x — Const. und die 


VUE : MD 
Substitution unbrauchbar, In diesem Falle mufs 22 = 2 


Cr —b, 





und 
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m — WM, "folglich (b — cy = A(b, —C,) (e, b—b,c) sein. Diese 
Parichungt nach b, aufgelöst giebt 
be à umi: 
b, === CES VV (er — c). 


Bei diesem, Verhältnifs ae den Coefficienten ist die Substitu- 
tion unmoglich, weil sie x — Const. giebt. 

Die Relation kann zwar, wie leicht zu sehen, oft Statt finden, in- 
dessen behaupte ich, dafs es nur geschehen kann, wenn die quadrati- 


schen Functionen (5), (5) « reelle Factoren haben; nicht, wenn die- 


selben imaginair sind, welches eben der Fall der Formel #" ist; nemlich in 


1 a dax " 
p -f5; ag 
Setzt man nemlich ()« und ($)« statt ()« und (2o, d. h. be- 
ziehlich c*, c Cy und 2*, bCQ statt c, c,, b, b,, so bekommt man 
cL ccc 6y — ce —=— 05), also b, oder b Cy imaginair, wenn nicht 
zugleich à — c, in welchem Falle 5, — c, oder b CQ — c Cy ist. Hier- 
aus erhellet, dafs der einzige iue Ausnahme- Fall in dieser Hinsicht 


T =f% Saeed tc nee 


Dieser Fall aber, der beim ersten Anblick sehr zusammengesetzt 
zu sein scheint, kann glücklicherweise durch die schon früher ange- 
wandte Zerlegung von #* auf eine, eben der Ausnahme wegen, merk- 


würdige Function mit einem Element, nemlich H" oder fi Es ; L(1--) 


reducirt werden. 
Setzt man nemlich æ = c(uSy-— C»), so wird 


i= ga p)s[ +4 








ist. 








und 
Jo. 0: = fe bes - LO Hu 
Y ; é 
"S = okies Hi). 


Crelle’s Journal. IIL Bd. 2. Hft. 17 
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Zweiter Fall Wenn 7 oder m imaginair ist.“ - 
In diesem Falle mufs | 
Xi(b—cy— (b,— c)(c, b —b,c) 
-negativ sein, und also —=—r* gesetzt werden. Diese Gleichung giebt 


aufzeloset 
2 í pa pepe # SO A 4 ih dh ) 
mL DST eee Ten (b — c)* 7? 


so dafs 6, imaginair ist, wenn man c==f* und c, — EC y setzt, um zu 
dem eigentlichen 7" oder zu | 


a 
(à) 2. dee L 
Se, "0: 
B. 
zu gelangen. Nun mufs aber die gegebene Form F* immer reelle Coef- 
ficienten haben, folglich kann dieser Fall nicht Statt finden, oder es mufs 








wenigstens eine von den quadratischen Functionen, hier GC), reelle ein- 
fache Factoren haben, wodurch offenbar F* auf E' gebracht wird. 





Hierdurch ist nunmehr, da die Substitution x = uU nicht meh- 


rere Ausnahme-Fälle zuläfst als die eben betrachteten, vollständig er- 
wiesen, dafs F* immer durch Functionen von höchstens zwei Elemen- 
ten ausgedrückt werden kann. Das Nemliche wurde aber oben von C', 
D' und £' bewiesen. Also kann jede Integration logarithmisch - rationa- 
ler Differentiale durch Functionen mit zwei Elementen bewerkstelligt 
werden. 

Um das Gleiche auch von den Kreisbogen Differentialen zu bewei- 
sen, dürfen wir nur un PETE von 


5. À — RTE ee u eS JE ^) 


zeigen. Setzen wir 
æ = c(zóy—OC», 
und der Kürze wegen: 


(f) z = b—b,cCy+4,Cy.z, 


ride bai 
(= zz rp Eat 02) 


so wird sogleich 








und diese Form 
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a E : 
I 
mm SA ( js = x, 
welche schon nur drei Elemente hat, läfst sich, wie folgt, noch vereinfachen: 


Setzt man nemlich 











| az 
ayers 1 42 
so wird 
| qu ud 707 
1-4-x* 1-4: 
und | | 
s (n) 





(je —«— 4+, 
und folglich | | 
A+A,;,z 


I)e =4le-S)+3 Lara 


wenn der Kürze wegen 


4 = sr 0 
rrt os] 


Multiplicirt man daher die obige Differential- Gleichung mit die- 
ser Kreisbogen- Gleichung, und integrirt, so findet man: 


2" — |Z (a—5:) 4-7 2 ua 107 + Const. 


eine Gleichung, die sehr gut als Ausdruck einer Eigenschaft von ‘à an- 


und 


gesetzt wird. 


gesehen werden könnte, die wir aber nur zur Vereinfachung dieser Formel 
anwenden wollen. Dieses kann auf verschiedene Weise geschehen, je 
nachdem das arbitraire « verschieden bestimmt wird. Ich habe mehrere 
Formen mit zwei Elementen versucht, wie die Form 


PESO 


LES Le 42, 
a nicht immer zum Ziele führt. Die folgende 


Jia 


hat mir die erreckunalareste geschienen, theils weil sich 0 am leichtesten 
TT 


die immer, oder 
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auf dieselbe reduciren läfst, theils weil sie der obigen logarithmischen 
am nächsten verwandt ist. | 

x^ Tin Reduction geschiehet, wenn man 4 — 0. setzt, wodurch man 
für « eine Gleichung von der Form | e: 


Fas = gbm————.— 
"T a 





erhalt, so dafs 
cs et y (A? + 1), 


und folglich immer reell ist Hieraus erhellet, dafs à immer auf 


JE on 


gebracht werden, und demnach /Pdx£R auch immer durch Functionen 
mit nur zwei Elementen gefunden werden kann. 


4. Versuch, die gefundenen Functionen mit zwei Elemen- 
ten in Functionen mit nur einem Element aufzulösen, 
oder wenigstens durch einander auszudrücken. 


Bis hier gelang es uns, alle zu den rationalen logarithmischen und 
Kreisbogen- Differentialen gehörigen Integral- Ausdrücke auf Functionen 
mit nur zwei Elementen zurückzuführen. Sobald man aber diese Func- 
tionen auf andere mit nur einem Element bringen will, häufen sich die 
Schwierigkeiten. 

Die Functionen mit zwei Elementen durch einander auszudrückeri, 
hat im Allgemeinen keine besondere Schwierigkeit; auch ist es bei meh- 
reren schon oben geschehen. Wir brauchen daher-nur darauf hinzuwei- 
sen. Um die Uebersicht zu erleichtern, wollen wir die verschiedenen 
Functionen mit zwei Elementen in Classen eintheilen, so dafs die, welche 
‚durch einander ausgedrückt werden können, vereinigt werden. 


Erste Classe. B, nan: Js us b uy üorop 
ce do.Lx ree 
EL = frage at = Jap bt 


Zweite Classe. H’ = "TES Li (a* + u*), wovon besonders die 
Function mit nur de Element: 
du 
=. L(i-J-uw 
rm babe) 


zu bemerken ist. 
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Dritte Classe. (^a = [Late mit nur een Element) 
(aus C», pe = (Sha +2%C0B-+ x) (utis D" 
FE Le £2); e Er LA 4 yy. 
Vierte Classe. 0 2 fae, - aL (a2), “Ox = = aL (a + x). 


Zur Rechtfertigung dieser Eintheilung müssen wir kürzlich zeigen, 
daís die in eine und dieselbe Classe gebrachten Functionen durch einan- 
der ausgedrückt werden können. 





Hp 





. Dafs es bei denen in der ersten Classe der Fall ist, folgt daraus, 
dafs sie alle besondere Formen von E} sind; von welchen schon gezeigt 


wurde, dafs man sie durch 7 5 finden kann; und daher umgekehrt diese 


durch jene. Eben so sind die der dritten Classe besondere Formen von 
D*, aufser Gy welches partiell integrirt, 

= £L(eé-4y)L04dyy— pL don) 
ist, und sonach eben auf D! gebracht werden können. Also können alle 


Functionen von der dritten Classe durch p? sefunden werden, und um- 


gekehrt. Die in der vierten Classe, als besondere Formen von 2, können 
auch durch einander ausgedrückt werden. Man kann daher jede Classe 
als eine einzige Transcendente ansehen. 


Hieraus ergiebt sich also, dafs man zu der bezweckten Integration 
hochstens nur vier Functionen mit zwei Elementen, und eine oder zwei 
transcendente Functionen mit einem Element, die aber als besondere 
Fälle der ersten anzusehen sind, zu postuliren braucht. Da sich nicht 
voraus sehen liefs, welche von den verschiedenen Formen der Transcen- 
denten die regulärste (d.h. die, deren Eigenschaften sich am einfachsten 
ausdrücken lassen) sei, so habe ich alle oben angeführten verschiedenen 
Formen, wie sie aus der vorhergehenden Analyse unmittelbar hervor- 
gingen, untersuchen müssen, um keine merkwürdige Form bei der Aus- 
wahl zu übergehen. Um aber die vier transcendenten Functionen wo 
möglich auf eine geringere Anzahl zu bringen, oder auch in einfache zu 
zerlegen, wird es gut sein, sie noch anders einzutheilen. 
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. Ich bemerke, dafs alle hierhergehörigen Functionen nur von zweier- 
lei Art sind, nemlich: | 

1) solche, deren Differential ein Product eines Logarithmus i in das 
Differential eines Kreisbogens ist, oder umgekehrt, die also,von der 
Form | 

JdZ.L oder [dL.Z 
sind. (Classe 1. und 2.) 

2) Solche, deren Differential ein Product eines Logarithmus in das 
Differential eines Logarithmus, oder auch eines Kreisbogens in das 
Differential eines Kreisbogens ist, die also von der Form: | | 

fdL.L oder fal. L 
sind. (Classe 3. und 4.) 


Diese Eintheilung wird sich in der Folge rechtfertigen. Dafs die 
Functionen der ersten Art durch einander ausgedrückt werden können, 
ergiebt sich im Allgemeinen daraus, dals 

Jdal.L+ fdL.L=L.2 c 
ist, woraus zu vermuthen, dafs sie alle nur eine neue transcendente Func- 
tion von zwei Elementen voraussetzen: ja, dafs sie selbst alle durch eine 


und dieselbe Function 77 5 von einem Elemente ausgedrückt werden kön- 


nen. Wie von den Functionen der ersten Art, die als transcendente Pro- 
ducte logarithmischer und circulairer, also ungleicher Functionen be- 
trachtet werden können, kann ein Gleiches von der zweiten Art, welche 
transcendente Producte gleicher Functionen sind, erwartet werden. Hier 
kommt in einer höheren, transcendenten Bedeutung dasjenige wieder vor, 
was in den Elementen bei den entgegengesetzten Grölsen Statt findet, 
dafs nemlich gleiche Zeichen positive, ungleiche Zeichen negative Pro-. 
ducte geben. Kreisbogen und Logarithmen sind hier die entgegengesetz- 
ten Functionen, und man kann Z als einen negativen, oder, wie gewöhn- - 
lich, imaginairen Logarithmen betrachten. Die Functionen der ersten Art, 
als aus ungleichen entspringend, müssen daher negative, d. h. zu den 
. circulairen gehörende Functionen geben (was sich auch bestätigt). Mit- 
hin werden die der zweiten Art positive, oder dem Logarithmus analoge 
Functionen geben. Auch fand ich, dieser Analogie folgend, im Voraus, 
dafs die Function à, die so verschieden von D zu sein scheint, gleich- 
wohl durch letztere ausgedrückt werden kann. Wenn nemlich ® und 
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Q' zwei Bogen sind, deren Tangenten die Form LL haben, desglei- 


. chen r und r! von der Form y'(c d- c,v cv"), so kann man Ô oder 


PE TC) auf | 
73 (DI D, )t4LG HR) + BLA +0 

bringen. Die Bestimmung der Constanten übergehe ich, da sich bald 

eine einfachere Art, 0 durch D auszudrücken, zeigen wird. 

d 

Jd LAL 


Da die weitere Zerlegung nicht gelang, so fing ich an, die Eigen- 


Functionen von der ersten Art: | 


. eerie s ( 
schaften der hierher gehörigen Functionen (besonders I, und H y zu 


suchen. "Vorzugsweise zog ich die in der obigen Analyse sich besonders 


auszeichnende einfache Function A 1 oder ré L(1--u?) in Betracht. 


== 


. . . . a oc B T . 
Besonders schien die Substitution wu = gelingen zu müssen: sie 





gab aber statt der gesuchten Eigenschaften der Function mit einem Ele- 
1 5. 2 t - 
ment fH) die eben so gewünschte Zerlegung der Function J, von zwei 


Elementen, die sich durch jene so ausdrücken läfst: 


Te es .L(+x}, oder 
Lehrsatz L 1! = H(ECT)a He 121049) +6 





Denn setzt man I. = u, so wird tee = — und 
tu = ew er ae 
| 7 (2) 
folglich a 0 
— dx 12) (1 -+- 2?) 
dH! Tite dL Tenga ; 
und daher 


d(H), LD Te. L(1+F)) 


= eet RET Jira ire. 


d. h. m ~~ Lit +2) = 


Integrirt man nun, so erhält man den Eo i dein aus welchem 





PA 
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mehrere merkwürdige Corallarien gezogen werden kónnen; nemlich 
| 1 1 d 
1) ,=H,+Häy+ C fg Let | 
welcher Ausdruck auch für H Ne und TS +B gilt. 





a 1 
2) I3) — 27. La +e, 
und wenn Z5 — 0, welches ein bestimmtes Integral (intégrale defi- 
nie) 1st, 


7i s Diet uy El LO 4d) eph den Grenzen 


KC 
(—1) 


4 
3) Eben so I, = inL2 — d O3; 


ath ail 
z=0 und x = — 
dh 


1 

4) JidJicm 1 LxLe, 
5) 1-1) = Lü-JqeuLz—LQ-42GvLa4-1,—1;, 

6) FIGHT — Zra+n), folglich I$, = 0, 

FM dd ideo 2H) = 0, 
nebst mehreren bestimmten Integralen, die ich übergehe. 

Da auf diese Weise die Zerlegung von I, oder (714. Li (a 4-2) 
glücklich gefunden war, nahm ich die noch übrigen vor. Besonders schien 
die aus D entsprungene Function TS L (a 4- xy, oder f. LO +2?) 


.. . . ! . a . . 
eben so auflöslich zusammengesetzt zu sein, wie /_, wovon sie nicht 





sehr verschieden zu sein schien. Leider aber glückte eine andere Zer- 
‘ legung, als die sich unmittelbar darbietende imaginaire, aller Mühe un- 
geachtet, nicht. Ein so geringer Erfolz bei dem einfacheren Falle ver- 
AEN : . : a | dt: : 
sprach zwar nicht viel für FH, oder Sa ‚L(@ +29) wovon, da die 
Function nur imaginaire Factoren enthält, noch weniger eine reelle Zer- 


legung zu hoffen war. Gleichwohl ist dieselbe vollkommen gelungen. 


Bevor ich sie vollständig vortrage, will ich historisch anzeigen, auf 
welche Standpuncte ich die Zerlegung successive brachte. 
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Zuerst fand ich, dafs He - Hs) durch I, und folglich: durch I aus- 
gedrückt werden kann, woraus sich schon eine Zerlegung hoffen liefs. Spä- 


terhin fand ich noch, dafs H° wenigstens auf zwei verschiedene Arten 


durch Z gefunden werden kann, nemlich 


1 HY = See — ia) + einer Summe von L XU 


u 





a 
ut wt 

wo a=—, y'—-—-—- und uv’ = + , 
u 1+ a a— 1 


) H5 = (5) Ic) + 21, + E(L xL), 
woraus schon erhellet, dafs He durch H! mit Hülfe unseres ersten Lehr- 


satzes ausgedrückt werden kann. Von den verschiedenen Verfahren, 


durch welche man zur Zerlegung von H7 gelangt, will ich nur das ein- 
fachste anführen, obgleich es nicht immer zum Zaele führt, z. E. nicht 
die Zerlegung von I^ giebt. Diese ist eine Variation von £5, in Rück- 
sicht des Parameters (a), und nochmaliger Integration. Weil nemlich 


a . . . r . 
ZH „ eine Function sowohl von x als von & ist, so kann man die Ablei- 


tung nach a finden, welche völlig bestimmt sein mufs, wenn man den 


Anfang des Integrals festsetzt, z. E. H = 0. 





Dann ist: 
FO Le rt oos dx d " 
A da Hann (PAK: Fe, (ja 1 ) 
—J1ra:'a Hot J a*—1 Vita? a? + x? 
NEW L4 y'en 
COEM ENG 


Nach geschehener Entwickelung und Integration wird aber 


a c311 
H* = «La + (a —Le)— etc., 
und daher ; ; 
d a x? (2 
Home +) +... ete. 


d.h. ZH? — 0, und folglich € — 0. Es ist also 
Crelle’s Journal. III. Bd. 2. Hft. | 15 
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oH = erde I) 


ia also, wenn man mit da map, sodann integrirt, und der Kürze 


N ia (ESA) u 


Enn E P 





0 
wegen p SLM agents 





e. . I rd e e 
Nun ist aber, weil a = uo wie leicht zu sehen: 


du a— 1 du x—U du du 
re a Ok Ge ae Leas f Lee Ua [es Dn 


NT z fa. Ic. ww 2%) ri C, 
folglich wird 


HI Lfd pat a Zur an 
Es kann aber Z7 . nach dem ersten Lehrsatze durch H s ausgedrückt 
werden. Thut man dieses , und bestimmt gehörig die Constante, so er- 


giebt sich folgende vereinfachte Zerlegung von 27, nemlich: 


Zweiter Lehrsatz. 
1 


2H" Rr Meee (ees ) ramo) 
Ta.LQ—2e 45. L(T)T 6 


ein merkwürdiges Theorem, welches wir mehrerer Vollständigkeit und 
. Deutlichkeit wegen, auch noch besonders beweisen wollen. 














Da im Allgemeinen 
1 ; 

| | IR SS 
ist, so wird 


am (Ze) _ ema peec)ü e pd uei 
1+ a bar Lame ARE) , 


.Lu-d£9) 

















und weil 
| Gb Pei by (0, a See 
so 1st 
Q ay + wary — Qu) + atu, 
und folglich auch 
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= (1— ay + (u 4- au, 
wenn @ negativ genommen wird. 
Es ist also 


ne) = leere) d 




















(1-+a)? 
und 
zıfutau”\ __ a \,7 (4--u?)(1+a?u-) 
dH (= 1+ a ) = du. (= hn Poe : 
Die Summe dieser beiden Differentiale ist, wie leicht zu sehen: 
2du S 
= SEC. v) des) 
du 


— qus IE +6)" 4- LG —a)* 
apu Ibn Fol)", 


wenn nemlich die Brüche und Logarithmen partiell. aufgelóset werden. 
Durch eine leichte Verwandlung erhält man: 


u—ai ut aw 
qe CET rre 
= falta à w) + L(a° + u) — Lu] 
adu {—a du 22 
toe) vp na» 
und folglich durch Integration: 


m (eL )- an POIL) 


a 








= Const. } 2 H1 aH? — 01 ebb. Li) Lu Lu—e), 


eine Gleichung, die unmittelbar H7 giebt, und mit Hülfe des ersten Zu- 


satzes zum ersten Juehrsatze den TE Lehrsatz beweiset. 
X ag 
Erster Zusatz. Ho + Hz ir Lap ls + Cc. 


Zweiter Zusatz. Wenn H, =0, so ist Hl = wL(1-+ 2), 
welches ein bestimmtes Integral (ntégrale définie) giebt, nemlich: 
Ve 155 pa —;L(a?--u)-— 7L -- 0 ud ah 
Dritter Zusatz. Wenn a — 3 ist, und die Constante gehörig 
bestimmt wird, so ist 
18* 
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28 Hà = = gii(o —4) + aa rua, 


welches eine Men für die Function Z7! von einem Element 


ist. Nimmt man hier uw = co, so findet sich 


1 o du 
H UON oc 1 Eu L(1 + u?), 


oo 
welches ein bekanntes zztegrale définie ist. Hieraus erhelich nun deut- 


lich, dafs alle Functionen erster Art nur die einzige neue Hi oder 


La +2") 
voraussetzen, durch welche sie alle ausgedrückt werden künnen. 


Functionen von der zweiten Art: 
([dL.L! und fd. AL). 

Diese kónnen im Allgemeinen nicht durch Functionen eines Ele- 
ments, (wie z. B. Ax) ausgedrückt werden, wohl aber eine durch die 
andere, so dafs nur eine Function zweier Elemente zu postuliren nóthig 
ist. Im Allgemeinen scheint es zwar gleichgültig, welche von den hier- 
her gehörigen Functionen zweier Elemente man zum Grunde legen will; 
jedoch ist dazu offenbar die einfachste die beste. Man kann daher nur 
erst wählen, nachdem die Eigenschaften der Function untersucht worden 
sind. Durch nähere Untersuchung habe ich gefunden dafs die Function 


D^ oder 


x 
dr 
SE.2a+2=Ca+x) 
am leichtesten zu berechnen ist, und die einfachsten und merkwürdig- 
sten Eigenschaften hat, und also am meisten dazu geeignet ist, die übri- 
gen hierher gehörigen Functionen darauf zu beziehen. 
, in allgemeine and reelle 

Functionen Eines Elements aufzulösen. Eine imaginaire Sonderung da- 
gegen ist leicht. 

Da nemlich 


1+2x 0a te = (1-txe“) are) 


= /Z Later) + fit LA) 
= A(xCa--xSai)--A(xCa—x$ai) 


(wo Py = 1). 


Ich habe vielfältig vergebens versucht, D^ 


so wird 
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Das merkwürdigste hierbei ist, dafs dieser im Allgemeinen imaginaire 
Ausdruck in unzähligen Fällen reell gemacht werden kann. Es kann 


nemlich theils, wenn & mit = commensurabel ist, D durch mehrere A 
ausgedrückt werden, wie z. B. 
ge 
2m 
D? = FAX —Ax, 
theils können im Allgemeinen für jeglichen Werth von & (der auch in- 


commensurabel mit « sein kann) unzählige Werthe von x angegeben, 
und die Uebergänge zum Reellen auf unzählige Arten auf die Weise be- 


werkstelligt werden, dafs man D durch mehrere À erhält. Dennoch 


kann D im Allgemeinen nicht anders als durch eine unendliche Reihe 
von A reell ausgedrückt werden. Ich werde dieses weiter unten näher 


auseinandersetzen. | 
Für jetzt kommt es nur darauf an, zu zeigen, dafs alle Functionen 


zweiter Art durch D”, diese Function als bekannt vorausgesetzt, ausge- 


drückt werden können. 
Zuerst ist, wie leicht zu sehen, 


Ax = if" rapa) = 3/2 La+22C0+2) = iD). 
Jedoch mufs Ax als Function eines Elements nicht übersehen werden; 


weshalb wir sie noch besonders betrachten wollen. Zweitens haben wir 
schon bemerkt, dafs alle aus D' und Z* entspringende, hierher gehörige 


Integrale durch D. gefunden werden, während alle dergleichen aus F* auf 


D'vnd E" zurückgeführt werden, und daher ebenfalls durch D. gefunden 
werden können. Die einzige noch zweifelhafte Form ist daher die Kreis- 


bogen-Form 07 oder fr rud ax, die aber auch auf D, wie folgt, ge- 
bracht werden kann. Da nemlich D7 eine Function zweier Elemente 


ist, so mufs sie auch eine Ableitung nach dem Parameter «& haben. Es 
ist aber, wie leicht zu sehen, 


+ 2p? = D — $. f S La 220a-E 2? 





0x ^00 
nad dx d bt d af — 22754 
c s Q b (14-2xCa-4- 2) = = d-D2a0a-La* 
SPA s dx Vi z-d- C^ | Cox 
denke Mer en 00 en tt der rw 
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wo Cox eine von x unabhängige Gröfse oder sogenannte Constante ist, 
die aber eine Function von & sein kann, welche sich, wie folgt, bestim- 
men läfst. Da durch unmittelbare Entwickelung 


DY = 2f (0a 50245 C3a—....) 


LC 20 x3 C3a 
= 2(xc«— ran ar...) 


c ^ ; 
so kann man Do — 0 setzen. Alsdann ist 








ÉD = 2(xSa— 10824 +...) — 0, 
und für x — 0, | | 
d 4€ Ca 
„Do == 0e — 2b — + Cox, 


— 








folglich 
Ca 
Cox = 24 Sa? 
mithin = 
d 7, & Cate 250 
D' o qo = — 2.4 ———; 
folglich Men ) ant 


xS 
2 et Ca" 


Nach bekannten TREO i Formeln (oder nach Beisp. 1. Beil. 2.) 


ist aber 
"50 TODA, 
ll Te Og atr aseo 


1— 
n. Te a — Jade; 


folglich umgekehrt: 


und hieraus 





= DE+ Fay 

















d. i. wenn man Iz “=a, oder Pen und Ti oe f.m 
e au E und da = ips setzt | 
4) Jet.) LE ES T2 + Const. 
d. he: ae 
Dritter Lehrsatz 0^ = 4 Dein aller + Const., wel. 


=) 
ches der dritte merkwürdige Liehrsatz ist, durch welchen die Kreisbogen- 


Formeln auf die einfacheren logarithmischen gebracht werden können. 
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Aus der bisherigen Untersuchung geht nun hervor, dafs man zur 
Integration aller möglichen rationalen, logarithmischen und Kreisbogen- 
Differentiale fPdx LR und /Pdx.arc.tang. R nur diese zwei neuen 
elementaren Functionen 


1 Ofda : 
H_ = (ira bat”) und 


D; —'f**LQ-2zCa4- 2) 


o 


als bekannt oder berechnet zu postuliren braucht, wozu ihrer Einfach- 
heit wegen noch die dritte 


Ny == = Lü J-z) 
kommt. 
Statt der ersten kann man auch die Form 
Hp = fdp L(SP)* 
nehmen (indem man der Kürze wegen ulo durch HQ bezeichnet). 
Wenn man nemlich x = cot oder TO = E setzt, so ist 
| dQ = 7 und ld too sss 
folglich 
d / 2 
relate) = —/dp (59) = fi Looy, 
1 
d.h. 7, = Const. — HP. 
Als elementare bilogarıthmische Functionen kann man daher an- 
nehmen: 


Ax = f= La+a)*), 
D} = ^" Lü 4-224 + a?) 
HQ —fdeq.L(89)^, 


durch deren Hülfe beliebige rationale logarithmische Differential- Formeln 
 integrirt werden können. 


Da die rationalen logarithmischen Differentiale schon für sich einen 


weit grofseren Umfang haben, als die rationalen und einer noch weite- 


*) Man könnte auch x = e^ = "Ag, *D,o = D q setzen, so dafs 49 = fdgL(1 + ef) 
und D. = fdpL(i+2e?Cx+ &??) wäre; dieses aber gewährt keine besonderen Vortheile. 
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ren Ausdehnung durch Verwandlung fähig sind *), so schienen mir diese 
drei neuen Functionen von einem so ausgedehnten Gebrauche und von 
eben solcher Wichtigkeit wie die logarıthmischen (circulairen) und ellip- 
tischen. Ich habe deshalb keine Mühe gespart, ıhren Eigenschaften nach- 
zuspüren, die ich auch endlich fand. Ein Freund ist mir bei der be- 
gonnenen Berechnung von Tafeln für dieselben behülflich gewesen, ver- 
möge welcher die Functionen nunmehr als bekannt angesehen werden 
können **). 

Wenn man diese Functionen als bekannt voraussetzt, so kann man 
z.B. folgende Integrationen synthetisch bewerkstelligen. Wir setzen die- 
selben her, damit der Gebrauch der neuen Functionen besser einleuch- 
ten möge. | 


Aufgabe 1. 


zu integriren. 
Auflösung. Man setze 2=79, so wird 


dy = d@L(TO+ TL = dPILNE+L) — LOY — LOW], 
folglich, weil 
| [ap L(8Qy* = H9, 


[49 L(CQ)* = — H(R— Q) ist, 
durch Integration: 


y = — H(Q +4) — H(R — 9) —QLC«x^ + Const. 


und mithin 


*) Es können nemlich unzählige Ausdrücke darauf reducirt werden, z. B. 


dy = odo B [e], (a+ ate? + 9]. 

















Setzt man 
y (a + a, €? + of) = z + ef, 
so ist 
eP == CL. und dg = MA e 
a,—2z za 17722 
und folglich x 
dy _ 2z 2 & —a z kei, 
a he? alt aA Ge co E 





d. h. rational, und demnach f £2 von der Form Z + LZ", und 


yoszezzy-f(2t. + chere, 
also durch obige drei neue Functionen zu finden. 


**) Ich habe einige der Hauptpuncte der Tafeln für A und H mit Hülfe der gefundenen Ei- 
genschaften berechnet, und füge sie zur Probe in der Beilage III. bei. 
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Aufgabe 2. dy = ip LG + 7?) oder = d@L(a’? + T°) 
Zu integriren. 


Auflösung. Man OE 2. MM 278, so wird 
ie al 2 E i wu Sq? À 
e+ly = Tet pe) = SE = Cg SB? 
dy = d@LSY—dgGL(C@ sp). 


daher: 


Weil aber ae = a so ist | 
| Tf--To __ S(P+9) 
1 rog — DÁ—— HÀ ler. 92 
T' 8 SPCp ? 
itte. (p 
mre —- S(f— y) p)? und 





und folglich 








S(B+p). DEUM 


— 0? — 
1 a AS Ah CI 


woraus 
sec T ob 
und mithin : 

dp L(SPCQ) = 49L5(84-9)-- dPLS(E—P)— 49 L(1— e) 
ii «49 4-4 B) L.S (8 4- 9) + (40 —4 8) L.S (B — PASS Flt 
ES — dP Lh (B+ 0) + dBLSC—®) 
oder 


= d(9+2)LS(@+2)+4(0—B) L$(8—9)—49 L(a —a)—48 LT ES 
folgt, daher 
dy = d0LSY—d@+P)LS@+) + dB—PLSC—P) 
+ d9La—e Papi; 


: , \ 
und integrirt: 


1-+a 
yc —H4 HQ B) H(—814- La —2) BL, + Const. 
= JL + T6490, wo TR = LT 
welches das obige zweite Theorem ist, auf eine neue Art hergeleitet. 
Aufgabe 3. dy = dQL(a*-- 2aCalO-+ TQ?) oder 


= che Le 2aCat + 2) 


zu integriren. 


x E Ty —TÓ 
Auflösung. Man setze Q — i» — (2, oder TO =i Tere und 
nehme Q so, dafs | 
Grelle’s Journal. HL Bd. 2. Hft. 19 
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1) TE + «Ca(1— TQ?) — T, 





so wird ( ; ( 
TB--Tw*.(. )(a T B) 
iy m dere "er an 
d. h : | 
dy — Ed ace TET & “re 





BET NEE a ene (are 


Durch Auflösung des Logarithmen und Iniögrirung findet man daher 
(er 
yo VL Tps + fd L(® - TL) —fdPL(cotB + T4), 
und es kann folglich y mit Hilfe der beiden vorigen Aufgaben weiter 
entwickelt und ganz durch 47 ausgedrückt werden. 
Die Gleichung (1.) für Q giebt 


mn ii a —À TY (a*+ 2a? Vau ids PE 
UP ER 2aC« 


welcher Werth in (5) TB und ^ )a TR gesetzt, einen noch verwickelte- 


ren Ausdruck für die Constante der Integral- Gleichung wie c etc. giebt. 
Ich habe deshalb den Ausdruck derselben durch folgenden trigonometri- 
schen Calcul zu vereinfachen gesucht: 
Die Gleichung (1.) kann offenbar so. geschrieben werden: 
1— TP? ^i. = 
27 fe |. 2aCe’ 
und giebt daher, wenn man a= Ta setzt, 
To() = Ca.T2a (oder 28 —=ZCaT2a etc. 7) 
T2 8 
12a 3 
a) (à TB oder = a& —2aCaTB+ TP’, 
so nimmt dieser Ausdruck successive folgende. Formen an: 
(2) T8 = Terre — pet TB. T28 = Te -FT£P-—(-—T0)TBT28 
= Te(t- T8128) — T'E(T28 — TP) 
" 1+-T 6T2 
= (T28— TA (Te. TIRE Tf) 
wii: ast Ellen T 8?) 
TB 


uS M 73-28) = 
S(a+A)S(a— 8) _ (2) T£. 


woraus Ca = Substituirt màn dieses in 





TB 
= cegepTa( TEC TA = G22. | G28. Ca? CB 
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Tae n 
4) (Darg = 1+20Ca TR + e TQ, 
so erhält man eben so, successive: | 
(«re —1- Te T p> + .TBT2B 
= 14 TE TR (1— To?) T8 T2 8 = 14 1% Ais Ta? TB(TB—T28) 
= (1285— TO 555 575 — Tw Tj) = Te res 


— —TaTÉ)i--TaTÉ) _ Cla+P). eral € (.) T B. 
WERE "CT ab? D. Co CAT s 
Hiordürch wird nun 


(TE satp.se—s 
(are C(a+£).C(a— fp)’ 





Substituirt man ferner Cc — 








und daher 

c — y [T (a 4- B). T (a — 87] 
und ; 
()«T4 _ C(ad- 8). C(a— 8) 
(TB)? ~~ C28. Ca*.Sh * 








Setzt man noch 
c *- TX, und ETC S Ty, 
C 
so wird 
Pcr. C(a--8).C(a—8)— S(a+f)-S(a—f) | :  C2a RU 
KE C(a+ E) Cca — B) —— — Ca+P)Ca—9  T233r 
Nun ist aber nach der zweiten Aufgabe 
fd bL (c^ + TL’) oder Sap L (UY T TV) 
2'T9 


= FH 4 y) +H — y] — Ho + VLE y L [TG R + 90], 
und nach der ersten Aufgabe 
SayL(TL Tgy* = H(b +6) + H(R— zl + YL(CRY. 
Also wird, wenn man alles zusammennimmt, indem man @' = R— 
(wo R —90^— 2 ist) und P= O-+ ( setzt: 
| y oder /dQ L(T® + 2CaTaTO+ TQ) = F, 
= i[H(0-4-84-y) + H(9-F 8—»)] — H(9 4-8) + H[A—(6 3- 8] 
T HUE 9) Ey LTGRd-3) + OL Gos qas + Const, 
wozu nur folgende einfache Hülfsgleichungen nóthig sind: 
19* 
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CTS = VIS. Dae p 
und | 
Ty — Ud j 


Mit Hülfe der Eigenschaften von H kann dieser Integral- - Ausdruck 


noch etwas vereinfacht werden, wie ich weiterhin zeigen werde. 
Anmerkung. /diwL(a*—2aCce Ti-- Ty?) findet man, wenn man in den 
vorigen Ausdrücken w = — q setzt. 


Zusammenstellung. 


I. Integration der einfachen logarithmisch-rationalen 
Differentiale. 





1. Wenn 
As = [220 +2) 
a Lx = u, 
so ist | | 
| foc C; — 
du Aria wid 
ap gs LG T ba) = e d AES 
SY" L(@+bu) = AMEE ELO LY, 
LE Lbu— a’) = FLO) — a), 
“Lbu= HA 
““La+au’) = —.A(au"), - 
rect x Fr 
Ceteri wen. Ce 
2. Wenn 
d 
Fa ft Yr LoyOB+ y) | 
= the ac 


? 
qb PL ab SOMME b* 
| ab,Ca—b 
CQ = eres 
so ist 
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D'= D; 


Tu Bm 


> Pi 5d iL WR 
Besonders zu bemerken. ist 
Jf ra pase = p? 
Jeputet Te = mee 
und wenn me E =, 
i50) = D atyestt= op Lat yy, 
d 2 | 
Fur Qty) = Dh race + ELS Lots + y) 
= D (coy Sa) — $ (S9) L(cota + yy 
3. Wenn 





A—a—obCQ, 
a — bc —2bec,CB + c 
aeuo bc, Miri 
So ist 
fn LE 
^ (afar: x) da 
426% CP +2 


2(bC5+x)dx 
1) Eee = a E E phas 
= L(c+ cx)L. dE ISP uut P e 
as 


b Oo 
——— L(c+cx) — a Ex + A. Ex, 





und wenn : 
x +bCR = DSG.TE, 
c—bcCB = be, SE.T4, 
Ho = fdoLs,”, 


so ist 


ORC do L (c-l- c, x) Cyt 
2) Ba corps = sp OLY + HO) + OL Gsm) 


Besonders zu bemerken ist: 
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Wenn 
m bos 
Ta = ws. 
GT Cet 
1) ppasL a X Pe = dre x) — D pair 
Wenn ? 
a = To, 
Go = y dy LO 4»): y a y? Sari p I. v 
^ ler ta ^ mdr ok Di) Ca 
Wenn 
Ji tQ, 
p Np, 
so ist 
3) iF di Le +7) = JdpL(TE + T4) 
_HH@+)+HR—O + OLCu) 
Wenn 
c+Ca = Sa.TQ, 
so ist 
4) Ey = P qnem + yy, 
a Kan re 
ET xs — 1 [H (9 4- R 4-2) + H(R—O)] cs E 
+ 2x Ca+x 2 
7 en aed Ha—2Hia . 
Zusatz 1. ein 2) Mr = fe ES. 
4. Wenn 
p) 
1) z-—b(ToSQ8—cCQ)— — TEE 
2. cf —2bcChCy-+b? CH 
de ce CIRE 
. cCy —b CB 
Copt se 


2) Tab = Ca. 724, 
TA — v [7 (a+ 6.7 (a—)]. 
D Ty = LED, 


so ist 
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Fi = Fe 
n Eos N 9 1 b 
Se re 








Fax an. AU UT) 
A o d b3-E2bx CP Ex 


TA id A dearer ial 


BSP | + AR4O)EPLTER4 0 +OLESA Gal 
Wenn 
4) Q = 4—b6, 
LS = Tb— TS, 
(x = E etc. wie oben), 
so ist t 


P EUREN L(c* 4-262 Cy 4-2?) 

6 v=, f rd Ead ag 

OW — C2a Cn? 
2D_ (064.1986) — 2D. AT TND 08— EH CRT 


: s» (659)? C(a--5) C(a —6) 
+ LO -T25xCQ + x?) LESE D EST 


t 2 [x (£D 4- roth + Try. E (EP 
Besonders zu bemerken sind: 
Für 2), 
1) /aQ L(7'aà? -- 2 TQTaCo + TQ?) = 
Const. + £[H (Q 4- b -- 4) + H (9 4-5—4) — AU OH ! 
T HGTO +LLTGER+A) + OL pase 
Fur 2) und 4) 
y = TE = T(n—b}, 
2) ^n d 2y T'aCa + y^) = Const. 
t 2 (Py 7,59 — Pad rs rt 02) — ME UE) 


Frob SEND esp GT + (ER 








2yd ce 
^ E ps L(Ta d yf — —2D (co + L(Ta d y LO d y? Car. 


f 
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IL Integration don Sn Pa Ar PTT OS ten EE oo 





Differentiale. 
Wenn 
| CC uc 
be ——c6, = b, Lab, 
so ist 
1) B= Ds = 
on "oe eat c, Cw(b-+b, x)? 
JE c+ 6 = LEG HE) + HR—9) co (re) 
Wenn : 
a—a,bC 
MEET. “ou 
so ist 
2). ny ote 7 
YU (c--m,a)do , 
SL Ae TL em 


= (iL + 2520 + a) + AL ee du 


— JT (Ga LE + 2520842) + AT). 


Es kann aber 5’ +25xCß- 2a? auf die Form B* Bich itt ee 


€ 





gebracht, und daher 
du 


UE — L(b--29bxCQ--zx) 
nach F* durch H' gefunden werden. 








Wenn 

Mids c; b C B —c 
cr bon? 

EMPIRE. 

TRIER? 

u= TO = c+c,x, 

T en 200: 7. 
22 1-+a?—a,’ 
n = ala—a, 

+ a+ yy, 


BO ST 


. diejenige Grofse, in welche aan Oder 
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du b du 
3. Tapers i = tu? 74:4) 


J4 0. (a 4- a, TE) T oe dimi rs 
— Q1 (5 ro) — faq (n4). N 
= —OL (2 Te) — i(n 1 +2) + Const. 


Con A ides p 2 [a— (+ Ta)|. 


| Beilage L 
Einfache Art der Zerlegung rationaler Brüche. 


1) Wenn der Zähler von hóherem Grade als der Nenner ist, nem- 
7m —n, So ist : 


| (5)* n 
Gane ns CES 
- 2) Wenn der Zähler niedriger als der Nenner oder m «2, also 
v js 
(Ce 


e e e .. . ar 
a) in eine Summe von einzelnen Brüchen wie TOPIC 








der bei (1.) zurückbleibende Bruchtheil (2 





> WO m=n—1, zu zer- 


legen ist, so geschieht dieses 
deren Nen- 





ner wie x —5, einfache Factoren des gegebenen Nenners QE sind, wel- 


cher also in 
(m) 


aufgelöset werden mufs, und deren Zähler a, ist, oder = or 
b 


(x—4b)(x—3b)....(x—5b)....(x—bl) 


Cs (2) a übergeht, wenn 
M 


x 
man. x = b, setzt, wo (^5 = C) gleich dem Producte der übri- 











gen Factoren des Nenners aufser x —— b, ist. 
Crelle's Journal. III. Bd, 2, Hft. 20 


x 
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b) Hat dagegen der Nenner mehrere gleiche Factoren, z. B. wie 
(x— B), so geschieht die Zerlegung am einfachsten nach einer von Hrn. 
Magister Berlin hieselbst, in einer academischen Abhandlung (de com- 
positione fractionum rationalium, Lund. 1824.) dargestellten Methode, die 
hauptsächlich darin bestehet, y + à statt x zu substituiren, wodurch der 


gegebene Bruch 
o) * 5 : 
(^) (b os 


BYE 


nach geschehener Entwicklung, auf die Form — gebracht wird, 


("\ +7) 


O0CGE. eur 














RS "4 
welche: sich leicht in | | 
4 or MA Safe 
Soup slg Ey ge 


ir)? 


zerlegen läfst, wenn man blofs (£y in (s) dividirt, doch so, dafs 
man von den niedrigeren Potenzen von y anfángt, und also einen Quo- 


tienten von der Form 
CLEAN Se TERRES 
== Mig. Gran cii door u Fa 


Co Co 


bekommt. [Man kann auch, statt mit c,-]- c, y J- c, y? -.... zu dividiren, 





OT Cr C; €; RTE 2c.c € be de | 
mit LOU YR rom € 10 S A yc: a multipliciren. 


o o Co Cy Co Co Co 


Alsdann sind die Coefficienten, nach Arbogast, die successiven Deri- 


vationen von c;!.] 


c) Hat endlich der Nenner einfache, imaginaire, oder positive qua- 


^ E . we . e Py . r 
dratische Factoren, sie mögen ungleich oder gleich sein, wie IC) y| | 


oder (y*-- 24 y C + a’), so setzt man æ + aC — x oder y — x— aC, 
wodurch der Factor (x*-|- o*C9) = (a? + e*) wird, wennre=asSe. Der 
Zähler 7, nebst dem Producte der übrigen Factoren des Nenners P, wer- 
den Functionen von x. In diesem letzteren P werden nun die Glieder 
mit geraden und mit ungeraden Exponenten abgesondert, so dafs es aus 


einer geraden Function — (a?) und einer ungeraden =x.G (a?) besteht, . 


Ak, 
Pa 


; 
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wie P= F(x*?)--z.G(x?-— Px. Für ein negatives x ist F(x?)—xG(x°) 
— P(— x). Hiermit wird sowohl der Zähler als der Nenner multipli- 
cirt. Dann wird der neue Nenner eine gerade Function = (x + e)". N(2°), 
wenn man der Kürze wegen /V(a*) = [F'(a*)| —x*[G.(a?)|* setzt, und 
der neue Zähler. kann. durch Vereinigung aller geraden Potenzen [in 
== H(x"] und aller ungeraden [in = x/(&°)], unter die Form 7 (x?) 
+#1(#°) gebracht werden; so dafs man jetzt blofs: 
H (2c?) i o6 
| Fey Ne) M rey Ne) 
jedes für sich, zu zerlegen hat, welches auf die obige Art leicht geschie- 
het (nemlich dadurch, dafs x° + € = z gesetzt, und nach geschehener 
Entwickelung gehórig dividirt wird u. s. w.). 
Auf diese Weise erhält man: 
H (sc? A A; 
mere M wee t ata t ae 
p Pp) B B 
Fre et et 
und folglich | 


2 


(2)x H (x) + x (x?) A+Bx A,+B,x 
Gray Cab ehe). Ne) (Rey | pay tic 
^ Dieses allgemeine Verfahren kann, wie leicht zu sehen, noch ver- 
einfacht werden. Wenn man z. B. blofs den Nenner zu einer gegebenen 
Potenz eines der Factoren des Nenners sucht, so braucht man nur die 
Substitution und Division bis zum Grade des Exponenten, oder bis zum | 
nächst niedrigeren fortzusetzen etc., welches weitere Detail ich übergehe. 


Adigdmai na Beispiele. 1. 


th siehe youces in bush e dient 
+) + Pr‘) (LE) cb d Py? 











zu zerlegen. 


Auflösung. Setzt man — 1 anstatt y in REL so ergiebt sich 


POM a — € 
bP = 
Um B bind C zu finden, multiplicire man a “er mit =, wel- 
i-y 222 
ches E M giebt. Setzt man hierin — P statt y? (nicht 
statt y), so erhält man: 
20* 
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À ^ 
dde a—a __ c nri "ARE, Go 
npa ae rien 

Mb Hes iso c 
welches der gesuchte Zähler B -]- Cy ist. Es ist also 
ap ay Eo 1 tms d a + ae eiae à 
(4y)62-5;5) - exRBMY b+ By? 
Anmerkung. 1. m. Richtigkeit dieses Verfahrens ist leicht einzusehen, wenn 
man in dem verwandeiten Bruche z anstatt y setzt, wodurch er in | 





a — uz a—a 
—230-4 827—264 82 
übergehet, wo jedes Glied offenbar als rationale Function von z mit linearen 
Factoren im Nenner, zerlegt werden kann. Der Zähler zu 5-4 #z wird nach 
der gewöhnlichen Regel ; | | 
2 aL TD np n ee 
— Spes NT. VASCA 
1 T | i] 
gefunden. 
Anmerkung. 2. Die Regel kann auch so ausgedrückt werden. 

Nachdem durch gehórige Substitution der quadratische Factor auf die Form 
(x?-]-ez)' gebracht worden, wird in dem Producte der übrigen Factoren — x 
statt + x gesetzt, und mit dem Resultate werden Zähler und Nenner multipli- 
cirt ; hierauf wird x? e? =z gesetzt und von z? an dividirt. 

Ein nicht zu ibersehender Vortheil bestehet darin, dafs man den Nenner nicht, 
im Voraus zu eniwickeln braucht, sondern ihn als Product beibehalten und die 
Substitution in z gleichwohl VUA or iced kann. Dann werden blofs die nie- 
drigeren Potenzen von z, wie z?, z!, =? entwickelt, nemlich höchstens bis zum 
Grade des fraglichen Factors, oder Eins weniger. Hierauf wird auch nur eben 
SO weit dividirt. | 

Bisweilen kann es vortheilhaft sein, statt der gewöhnlichen Entwickelung und 
Division eine logarithmische anzuwenden, besonders wenn die Zahl der Factoren | 
im Nenner und deren Exponenten ziemlich grofs sind, aufser dem des fraglichen 
Factors, welcher z. B. — oder «C 9 ist. 


Aufgabe 2. 
1--22-L32* B,x T 
Y= EF CR ES = er AERE ES REST 
Erste Auflösung. Man setze x* +4==2, also ®—=z—4, und 
multiplicire Zähler und Nenner mit 
(1— xy.(g —x) = 2—5.x +40 — 2 [= P(—2)], 
so erhält man: 
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_ 24-10x* — z(1482°4-3x*) 
TT 2.(6—:)(8—2  ? 
oder, nach geschehener Substitution: 
_. 16z—8z+4 6z? — x (17 —16z + az?) 
MEINER...) 





Dividirt man nun mit 200 — 1052 --.... in 162—8S:...., so erhält man: 
i55 252 ++ eco is oder A+ udz.... 

Dividirt man mit 200— 105z --.... in 17—16z—...., so erhält man: 
zog — $2552 +. cosy oder B-+B;32.... d 


Es ist daher 
| yt 162—172 , SPP D 
200(&° 4) 1 200(@ 9) | P^ 
Zweite Auflösung. Man bringe den gegebenen Zähler nebst 
P(— x) unter die Form p+ xg und p, + x9,, so dafs p und g nur x’, 
und daher nach geschehener Substitution (x? = 2 — €") nur z enthalten. 
Der neue Zähler wird dadurch nach geschehener Entwicklung 


ppi- 3099, EOP p9) = pp t@— on. + LP: + PH), 
d 
n = a--az-d....Tx(b-ràz-44..) 


und in dem Beispiele 

= (—14+4z — x(1+2)(—11+3z+ 2x) 

= 162— 82 +....— x(17 —16z +....) 
Statt der Entwickelung und der Division bedienen wir uns nun der Lo- 
garithmen. Wenn nemlich 


L(a+a,z+az) = b+bz+b,z+.... 


ist, so 1st 
-b = La oder a = es a, = ab; a, == a(b, + 5 5;) etc. 
Hier ist 
y, = i82 80s 
| ı — z?(5—z) (8—z) 
folglich CO RA RO 
162 — nz 
Ly.2)=3— LS + 32 + 
— LS + !z + 
1:8 162 101 101 81 i 
LE ss t 30907 = Liz + 3240: 100° +); 
folglich 


Yrs 2° = Foo +3752+... = 
dem Quotienten, der sich auf diese Weise durch eine Kenfachere Rech- 
nung findet als vorhin. Eben so wird 


ts 
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17 —16. | 
L(y,.2) = L (7 En EST Ls — $3085 z, +), 
und daher | | fosn 


| el: (908-283 ^. TF 
y — Xem er D MAT ed D 


Betlàse-HL 


Ein Bogen, dessen Tangente eine rationale Function ist, kann in 
eine Summe mehrerer Bogen, deren Tangenten ganze rationale Functio- 
uen vom ersten Grade sind, aufgelöst werden; d.h. es ist 


ON ON 
7; QE 


(^ | = SL (a +a,x). 


1. Die hüchste Zahl der Grade im Zahler kann immer geringer 

gemacht werden als die des Nenners. : — 
a) Ist r «n, so ist es von selbst der Fall. 
b) Ist r >> n, so ist 


y fa TERN, PH 





b CN | 
DR Rd. 
c) Ist endlich » = z, so gelangt man dazu auf folgende Weise: 
Durch Division bekommt man 


(7) x "i c : (gs 1) ag 
a 7j 








7t 
Nun ist aber. 


R—S 
DEL S LE Be 


EN 








Qe. 
.und daher, wenn.man À = X nimmt: 


e rd 
dat 


a 
b\ eg tb FT le MN T 
(7 "n Om (,) FAN ? nt (7 
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wo der Zühler, wie leicht zu sehen, nur einen Grad niedriger ist als 

der Nenner, nemlich vom (2? — 1)ten Grade, während der Nenner auf 

den zten Grad steigt, und für reelle Coefficienten auch nie niedriger 

"werden kann, weil : 

pd Le 

nicht gleich Null werden kann. 
Beispiel. 


os oder LEITET. 





Auflösung. Es ist s 
C 
OE He Xe Mert 


aeo Oe" 








wo e — deni vig und.e, ==} QS. folglich wird 
C e 
o oc 
o)" (3) 
wenn der Kiirze wegen ;1 = b +e d.h. ¢= 5 L^ so "am b, VES C. 


b; ; : : 
aid hy due An * gesetzt ird welches wie man siehet, nicht 
| 2 


‚gleich Null ist. | | 
1 1 1 1 1 1 ‘tA 
Oder auch ¢,,=4,¢,— c,d) und s, — 5, 620,5; wenn man mit 

b, abkürzt, da s, = 57 + c? und daher niemals = 0 ist. 


2. Nachdem man dem Zähler nach (1.) einen geringeren Grad 
als den des Nenners gegeben hat, nemlich r «7^, so geschiehet die Zer- 








a 
legung von (J, 3 ; oder kürzer von o) (d.h. Z in einen eigentlichen 
oC 
E 
Bruch) am einfachsten auf folgende Wii: Der Kürze wegen sei dp 
= Sp, wie bei Arbogast. 
Weil 


? 


(a) __ (b)d(2)— (a) 4 (0) 
HT FO 
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ein rationaler Bruch ist, so kann er als solcher aufgelöset werden. Da 


aber der Ausdruck («)’-+ (b, oder [9s p 2 I immer positiv ist, 


so kann er durch keinen reellen Werth von x zu 0 gemacht werden, 
und hat deshalb blofs quadratische Factoren. Setzt man daher einen 
von diesen = (+ P}’ «^ (c+ß+ie)(c +ß—ie) (wo ? — — 1), so 
mufs einer der imaginairen Factoren in diesem Factor einem der ima- 
ginairen Factoren des vorigen gleich sein, z.B. c-+-ß-+i« in (5) 4- z (e), 
während offenbar der andere x --ß— « ein Factor in (5) — (a) wird, 
wenn man das Zeichen von Z verwechselt. 


Anstatt nun gleich den ganzen Ausdruck 
UE Rasa. 
(a)* + (6)? 
zu zerlegen, verrichte man erst diese partielle Zerlegung: 


ORATORE el Ob Qui iOS E Cy 





(a) (b) +i(a) (0) —i(a) 
deren Richtigkeit leicht "Hu wirkliche Addition in dem Gliede rechts 
erhellet (Es ist nemlich: +7 iX. a). Man darf nun blofs 
xL BALE 


d(a)—id(b) | 4 d(a)--id(b) 


diese niedrigeren Brüche auflösen, nemlich et und TO TO 


oder blofs den einen, da sich die Auflösung des anderen durch Umkeh- 
rung des Zeichens von 7 ergiebt. Weil aber nun x + Q + Ze einer der 


Factoren in (4) +-Z(a) ist, so ist ES ENT einer der partiellen Brüche, 
d (a) —id(b) __ d(a) —id(b) __ d(a)—id(b) 
aus welchen File) bastcher, und 4 = BE) La] — d (b) —id(a) - 
= — i. Wenn also das Zeichen in 2 geändert wird, so ist ferner 
2 einer der partiellen Brüche, welche zusammen EAS 


ausmachen. Die halbe Summe 
1 t i — a 
Heri s RES) © GRÉ 
ist also einer der partiellen Brüche in 
(5) d (a) — (a) d (b) © 
(b) a Ux 


Auf diese Art wird bewiesen, dafs wenn die übrigen Factoren in . 


5 + Gy oder [+ [OT], eor ah GB Heu? eto 
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IX M eto., ‚zu den partiellen 
(xd-8:)* 4-9. 0) dns i 


Brüchen gehören, in welche CURES zerlegt wird, so dafs dieser 


letztere Ausdruck, 


ie 0) GR SPERM. uud 
dt (b) Lj CES + a? CHAT TAXE etc. 


ist, folglich ist wenn man integrirt: 


rav (a,) x 
LU = Lat bate HUE + ete. + Const, = 2 (UE): 


Es ist noch übrig die Constante C zu bestimmen, welches dadurch ge- 
schehen könnte, dafs man x — 0 setzte, so dafs 


= CHIS + IE +25 +... 


wäre. Sıe wird aber leichter gefunden, wenn man 


sind, dafs alsdann 





gos ge ren el 


successive addırt. Man sieht leicht, dafs die Summe von der Form: 


A? 


— —— 


aye 


+ 2 — — c (xc d- 9.) 3- €x (x P) £r RF ( 4) 
Door Em EDR) ee > Wes 
ünd allgemein: 


AR T TAS G8 (PD)o 
uL — AB Ld up cp oF Y: VERE ee SEA CEN US a 
D TU Crete 7) (Ol 2): 


Folglich ist der Záhler um einen Grad niedriger als der Nenner, und des- 
halb wird, wenn man C = Jc setzt, 


Le) zs Enn NEEDLE 
Eos 5.) s CO] UIDES 


== Ce C4)». sia Qe = :)o C495 & Qu 


welches (weil r <<») unmöglich ist, wenn nicht c — 0 — 7€, und folg- 
lich € = ma ist. 
Crelle's Journal. III. Bd. 2. Hft. 21 


ist, denn man erhält successive 




















JL 
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Wir haben daher folgenden Lehrsatz: 
Wenn 
(B) d- i()s = @+B tia) (eR nis 
so ist | 
(a) c HOS ST SR 
Linn = et ARTE 

wenn für 7 eine solche ganze Zahl genommen wird, dafs beiderseits 
ungefähr gleich viele halbe Umfänge sind. 


Zugleich haben wir folgende Summe: 
1 


€ x a, a, ae a 
digo utu, et rn 4mm, 














wo 
; 2 2 2 1\? 11° 
[Gc 4- Gy 4- et G ++ at}... [E 02) + =] 
| T1 y. 
— fat À [0] ist. 
Beispiel 1. Z4 od 1 OZ oder Li. DC Eve: enn t = Ta 
Auflösung. setze 
(1—2a)P -ı te +2et.i=0, 
so ist 
— acidi 
PS PEND 
d.h. ¢ entweder daher 
as@ et ita N Le TH 
i-FaCo : ms t Tu quor PE cup 1 L+a < Ta a). 


Zusatz. 1Z R(Sa,Ca) kann auf gleiche Weise aufgelöst werden, » 
da dieser Ausdruck offenbar auf J'R(7 a) zurückgeführt werden kann. 


13. Hill, über die Integration logarithmisch - rationaler Differentiale. 159. 
Beilage III. 


x | —A(— x) -. x — A(— x) 



































1 | 1,644 934° 066 848 |. .0 |.0 ! 
09 | 1,299 714° 721.991 | 0,1 | 0,102. 617: 791 099 
: | 0,978 469' 393 026 H 0,267 652° 639 020 
VS) 0,755 395° 619 093° | 3-73 | 0,426 408° 805 72% 
0,5 «| 0, 582 240/520 465 | 050.) A m — E (52y 
x | Ax dis Ax 
0 0 | co. | ax | 
0,1 | 0,097 605° 235 229 | 100 | 12,241 084° 518 111 
13 0,121 296° 625 925 10 4,198 859° 487 058 
T 0,235 900' 297 680 8 3,685 676° 000 55T 
£ « {1 0,309..033' 126 451 ] . 4 2,369 939° 797 102° 
i 0,448 414 206 956 3 1,939 375' 420 869 
| 0,542 191° 216 454° | s 1,436 746' 366 850 
i 5 aes v m 
1 | 0,822 467° 033 424 5 1,218 525 260 666 
1 i» T° 
Dun H® 
0 0 
aa | 1,227 310° 146 118 
2m | 1,740 803° 636 564 
mc | 2,004 758° 639 330 
Jm | 2,128 351° 797 844 
5a | 2,171 563 403 089° é 
iq 2,177 586° 090 303° 584 130 
ze | Ha SHE U) 
Fr 4,355 172° 180 607 = „LA. 
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14. 


Recherches sur les fonctions elliptiques. 
(Par Mr. N. H. Abel.) 


(Suite du mémoire Nr. 12. tom. II. cah. 2. de ce journal *)). 


$. VIII. 
Expression algébrique de la fonction e(2) dans le cas, 


ou e=c=1. Application à la lemniscate. 


34. 
Dans le cinquiéme prargraphe nous avons traité l'équation P, — 0, d'ou 
dépend la ieri ety des fonctions (=) et o(=). Cette équation, 
prise dans toute sa généralité, ne paroit guére résoluble algébriquement 


pour des valeurs quelconques de e et c; mais néanmoins il y a des cas 
particuliers, oà on peut la résoudre complétement, et par suite obtenir 


des expressions algébriques des quantités g(=) et (=) en fonctions de 


} RT (ny * 
e et c. C’est ce qui arrive toujours, si 9 (=) peuvent étre exprimés ra- 
n - 

: €) nv : - 

tionellement par e(2) et des quantités connues, ce qui a lieu pour une 
n 

a " | C he y 1 

infinité de valeurs de —. Dans tous ces cas l'équation P, — 0 peut être 

résolue par une seule et méme méthode uniforme, qui est applicable à 

une infinité d'autres équations de tous les degrés.  J'éxposerai cette mé- 

thode dans un mémoire separé, et je me contenterai pour le moment à 


considérer le cas le plus simple, et qui résulte de la supposition e=c=1 
et a=4y--1ı. Dans ce cas on aura | 


C =f it ou ME Ox, 
fe = Y(1—0ea; Fa = VA + pa). 
209. (ui) = i.Pa, | 


ce qui se fait voir, en mettant x7 au lieu de i. Cette formule donne ensuite: 
210.. fel) mc Fais HRS 


208. 





De méme 


*) L'auteur a fait parvenir cette continuation au redacteur sous le date de 12. Février 1828. 
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Ces deux quantltés e et c étant égales entres elles, il est clair, qu'il en 
sera de méme de deux quantités que nous avons désignées par w et c. 
En effet on aura 
0115 P. ANNA f o dcr ^ 
2 z oY (1—2^)' 
39. 

En posant dans les formules (10.) 27 au lieu de Q, on en tirera, 

en ayant égard aux équations 209. et 210.: | 


qa-fB. FB i.q B. fa.Fo 


PRO DRE, Cento prre go 
212. 4f (e 4- Bi) = EE TE TI SB 
F(a+ 7) = Fo. tier ren BL EE FB 


Donc, pour trouver les fonctions A f, F pour une valeur quelcon- 
que imaginaire de la variable, il suffira d'en connoitre les valeurs pour 
des valeurs réelles. 

En supposant «=m, 9 — 0, on voitque Q(m--u2)3; f(m 4- &2)0; 
F(m+ui) 0 pouerunt étre exprimés rationnellement par les six fontions 
suivantes: 


Q (m 0), Q (WO), f (m9), 
fd, Fmd), Fd) 
et par suite aussi par des fonctions rationelles des trois fonctions Qo f9, 
F0; si m es m sont des nombres entiers. 
En suivant ce développement, on voit également et sans peine que 
dans le cas, ou 72-++- est un nombre impair, on aura: 
mtr = P(0).7, 
ou 7' est une fonction rationelle de (®0)°, (foy, (F DE c'est-à-dire de (Pd). 
Donc en faisant @) — x, on aura 
| Q (m+ mi)à = x. p(x’). 
En changeant à en 07, QÓ se changera en Q(07) — i Q(8) — 1x, et 
la fonction Q(m --p.i)0.en iQ(m--pi)à; donc: | 
Q(m pi) = nd); 
par conséquent on doit avoir xp(— x?) — W(x’); ce qui fait voir que la 
fonction (x?) ne contient que des puissances de la forme x”. Donc 
on aura 


213. panum ivf 2 UT. 


ou 7 est une fonction rationelle de x*. 
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Cherchons p. ex. l'expression de Q(2-]-7)0 en o. | 
On a d'après les formules (212.), en faisant & — 20 et Drie " 
Dorn & 920. ar :f20. F29. | 
Or (10.) donne: 
Ww. 2p8.f.Fà 2 (f92— (pd) (FI). 
Q (20) — 1--(g2)^ ? f(20) POD 1-+-(p0)4 9 | 
(F9)* 4-(99)*. (FO)? , | 
Fe) = WO ACE e Md | 
c’est-à-dire, en remarquant que eges fó-— y (1— x?) et Fi 4-25, 





























2x.V (1—2 22? —x 1— 2x? —ı* 
POI ==), fp) =+ TEE FF aan 
Substituant ces valeurs et réduisant, ıl viendra: d 
47 : 2 —22x5--i(1—62*--2x*) . 1—2i—x^ 
9 WERE ET A iau ind qii ue Eee 
PD dle A cal 1—224-+-5x° E RT (TORRES | 
Expression algébrique de ol, 


36. 


On peut, comme on sait, décomposer le nombre 4v-+-1 en deux 
carrés. Donc on peut supposer 


e+e = 4u+1= @+B)@—Pi). 


Nous chercherons d'abord la valeur de e( ; car celle-ci étant trou- 


zip) 
vée, on en tirera facilement la valeur de (a). 


La somme des deux carrés c? et 2° étant impaire, l'un des nom- 
bres & et ß sera pair et l’autre impair. Donc la somme a--() est im- 
paire. Donc en vertu de 113., on aura 


216, Q(«4-Bi)0 = x. —, 


ou Z et S sont des du d entières de x* = (Q0). 


En Mig à —- ipu ee: » le premier membre de 216. se réduit à 
zéro, et par conséquent Poe 2 sera une racine de léauation | 

| t 1 | 

Donc on aura la valeur de e(— EO au moyen de la resolution 


de cette équation. 
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D'abord on peut trouver tontes les racines de l'équation 7 —0 a 
l'aade de la fonction Q de la maniére suivante: 

Si 7=0, on doit avoir 
@ (a+ Bi)d = = 0, 
d’ou l'on tire, en vertu de (27.): 


GHBDI = mot uai = (m iD» 


et de la 
De mer. 
at fi^ 
et 
ZIERT (EF 0). 


Dans cette expression sont consequemment contenues toutes les racines 
de l'équation T = 0. On les trouvera en donnant à 7» et u toutes les 
valeurs entières dequis — oo jusqu'à + cc. 

Or je dis que les valeurs de x, qui sont différentes entre elles, peu- 
vent étre représentées par la formule 


Det de PE) 
ane epe 


1 ; ey . 
ou ¢ a toutes les valeurs entières depuis — — —5——— 1 jusqu à 


Pour démontrer cela, soient A et A TER nombres entiers, qui sa- 
tisfont à Téquation indéterminée: | 
219. B.A—a.N — 1; 
soit de plus ¢ un nombre entier indéterminé et faisons 
MO. b = UA Tag Li — uA — tQ: 
on en déduira sans peine: 


ut Gb 4- ai^ — 0, 
e—m-eb—(Qtk,. 


on verifiera aisément l'équation 


mt ety ib 
Pre pec Ni 


dux o) = ha kur) 
or suivant (22.) le second membre se reduit & 


us 1j Q ( T "oi ) 


et si l'on fait 


De là on tire 
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donc 


t 4 
ers t à) = = e(t ey 
Maintenant l'expression de e deviendra, en y substituant les valeurs de 
E et &': | 
e= m-Fp(a4d- XN) + iQ) 9) i 
d'où l'on voit, qu'on peut prendre ¢ tel que la valeur de e, positive ou né- 


e^ p 


gative, soit inférieure à JE LORS Donc etc. 
Cela posé: soit g plus grand que UL A DOES Rie. (—y— 1) et faisons 
e —y + 0. 


Toutes les racines de l'équation 7'—0 seront representées par la 
formule (218’.); or toutes ces racines sont différentes entre elles. En effet 
si lon avoit p. ex. 

@ ! © 

“ Wan 7 ze); 

on auroit selon (31.), (en remarquant que & = o) 
, 
a7 COUR Gr + rbe, 
d'où lon tire: 
an+£m—=0;:p—=(—12) T0 + om — n. 

La premiere de ces équations donne = — Pt; m=at, où t est un 
entier indéterminé. En vertu de ces relations, l'expression de e deviendroit: 


= rt + +0. 


aA ue a oue 
a? + 5? ? 
ce qui est impossible, en remarquant que e, e¢’, sont tous deux inférieurs.à 
ce? + gp 
oW 


dou lon tire 


Donc les racines differentes entre elles de l'équation 7'— 0 sont au 


e? + f? —1 
nn 


nombre de 








Il faut voir encore, si l'équation en question a 
des racines égales. En différentiant (216.) on en tirera, en remarquant 
que O Qu = 0a.fa.Fa: 

e+e) Ja +80) Te 8d 3-4 (2 » (4-8) 


= ER F) + 7.fd.F 6 
m 


: : C. : ; | 
Si maintenant 7, a des ale égaux, il faut que T et — soient égaux 


t 
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à zero en méme tems; donc l'équation précédente donnera 
S.f(«4-82)0. F(a+R nd — 0; 

or on à De M 9; donc f(a-4-97)0 — #1 = Gd BD, et par 

conséquent SE 0), 

ce qui est impossible, car nous supposons, ce qui est permis, que T et 

iS n'aient point de facteur communs. Par là on voit que l'équation 








7. ——0 
est du degré &°+ 29?— 1 par rapport à x, et aura pour racines les quantités: 
oe), elg nt, 
obe sh PE) ot Ole rx 
En faisant x? — 7, on aura une équation 
54 be OU c 


24.924 
du degré E se — 2y, et dont les racines seront 


220. ©), Pad), D(30) ..... Q2v5, 


) ; @ 
ou pour abréger on a supposé SR hee, 








Cela posé, on peut aisément résoudre léquation R — 0, à l'aide de 
la méthode de M. Gaufs. 

Soit e une racine primitive de o^--(Z, je dis qu'on peut exprimer 
les racines comme il suit: 


221. (0d), qe», Quen OAD) suisse va), 


En effet, en faisant 
DT uat ex reique (aC P 





où a, est moindre que p on aura: 
Q(73) = O(+0,0+5 T 4) = (+ e, 04- t — 8 2» 


c'est-à-dire, en vertu de (22): 


(D (e" à) mc ® (Gn 0), 
Q^ (e"0) = On à). 


Je dis maintenant que tous les nombres 
1, Q,, Q0», Ayo ee + Ay; 


et par suite : 


sont inégaux entre eux. En effet soit p. ex. @, —@,, on aura | 
223. g& — ta, ti 4 9». 
Des deux équations (222.) et (223.) on tire, en éliminant Gm; 


gm -- c^ ; À 
== = à un nombre entier. 
a?+ 5° 


Crelle'e Journal. III. Bd. 2. Hft, 





^2 
^2 
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gem Ls. gan | " 
Donc, en multipliant par €" + & ; on trouve que —; BR est entier, 


c2m—2n NUT 1 


et par suite VEM IS qui est impossible, car € est la racine primi- 


tive de @ +P? et 2m —2n est moindre que a? + (?— 1. 

Donc les 2y nombres 1, c, etc. sont différentes entre eux et par con- 
séquent, pris dans un ordre différent, ils sont les mêmes que les suivans: 
1; 2; 390 ERBEN eu oy. 

On voit par la formule Q?(e"0) = Q*(a,,0), que les ais bio 
et (221.) coincident, mais dans un ordre différent. 

Maintenant on pourra résoudre l'équation R = 0 parfaitement de la 
méme manière que l'équation (106.). 

On trouvera (116.) 


2». Q* (e = + A+ 0-7. V Ls, om, ur ecl pe. vt, 


où 0 est une racine imaginaire de l'équation. 0" — 1 — 0, et v, 5$,, 5 ... 
. $,., Seront déterminés par les expressions: 

v — (9*0) 4-0. 9*8) + BOD) 4- .... Ferne (ey, 

ps. d) + OF. p? (20) + ŒE. p? (2*9) +... TORTEN 2) 

s i d {p?(0) + 0. 9? (ed) + 0 *g*? (7 9) +... -L 093,92 p> (9) 

A = qr) + GED) + OED) +. + HE"), 
qui par le procédé tome II. de ce journal pag. 143., 144., 145. peuvent 
être exprimés rationellement par les coefficiens de l’égation R — 0, 
qui seront de la forme 4-+ Bi, où 4 et B sont des nombres rationels. 
Donc la formule (224.) donne l'expression algébrique de toutes les raci- 
nes de l'équation R = 0, et par consequent les valeurs des fonctions 


digan ln) ER ee): ae) 
37. 


r B FR w . 
Ayant trouvé par ce qui précéde la valeur de 0 C) on en tirera 
celle de la fonction 


hs ae) = eG) 
comme 1l suit. 
La valeur de e erg) TM. celle de o T) en aue 


seulement 2 en —i. De là on tire la valeur de Pace) 
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par la formule (10), savoir © © | À 
20. qqun ne) ee 
: EY GET bars) 





n vme | ms c 2mao __ 2me«o. 
«e--gpi' e—pi ®+ 4v-4-1' 


donc on aura la valeur de la fonction 
| 
es 


Maintenant pour avoir la valeur de e( ou 2 a une valeur 


no 
déterminée quelconque, il suffit de déterminer 77 et 7 de la manière que 
n — Qma—(ky+1)é, 
ce qui est toujours possible, en remarquant que les deux nombres 24 et 
4y + 1 sont premiers entre eux; car alors on obtiendra: 


em) et) = Cn ogee). 


En posant p. ex. 2 = bj on aura la valeur de o 


ui 


38. 


Le cas, où 4y-+1 a la forme 1+ 2”, est le plus remarquable; car 


alors l'expression de 96 2-1 
effet on a dans.ce cas 2y — 2", et par suite la formule (224.) fait voir 
quon peut déduire Q(s"0) de 0 et y en extrayant seulement des racines 
carrées. Or y est une fonction rationelle de Ó et y (—1), et 6 est dé: 


> > = Rl > > 2 i 
terminée par l’équation 0° —1, d’où l'on tire Ó par des racines carrées; 


) ne contient que des racines carrées, En 


donc on trouve aussi y et la fonction 
Ad veste (NÉ 
PE") = A) 


* . 7n. W m @ 
Connoissant de cette maniére 9(-7 2), on aura de méme 0) a) 


at Pi 
P ^ : no n 
et de là, par la formule (226.) la valeur de orm) — Ab, en 
extrayant des racines carrées. 
39. 


Un autre cas, ou la valeur de 9(@*) peut étre determinée par des 


racines carrées est celui où 7 est une puissance de 2, comme nous l'a- 
PI 
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vons vu No. 13. Donc on connoit les fonctions: 


m 0) mw 
D) ern) 
où dans la dernière 1-2” est un nombre premier. - 
Soient maintenant 142”, 142”, 149%, . . . . 142" plusieurs 
nombres premiers, on connoit les fonctions: 


ee om) 
et de là la fonction: 
orbe rpm e 


= ze 9^(4/- 9t DERE a ee ale) 


ou 7' est un nombre entier, qui, à cause des indéterminés m, 7, 7; ... 











m, peut avoir une valeur quelconque. On peut done établir le théo- 
réme suivant: „La valeur de la fonction 0) 2 peut étre exprimée par 
„des racines carrées toutes les fois que 2 est un nombre de la forme - 
„2” ou 1-42”, le dernier nombre étant premier, ou même un produit 
„de plusieurs nombres de ces deux formes." 


40. 

En appliquant ce qui précéde à la lemniscate, on parviendra au 
théoréme énoncé no. 22. 

Soit l'arc. AM (Fig. 1.) = « et la corde 4M = x, on aura 

0% 
Y (1—2)' 
En effet, l'équation polaire de la lemniscate est 
x — ¥ (cos 20), 


Da 


d’ou 
o Bala __ dx. Y (cos20) 
sin 2 0 
et 
| Qai c.0x* LL #00, 
donc 
DU DE ?, co0520|. 
3 s.l Dee (5n 20 3? 


mais de x — y'(cos20) on tire COS90 == x^, cos 20 — x', 1 — cos'20 
= 1— x* = (sin26)?, donc 
pst 


dM of xt 
AE mr ob vasa SEWER 
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et par suite 


DORE Tu ON 
HV (LaF) 
et 
(€ — O(a). 
Si l'on suppose x — 1, on aura «= AMB ==. Donc la circon- 


férence AMBN — v». Supposons maintenant quil s'agit de diviser cette 
circonférence en 7 parties égales, et soit l'arc 4M — Ad AMBN — — dy 


on aura 





AM = 0(@*). 
M ® á 
Donc on aura la corde, et par suite le m"* point de division, si l'on 
- . . @ . . > 
connoit la fonction e(R5); or c'est cela qui a toujours lieu, lorsque 7 est 


décomposable en nombres premiers de la forme 2 et 1-]-2", comme nous 
l'avons vu dans le no. précédent. Donc dans ce cas on peut construire 
les points de division à l'aide de la régle et du compas seulement, ou ce 
qui revient au méme, par l'intersection de lignes droites et de cercles. | 


9. IX. 
Usage des fonctions ®, f, F dans la transformation des 
fonctions elliptiques. 
41. 
M. Legendre a fait voir dans ses exercices de calc. int., comment 


,* ) Og A ANS. = 
l'intégrale ray qui, en faisant sin® = x, se change en 


Ir Hu peut être transformée en d’autres intégrales de 
la même forme, avec un module différent. Je suis parvenu à | généraliser 
cette théorie par le théorème suivant: 


Si l'on désigne par « la quantité un ree V , OÙ au moins 


l'un des deux; nombres entiers. 77 et p est premier avec 27 +1, on 
aura: 
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frein © PR "a: pe x*j 
(9*5 m N. (p? na — x?) 
297. 4^. TE er 
a7 d roro) OE + na)’ 
Lm L fo (2? +.) (2 +20) Aa TPE pt na), 
c'e f (02.022. DIE: Ona)’, 


. f étant une indéterminée, de sorte qu'il n'existe qu'une seule reletion en- 
tre les quantités c,,-e,, c, e. 

Les quantités e* et c^ pourront être positives ou négatives. 

Par ce theoréme on peut trouver une infinité de transformations 
différentes entre elles et de celles de M. Legendre. 


42. 
Soient 72 et p, deux nombres entiers, et faisons pour abréger: 
| DDR. of es ML, 
ou lon suppose que l'un des deux nombres 77, x soit premier avec 2n--1. 
En. désignant par 0 une quantité quelconque, il viendra, en 
vertu de (22.) | 
229. Q[0 H(2r Hı)a] = 
En mettant 0— 7c au lieu de 0, on obtiendra: 
230. Q[0-4-(n--1)«] = qQ(0—na). 
Celà posé, considérons lexpression suivante 
234. 0,0) = Q(0) - DUO a) + 6 (04-22) +... + Q(0 na) +. 
. + 0(04- 22a). | | j 
En mettant 6--& au lieu de 6, il viendra à cause de l'équation (229): 
232. (0-2) = @ (0), 
donc si m désigne un nombre entier quelconque: 
233. Qi(0-- me) = Q,(0). 
En vertu de l'équation 230. on peut écrire l'expression de @,(6), 
comme il suit: 
234. Q,(0) = 9 HEC + 90—4) 400428) + 00—28) Ha 
+ 00+ Ra) + e(0— 2) 


c'est-à-dire, en vertu p la formule 
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2.9 0.f(vo). F(va) 
PU var quon eem 1 +e? c?(p 0)? le ok 
235, Qi (0) 
d. 290.f«.Fa 290.f2a.F2« 290.fn«.Fna 
aL Apt ap rcm c. 370 V Tea *26.9* utr TUI anm rey" c*g*no.q* 0" 
En faisant Q0 — x, ®,(0) devient une fonction rationelle de x. En 


la designant par W(x), on aura: 

















9 fa. Fa 2fn ce Fnao 
236. (x) = x. ee epo e.a ocior nm PE 
43. 


Maintenant soit e une quantité quelconque, je dis qu'on aura 


x ac 2c ; x 
ay eg (1-2) (I) ea m peu) 
Pre (1-- e? c? p? a.x?)(14-e?c? p'2a.x?)...….. (1+- e??? ne . 27?) 
En effet il est clair, que la fonction | 
258. Mt — (1-22) (ı1te0a.x)....(1teceV’na.x) 
sera entière et du degré 27-|-1; mais en faisant x — (e, dx devien- 
dra = (D,e, et par suite R se réduira à zéro pour cette valeur de x. De 


méme en faisant x — (Q(s + ma), où m est entier, on aura dx—@, (e-]-72), 


c'est à dire, en vertu de (233), «px — (Q,«. Donc Mu — 0, et par 


conséquent x — (D(e-l- me) sera une racine de l'équation R — 0, quel que 
soit le nombre entier m. Or généralement toutes les quantités 
239. Qe, Dieta), Q(ec-22), ..... Olet+2no) 
sont différentes entre elles. En effet si l'on avoit 
De-+me) = Qd po) 
il en suivrait en vertu de (31.) 


e+ m'a = (—1)*".(e4d- pa} + £o + l'ai, 














d'ou 
Dex ot, 
k= kl; k= kV —], 
(m'— ue = (ADO + (Dai. 
De là, en substituant la valeur de « = mm, on tire 
(m' — w^) (m p gp) = (224-1) (£^ 4- 2, 
| Gn'—p)(n—u) = (224-1) (£^ — 2) : 
et 


„u 7 
m'—y' — (ont). = n4 0 
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equation contradictoire, parceque nous avons supposé, que l'un des deux 
nombres m ét m soit premier avec 221, et 7n/— p est toujours moindre 
que 22-]-1.. Maintenant les 272 + 1 quantités (239.) étant différentes 
entre elles, elles sont précisément les 272 + 1 racines de l'équation R= 0. 
Donc on a 


9040. R= 41-2.) (In) La ne (ee) 


où 4 est un coefficient constant, qu'on trouvera en attribuant à x une 
valeur particulière; p.ex. en faisant x — 0, on a A — 4; or l'équation 
(238) donne pour x — 0: Kl 1, done 4=1, et par conséquent l'équa- 
tion (237.) a heu. | 

En multipliant cette équation par (e et faisant ensuite e=0, il 


1 — — 1 — ——— .... eo0o00%. 1— 
^ Re P^ | 7 E 


ou g est la valeur de Re pour e=0. En faisant 0 — 0, aprés avoir 
divisé par QO, on trouve l'expression suivante de cette constante: 
MEL pem 1--2/z.Fa--2f2a.F2» + .....+2fna.Fne. 
Ea faisant dans (230.) 0 — na — (m'-- 1)&, on trouve 
Q(2ne—mn'a) = O[—(m+1)e] = —O(m' "tap. 
Donc on peut écrire l'expression de x comme il suit: 


2 2 : 
CS ee (ses) 
Pur gc gine 


43, dy oe zn on ee er ur ER US a 7m SO LS 
243. PR Bh rear ae *a. 2?) (1 d-e* c? g? 2a.x7)....(i te? c? p? ne. o?)* 


44, 


Maintenant faisons dans l'expression de 1— 


viendra: 


241. 








x 
AT de, 
, 
P3 € 2 


En sup- 
posant pour abréger 
244, = (1—ecPa.x)(itecDaou.x)....(1+ec®nu.x), 


on aura 


ENTE MES 


or, en faisant dans (230.) 
fie 





+ n-—m'—1)«, 


SES 


on a 
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(2+ e n—m5«) = e(2— Qm +22), 
donc en vertu de la formule (voy. 17): | | 
Pa) = OF +4); 

il viendra: 


o(? + (@n— m'a) > + (m' + 1) a) : 


Cette équation fait voir qu'on peut écrire l'expression de 1— — 
comme il suit: $17 
^ @ ; 
Dto. 


= (1—cx) ie — |: u ages ^ uda = Y T 
st) sore) Et) : 
En mettant —x au lieu de +2, on aura JE 


46:0 SER E. 
: Px D 


Eun Moo (re n ern. fir N: 
Lose sx Paca 


Donc sı lon fait 

















DEN ONE piu erm ie) re : ; 
ou * est indéterminé, et pai $22 
UN C oc j 25 \ 
I Kear Gora AN CE _— Fr ; 
p 1) | gear ne 
248. (re) Gd 
N Le re ps | 
| CH) | are) 


‚on aura: 
20. roy = Aen). ty bene 


De la méme maniére, en faisant 
. m v 
s = ps = m) ss. ( veau) 
g (Site) p(Titna) 


250. 
Ar im 14-———— e^o. a o o f 1q—-——Ác , 
| C4) Cr) 
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et 
251. e, = +—_, 
Viu (2) 
on trouvera ces deux équations: | 
2392." L-giy = a—eiz).- vpn nep — Qt ein). 2 


Les équations 249. et 252. donneront 
Get) = Gé), ety) = item). 
et par conséquent: | ENS 
253. v [a —e?y)0 t e?y)] = xL va es)ad es) 
Maintenant l'expression de y donne dy — Ada, ou P sera une fonc- 


tion entière de x du degré 42, donc: 
uns x o dy ioo ROR jp pape th MIN DIRE Rei ME 
Y[(1—cj?y?)(14-e2y*)] ^ —tt,ss,; V [(1—c? x?) (1dq- e? x2)]^ 
Or je dis que la fonction M se réduira à une quantité constante. En 
I X 
effet on a 


1? 
1—cy = (1—cr).—; 
E 
Anat N Pdx' 
en differentiant, et mettant pour dy sa valeur 10 on aura 


T i = jete—(1—ca) (2957 — 25). 
On voit de là que P est divisible par ¢ De la méme manière on prou- 
vera que P est divisible par les trois fonctions 4, 5, 5,. Donc si deux 
quelconques des quatre fonctions Z, ¢,, s, s, n'ont point de facteur com- 
mun, P sera divisible par leur produit. Or c'est ce qu'on peut voir 


: NA ru | ; : P 
aisément à laide des expressions de ces fonctions. Donc HUE est une 
fonction entiére de x. Or P est du degré 42; et chacune des fonctions 


n | 
(5 4, 5, 5, est du degré n. Donc il est prouvé, que ——— est une quan- 
i I 


tité constante. En la désignant par a, il viendra 


254. un LPS 
YId=e Pit Te Vet 


Pour déterminer « il suffit DEOR Eg à x une valeur particuliére. En 
faisant p. ex, 2 — 0, on aura 


LEN S1; p= ¢.(2) = 2x — b qa 
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Or en différentiant l'expression de #4 et faisant ensuite x = 0, ıl vien- 
Mare, dans | 
AID — b. ms 

On peut donner uses formes plus simples aux expressions de ¢,, e,, 
g, @, et qui mettront en évidence plusieurs proprietés remarquables de ces 
quantités. | 

Par la formule 240. on voit que le coefficient de x” dans la fonc- 

A 

v s. g(e-o).....g (o -2no) 


dct DNA Ra. E CE uus 
Qt bu: q2c«.....qQno)?? 
donc en remarquant que 4 = 
—1 
Qe) = ae "Oi Oe Hai e Aie)... DG Lene). 
En faisant dans (236.), (243.) x — 1, aprés avoir divisé par x, on 


tion À est 


; or d’apres 237. le méme coef- 
ficient sera | 


W 2c 
obtiendra deux valeurs de ~~ Lapi savoir 


A g(—1y 
t Cor (pa. DEP, es. qna)? 


donc, en les égalant: 
256. 2 = (—1y*(ec"(Da.Q2n.....Dnay, 
et par conséquent: 
257. OD, (e) = (ec)"(Da.(2a....Dnay Qs.Q(e--a).O (e d- 22)... C (e - 204) 
—0(-L6( 4-9) 4-0(--5 2)+....+Ple+2ne). 


Cette équation UMS une propriété Follakqustfe de la fonction @. En 





y posant = et en on obtiendra 
0,(2) = E L — (eo. o( 2). 0 (2 +a)... 0 (3-22). 
NZ =. = (ec) *e(z i. (Si a) ..... o (si4- 224), 


^ ou lon a fait pour abréger 


259.5 0c Ou: 024.032... Dna. 


En remarquant que 


O(5 + Gn—m)) = OCF 4-02) 
et 


(i+ @R—mYe) ay 0 (Zi4(m'+1)2), 


ys 


et faisant 
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260)" Fete yng aay 
on tire de ces équations 


LeLÓe(-.e42)..-c( +72); | 





261. : 
= = xL eire). o(Fi+2e) AE p(Titna). 
Multipliant et remarquant qu'on a (18.) . 
OS DL DE 
on obtiendra HR: 
+ -— qm Ge ? 


d'ou 


RN ent, ME 1) 
269. ce, = + Fe) 





De même en divisant on obtiendra: is | 
ds FE = Memo + 2) O( 4-22)... 0 (2 +na), 
AG en = (—1. (or O(Fi+a).P(Zi+2e).....P(Zi+na)N, 


Poi on nitent nous avons trouvé a — b. g, et g = (— 1)". (ec)"0*, donc 


264. a = f.à4(—1y. 


Également nous avons trouvé y = k.W(x), donc en vertu de (243.) ' 
2:200; Acto ls) p Spi deu ake eR Do NO P ZO s ($9? na — a?) 


(14- e?c?q? 2.2?) (1-]-e?c? 9? 2a. 7). ... (A4 d- e?c?^g? n a. x?)' 
Donc ces valeurs précédentes de c,, e,, @ et y donneront: 


0566. T eA NOME T LI egal ae 
ch M EME EP S ya x*)(1-+e?x*)]? 
et de la à 
Oy ac 
d Irma yay J Y [(1— c? x?) (1 e? x)" 
45. 


Les formules (261.) donnent les valeurs des quantités e, et &,, ex- 
primées en c et e à l'aide de la fonction ®. Or on peut aussi les deter- 
miner à l’aide d'une équation we En effet on a 


(ea | orici to Med 








Fa c? 1+ep® a 
et 
Gite) = SU RER: 


donc il est clair que les valeurs de c, et e, ron etre exprimees en 


EN 
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fonctions rationelles et symétriques des quantités De, Pau, . . . . Ona, 
Donc si 224-1 est un nombre premier, on peut, en vertu de ce qu'on 
a vu $. V., déterminer c, et e, à l'aide d'une équation algébrique du 
(22--2)" degré. On peut encore démontrer que la même chose aura 
lieu dans le cas où 27-|-1 est un nombre composé. Alors on peut méme 
déterminer c, et e, à l'aide d'une équation d'un degré moindre que 22-2. 

Donc on aura un certain nombre de transformations correspondan- 
tes pour chaque valeur de 271-1. 


| 46. 
On a supposé dans ce qui précéde que e et c soient des quantités. 
réelles et positives; mais ayant exprimé c, et e, en e et c par des équa- 
tions algébriques, il est clair que la formule (266.) aura lieu également 
en donnant à e et c des valeurs réelles et imaginaires quelconques. Dans 
le cas ou &, c? sont réelles, on peut même se servir des expressions (261.), 
(265.). Mais alors w et & ne seront pas toujours des quantités réelles. 
Au reste l'une des quantités c, et e,, à cause de l'indéterminée f, peut être 
prise à volonté; seulement il faut excepter les valeurs zéro et l'infini. 


47. 
Si l'on suppose c et e réels et 27 + 1 premier, les valeurs de c, et 
e, seront imaginaires, excepté deux d'entre elles, dont l'une répond a 


iie Le MU 
E E nz i 
et l'autre à 
a — Bue: 
~ 2n-4-1' 
A. Supposons d'abord 

2m.w 
ei 2n-1' 


Dans ce cas on aura (261) | 
Eno o. E 2 mu o( oem) ee an 
ur Le {0 REDI s) E r eo) eg bona ih” 

Soit 4.271 — (2n--1)£ 2 a,, ou £ est entier et positif, et moindre que 

er 





, on aura 


e(t t op = (er +) = a) (> arr) 


dan Lacan een E 
On a^ 
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Or les nombres @,, 0;, @ . . . . €, seront les mêmes que les suivants 
1, 2, 3, .... 2; mais dans un ordre différent; donc lexpression de 


1 A ef 
— pourra étre mise sous la forme 


268. + = Hoster) 


De méme l'équation (263.) donnera 


269. == -E(— 1)". 5. (ec) (e(t o 2) cer 


Soit maintenant c — 1, c, — 1, on aura, en posant + (—1)' — 1: 
ir SERERE Po 1 w [o 2n—1 oW* 
er; ea 2er ee) 
u PETS )ü-ceéy)] — METRE ura) apt Const 


7 te (gra) edt =) {9 d seer a}... jr panic 





971. en —(—Iyf. Een 
| dee P ERE fitten ( zu pete qo seri) à 
J = vL. 


272 a =f F-ie Area) eo) To tn) a) 


ou bien 


wa gw VO cp) 9G) ++ OF) | 
“74 MES SAT Tat aoi gs a 8 T ON ROS Po AN 
Pr 2) Ma 3) OG 2) 


Si l'on suppose e moindre que Tunité ou égale à l'unité, e, sera tou- 
jours moindre que e, et lorsque 2% + 1 est un trés grand nombre, e, 
sera extrémement petit. | 

48. 

Le signe du second membre de l'équation 270. dépend de la gran- 

deur de x. | 


ll pourra être jugé aisement comme il suit. On a parce qui précède 
" X rtr 1 2 
Y [Ia—»»a-reéy)] = X——vla-—zaTes). 
En supposant x réel, g* sera mé fini et positif, de même que 


Vai+e y”) et Y(1+ex°). Donc le signe du second membre de l'équa- 
tion est le même que celui de la quantité 


tt, ss, VS) 3 | 


ya 
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maintenant on a 








ss == i nua a cao Nec anna SS ERN 
| ps (Site) | e(S)i ne) 
or p(Tita) = lO etc., 
donc | 
ss S {1+ EST aS DER 


donc, en remarquant que @ est réel dans le cas que nous considérons, 
on voit que 5.54, sera toujours une quantité positive; or £.£, est réel, donc 


2 


la quantité Vc) sera positive égalément, et par conséquent le signe, 


dont il s'agit, sera le méme, que celui de la quantité ZZ. Il n'est pas 
difficile de voir qu'en vertu de (248.) et en mettant pour « sa valeur 


eee on aura 
2n +1? 


Fu Ber 
qu er re 
T np 17.2. TOME E UE n+1 2 
quantité qui est positive depuis x — O0 jusqu'à :—0( +); néga- 


tive depuis = Pl z) jusqu'à Pl: 5); positive depuis 


@ @ 
L — 0 (1.7) jusqu'à xc PE.) etc. Sı x est plus grand que 
l'unité, 77, aura toujours le méme signe, savoir (— 1)". 
Donc, dans ce cas l'équation (270.) donnera, en intégrant et com- 
mengant l'intégrale ids CLA P 


ont = t TIPE 
Si la valeur de x E moindre que lunité, on aura 
275. ge + Const. 
TE Yn ol "I VT —a2) (ie? x*)] 3:541] 


entre les limites 


== (re) et 0i) 


et 


EP Y 00^ AIME 

riv aep rri; bes 4-- e? x?)] + Const. 
4m--1 4m--3 c 

2n +1’ 5) 4 ACTES TEE 


entre les limites x — o( 
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Si p. ex. on suppose x renfermé entre les limites 
Gr) tt OG) 
on aura, en intégrant et commençant l'intégrale par «== 0, . 
t7. Sr = Sms 
En faisant x =): on aura y — (— 1)", et par suite: 


J a OT cr (0 


dou 





res An +2 Oy ; 

278. Ye = PRE 

el o J VI —y Fa) 

Cette expression de a est trés commode pour le calcul. En negligeant 
les quantités de l'ordre e’, on obtiendra 4 


79. (—1).@ = (2nd 


En substituant et er toujours e? la formule (277.) donnera 





In oV [1— x: te x?)] — (2n (2n-F1)z . arc. Sin. (y), 


280 1 E. 1 2. cos 
yt Rage er CRAS Sere olo cnm cee 
a m | ELE) ds 


y=(@n+1)Z.x 





rer ee 
B. Dans le cas & — "7 *. on trouvera de la même manière la 


2n +1? 


formule suivante 


a url 2 aga ma Nub sua 
MU conne RS a eee 





où 
1 
e, = N (Carey OH Wy Ben ZT Sau b PARA LS a BNE 
edo (gS) Osa OG SI 
of = — — Ga Mme 7 TE 
elec) Gre) ope re) 
y dia je TI ee i Gare Gr 











{ite 4 (saa) Mere ee! vet Me T Ge à 


La formule précédente a lieu pour toutes les valeurs de x EAN: 
que l'unité. 


l 
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49. ; 
Pour avoir une théorie compléte de la transformation des fonctions 
elliptiques, il faudroit connoitre toutes les transformations possibles; or 
je suis parvenu à démontrer, qu'on les obtient toutes en combinant celle 
de M. Legendre avec celles, contenues dans la formule ci-dessus, méme 
en cherchant la relation la plus générale entre un nombre 
. quelconque de fonctions elliptiques. 
Ce théoréme dont les conséquences embrassent presque toute la théo- 
rie des fonctions elliptiques, m'a conduit à un trés grand nombre de bel- 
les proprietés de ces fonctions. 


Sur l'intégration de l'équation separée 
ENS EIER! ESO ne 
YvIa—y5a +4 Fay "yTa—s5ü- ass]. 
90. 


On peut toujours comme on sait présenter lintégrale compléte de 
cette équation sous une forme algébrique, lorsque la quantité constante 
a est un nombre rationel, quelle que soit d'ailleurs ia valeur réelle 
ou imaginaire de p. Mais si @ n'est pas un nombre rationel, cela n'a 
pas lieu. A cet égard je suis parvenu aux théorèmes suivans: 

Théorème I. En supposant @ réel, et l'équation intégrable algé- 
briquement, il faut nécessairement que 4 soit un nombre rationel. 

Théorème II. En supposant e imaginaire, et l'équation inté- 
grable algébriquement, il faut nécessairement que c soit de la forme 
my —1.y n, où m et n sont des nombres rationels Dans ce cas la 
quantité w n'est pas arbitraire; il faut qu'elle satisfasse à une équation 
qui a une infinité de racines réelles et imaginaires. Chaque valeur de 
w satisfait à la question. 

La démonstration de ces théorémes fait partie d'une théorie trés 
étendue des fonctions elliptiques, dont je m'occupe actuellement, et qui 
 paroitra aussitôt quil me sera possible. Je me borne ici à considerer un 
cas particulier, qu'on peut tirer des formules du paragraphe DD cé 

Sı dans la formule (270.) on pose 
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et xz à la place de = il viendra 


202, Vid—y?) ({-e* Ae y?)] pu Gy mre us *)(1-4- e? x?)] 


rm) fr GE) 
firegs( g (5 E: TT. wt}... te) 
Q est déterminé par l'équation (269^) qui deviendra 


en. tg t) 


et 2 par: 


284. Bx i »( 5) A PC) P 
DAE. acero qe agger vade pem d duos: 
bre). ep) 


Donc on connoit une intégrale particuliére de l'équation (282.) et par 
conséquent on en pourra trouver lintégrale compléte. 

Dans le cas que nous considérons, la valeur de @ est y (22 ]- 1); 
ce qu'on démontrera aisément comme il suit: 

En mettant dans l'équation (282) y — zy —1, et intégrant entre 


x . 
ou 








200; y —— Ty lex 





vu 








les limites zéro et (2) il viendra 


o 
pts 2 z2)] Fr en 3 
1 É 
en remarquant que les limites de z seront zéro et —. En faisant de 


M) ah, 1 
méme x -—zy —1, et intégrant entre les.limites zéro et >» on trou- 


vera que les limites de y seront zéro et lunité et pen kae 





et 


annees fr “3 
SAE (14-62 y*)] yr Men dst EM 
Donc on a 
No) na a (0) 
Qoo LEA dE D 0 
@ E s [r1] 
Dr ao 
d'ou l'on tire 
285. a = y'(2n-- 1, 
286. — = y(2n4- 1. 
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| Donc bee différentielle deviendra: 


oy por! 
P VICES FUSCE FUTT aS IE an 
91. 
Pour donner un exemple, considérons le cas où 2 —1 et 2 — 29. 
À. Si AES on aura: 


Qux 
Vote = VO eae 


ros 


y —y-—1.6e.2c. 





€ est déterminé par l'équation: 


== sj — — N 
inis u e 1P(z 2) 


donc A ^ 
wan 2d ae 2 p2 A qp. 
me (s). S de Io IN (3) 
b Miis 2 A i f ea 
14 eg? (5 1 +08 ps (5 
Maintenant on trouvera en combinant les deux équations et remet- 
tant pour @ sa valeur y^3: 


V3 = e.c (2), 
. donc v3 
(2) TR ee, 
et par suite 
LN e? —eV 3 
Te Tey By 
de la | AE d 
e—2y3.e-—1 
et 
e = y 3-12. 


Ayant trouvé e, on aura 


of ON VAL VIB UN : 
PE) = spy = 233 
Donc on aura oca différentielle: 
288. an ES zc 
VECO ua) 
| 24* 
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qui sera satisfaite par lintégrale algébrique: 
a Y 3— (2--Y3).a? 
JW TOS CV (os IR 


Si lon pose xy (2—y35) au heu de x, et yy//(2—y/3).V —1 au 
lieu de y, on obtiendra l'équation: | 
Oy "Gr Ox 
“I. vI1—2Y3.,5—59] — Y? eV Se)? 
qui sera satisfaite par Vc d | 
TE Bra o m e 
B. Si n — 2, on aura l'équation différentielle 


SUUS XML abs TEN VS pu CECIDERUNT: 
VAR" "VU a) Te xp 











E rer 
ques ford ace (Cd mper | 
DOO Tm et. 0 ().e (15); Vo = & (2).e C2). 
On a " E fee] 
? o) = V. Es) A Za) t 


M2 

© 

= 
Oe 





I 


w 


TT So 
| 

NS 
eis 
en 

nj 
— 


| 
(9 


e) = ve(z— 3) 


(Q2) 169) Éd) 969), 


|e als 


























€ \ 
"DU: ERE ee ue 9 3) 
Fen) c) rero) 
Gar 
2 0) N reg rs : | , 
(G9 0G) FO) CS) 
3 0 © \ 
_ En multipliant ces valeurs de AG) et AS) entre elles, et remarquant 
que | 2 = Ree 


on obtiendra 
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rel) @) 
ar ene 

ou lon a fait pour abréger à 

90 
5) 
Celà posé, les équations (290., 291.) donneront 


ien ee 
donc, en substituant 





5 Sm FER 
1 vs 
Jie» tw d E T ee vu 
eYe Dan "ee — V5 ? 
e 
et de là ed: 
Worry 
.e-—1-—(5-F2y5)e(e—1) = 0. 
Les racines de cette équation sont 
e=1, 


e = 2V5—2V(2+V5), 


e — 2tV5+2V 2+ V5) 
La derniere de ces racines 
P Vo +1. V5+1\1 
e—2+vs+eve+vs = (CHV) 
répond à la question, car l'équation 


= ee (z).e o) 
1 — ev (1). o 
fait voir que e doit être plus grand que l'unité. Connoissant e, on trouve 


$t. p 2 . i 
la valeur des quantités e(2) et o) comme 1l suit: 
Nous avons 


(9 pa (29 
1c e&,.P° = à I 5) (=) 


E w 2.0 3 
Ese) 
or en faisant (=) — & et 2%) — f, on aura 


p(2) = 1-0; FG) 


—l-—[ 
r2) —1-J-es&; pz? = 1+), 
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donc: 5 
| ad ec)acTeg)-ea0-—s)a-—8,) 

Lb e+) + ep — e — (LR) + esp, 

e —1-—6(e—1).«Q* = e(e+1).(x +0); 

V8 
2i 
e—1-——e(e—1)y 5 = &(e+1) {a? +. 

Donc on connoit a^. et «+? et par suite a et (* par la résolution 
d’une équation du second degré. On a donc aussi la valeur de y, qui 

satisfait à. l'équation: | 


999, ue WR Lo Re uU e por 
Y [(1 —»?)(124- 2 4-Y 5 -2Y (2 3- Y 5. y?)] 
Qa 


or nous avons trouvé plus haut «a?() 2 —-, donc: 


VI Vw TF OLY ORV eV 
Si l'on pose a au lieu de x, et = : au lieu de y, on obtiendra 
l'équation | 
903 CE Lt c A M NEE Ne i - | 
Y[1—4Y HV 5).y*—y*] "YIl+4V (2 43-Y 3)? — xt] 
N V5—Y'(104-2Y 5). x* --x^ 
PT TTV 0032Y5).a x4 
DEN 
Dans les deux cas que nous venons de considerer, il n'étoit pas dif- 
ficile de trouver la valeur de la quantité e, mais la valeur de 7 étant 


plus grande, on parviendra à des équations algébriques, qui pent 6 étre ne 
seront pas resolubles algébriquement. 





Qu 


Néanmoins on peut dans tous les cas exprimer la valeur de e par 
des séries, et comme leur forme est trés remarquable, je vais les rap- 
porter ici: | ! 

En faisant dans la formule (206. du VII” §. «= 1, on aura, en 

1 i 


@ 
remarquant que c — 1, (2) = — 


ms 20 { + in PUCES RE «4 
oe m cer et QUEE i 


2 


où | 
gom e 
p — h? 2 
. D . | 
En faisant de vs dans la formule (204): & = 57, on aura 
e(2:) T n ges he = cos -]- isin = i, donc 
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Q : Urbem i3— 7-3 
Nr amr. s pit 
c'est-à- dire 
oo 4r A ; À; 
ou ap 
rA)? 
Maintenant dans le cas que nous considérons, on a 
| — = y(2n-d-v, 
et par conséquent 
ye Vent) E: z Y (2141) 
300, w— 4 n estie =... T 
D == 7 y (2 + 1). LTV ( (2n4-1) Rs 1 pec Rew ( endi) |. 1 a 


Cette formule donne la valeur de 


= f vu—eüre Fi 


Ensuite on aura la valeur de e par la formule qui, en substituant pour 








D nm 2 TE 
Q sa valeur he ? — AY "t9 *. donne 
N RE ip vens. 
Am VAS VÉETU C dub s. 
203. e — uu AP ET LE T d- V. Wan” - .. @ ° 


jer) pa {Very 
h est le nombre 2,7182818.... 


Addition au mémoire précédent. 


Ayant terminé le mémoire précédent sur les fonctions elliptiques, 
une note sur les mémes fonctions par Mr. C. G. T. Jacobi, inserée 
. dans le No. 123. année 1827. du recueil de Mr. Schumacher, qui a 
pour titre ,, dstronomische Nachrichten,” m'est venu sous les yeux. Mr. 
Jacobi donne le théoréme suivant: 

Soit p un nombre impair et 9 un angle tel qu'on ait, en désignant 


| lintegrale Fo sn? 0) prise de O jusqu'à 0, par F(k, 0): 
F(t, 05 = =. FE, 909; 
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et en général 6"? un angle tel, qu'on ait 
F(k,0™) = E . F (b, 90°): 


soit determine encore langle W par l'équation 
tangZ(0'--0) tang2(0"--0) ^ tangi( 67-2 + 0) 
tang 1 (0 4-0) tang 2(0" — 0)" tang£ (07 rg) n8 (ee 


F(k, 0) = pu. F(,). | 
Il faut admettre le signe supérieur si p est de la forme 42-41, et 
le signe inférieur, si p est de la forme 4n—ı. w doit être pris entre 


tang (45° — 3 y) = 


on aura: 


1 : ÿ 
TTe et Te, si 0 tombe entre 0™ et 0), Les constantes x et A se 


déterminent de différentes manières. On a p. ex. 
1 
HT Q(cosec 0 — cosec dE... + cos OP) +1) 
A = 2ku(sind— sin 0"-4-....4- sind? + 2). 

Ce théoréme élégant, que M. Jacobi donne sans démonstration est 
contenu comme cas particulier dans la formule (227.) du mémoire pré- 
cédent, et au fond il est le méme que celui de la formule (270.) 

Nous allons démontrer cela. 

En faisant dans lintégrale 


3 = / re) aj]? 


x = sind, 
on aura 
Je 
wo in? 0] 
mals 
c= Qu, 
donc: ; 


@ = F(h,60) donne sind = ®». 
Si 0— 90°, on a x=1, donc 


D = F(k,90°). 


Donc en faisant 0 — 0"), on aura 
TU urb QU. Laid EN, 
HE, OM) = +. et sin — (=) 
Cela posé, faisons dans (269'. et 270): 
ri 


SR. dM ye rto a UN MES der 
er o A, e= — ih, p — M od 


— (—1).sinó, y zs, 2n-d-1-— 
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il viendra: 


| dE up 
(1) Jen en | — iine suy) T ^ 


ou les quantités p, À, xp sont déterminés par les équations 





A= Kt, (sin@'.sin®”..... sin 097—715, 
E ss. 0 sin. A, us sin ge y 
HT \sinO’sinO™.....8in0@) S$? ; 
iii lacs KE, {sin? 0".— sin? 6} (sin? 0'** — sin? 6] .... {sin? 92”) — sin? 0j 


sin 0 SU DEE RE Er 0 a 

V2 {1— Kk? sin? 0 sin26| (1— X? sin?0'* sin?0] .. . . (4—K? sin? 09) sin? 6] 

Nous supposons 4 moindre que lunité, car dans le cas contraire « sera 
une quantité imaginaire. 

# 


Celà posé, considérons les équations 249. En remarquant que 


1+7 I 





Qu 
() () 0) ] ; 
(oa) ros ee 
I MU RM D med 072 1C ge hu uf bts ec tar ed 
lg te)te r1) t4) 
: x 4 AN de Tft Ut T : 
cest-à-dire en faisant «& — v et m = 1: 








On —3 2) i «( 1 = 
2 url, i: fd (— 1)”. 2n 1° 2. Es 


, er gs) +2 





+ 


(s 
are rt 


Maintenant on a 


= (—1).sinó, et (Car Cp, — sin 0”, 
donc en substituant: 
De oo) armee ere 
14 sin y 1--(—1)^. sind/ ' sind + sind sind” — sind" sin dr — (— 1)" sind? 
et de la 
tang (459 — § y) 
A tang 3 (0 — 0) tang 1 (074 0) tang 3 (Iran) L(— 1)" 0 0 
TT tang £(0 4-0) tang 1 (0  — 0) tang (Mr) — (— 16 


C'est précisément la formule de Mr. Jacobi. 











tang [459— (— 1)^ 0]. 


Dans la formule (1.), on peut toujours supposer le second membre 
positif. En effet, en différentiant, on aura 


Bien dy m V (1 —A? sin? V) c 
i - UU SV A eA amets 2% sin? 0). 
Crelle's Journal. -III. Bd. 2. Ift. 25 
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En supposant @ toujours croissant, le second membre sera toujours po- 
sitif. Donc en déterminant la valeur de’ sorte qu'elle soit croissante 
et décroissante en. même tems avec 0, on doit prendre le signe supé- 


LN 


rieur. On a donc 


furem sin? in? 0) — Rp 


F(b,0) = p. FQ, Ÿ). 
De la remarque que x doit être croissant et décroissant en même tems 
avec Ó, et en ayant égard à la formule, on tirera aisément la conséquence 


j 1 

que x, doit tomber entre AT et dais 
Quant aux quantités A et p, il est évident qu'elles ont nécessaire- 
ment les mémes valeurs que celles de Mr. Jacobi. Mais les expres- 






^ LA 
"o SV cts — 2 sin? 4) TOR 
ou bien 


z, si Ó tombe entre 0”) et gmt) 


sions que jai données seront plus commodes pour l'application, et font 
voir clairement que A est extrèmement petit, si 2 est un peu grand. 
Au reste on .peut sans difficulté démontrer leur identité à l'aide de la 
formule 257. 


hex 
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Note sur la décomposition d'un nombre donné en 
quatre quarrés. 
(Par Mr. C. G. J. Jacobi, prof. en phil. à Königsberg.) 


Soit n un nombre impair. quelconque, on sait que 4n post étre décom- 
posé en quatre quarrés impairs. | 

S'il s'agit. de iss les quatre nombres possibles a, 5, c, d, tels que 
a*-L.*--c--d'*-— 4n, une méme décomposition en quatre quarrés 
différents entre eux, ee 24 — 1.2.3.4 manières de déterminer a, 
b,c, d. Si deux de ces quarrés sont égaux, ce nombre se réduit à 





95 .4 . , 
12 — 1.2.3 a is Si encore les deux autres sont égaux, le nombre sera 
1.2.3.4 1. = 3.4 
Gi 1.54 9» et Aw sera 4 = 373? sı trois des quatre quarrés sont 


égaux; enfin il sera 1, si les quarrés sont égaux tous les quatre. 

Celà posé, je tire de la théorie des fonctions elliptiques le 
théoréme suivant: 

Soit z un nombre impair quelconque, si l'on peut trouver de m 
manières quatre nombres:impairs a,b, c, d tels que a+ b°+ +d’—=4n, 
en ayant attention. de compter une méme solution autant de fois que les 
‘quatre quarrés peuvent. être permutés entre eux, 772 sera égal à la somme 
des facteurs du nombre z. Donc si, par exemple, 2 est un nombre: pre- 
mier, on aura 7» — n + 1. 1 
" Soit par exemple 27 — 15, on a 4.15 —60-—1-r-14- 2-7 — 
5*--5*--1--3*. Puisque deux quarrés dans ces deux solutions sont égaux 
entre eux, on a 7n — 12 -- 12 — 24, 

Ce théoréme remarquable paroit étre assez difficile à démontrer 
par les méthodes connues de la théorie des nombres. La démonstration 


fournie par la théorie des fonctions elliptiques est entiérement analytique. 
1828. 24. Avril. 


AIR 


192 16. J. Jacobi, note sur les fonctions elliptiques. 


SEED... 
Note sur les fonctions elliptiques. 
(Par Mr. C. G. J. Jacobi, prof. en phil. à Königsberg. *) ) 


(Extrait d'une lettre de l'auteur au rédacteur de ce journal sous le date de 2. Avril 1828.) 





J e commence par rappeler ma notation dans la mémoire. Soit 
p ‚op EZ 
oV (1—k? sing?) ^ t 

je désigne l'amplitudo @ par Q Eh Puis je suppose 


z op MER UM Fes OPO?) 42 ys N 
Klee sing?) K, Y (1 —k' k'sin p? ) K', 
où A +" — 1, 4’ étant le complément de #. 
—K*zt 


Cela posé si Yon fait e * 7 je trouve entre autres 








1. si amie — 2 — qisia—g?  sin3x-L-94 sin5x —q*4 sin 7 x cet. 
N n T Y k' 1— 24 cos2a-|- 29* cos 4x — 2g? cos 6x: -]- 245 cos Bac — cet.” 


Voilà encore d'autres formules: 
3. rome ay (E). "n cos a -]- g* cos 3a q a cos 5 ac -]- q ^ 4 cos TE WE 


og NS heeded ib COR cen wl’ CY pe 


' 1— 2q cos 2x + 29*cos 4x — 2q8 cos 6x + 29 cos 8x — cet. ? 


JH. Ls 2KaN ©" n 1+2gcos2x + 29^ cos 4x + 29?cos 6x + cet. 
a y Hsin’ am = 6 ve). 1— 29 cos2x + 2g* cos 4x — 29? cos 6x + cet.” 


S . dx . OL Zar . 9x 
sin -]-  sin^5- — q* sin > — g* sin^y + sin 5 — ce. 


4 2K x 2 
tangt am — = — —MdÁÀ———d—— ) 
Urs RL | 3 oka TREE Ao 
cos 2 q 2 q~ cos D q 2 q > . 





*) J'ai lu dans le bulletin des sciences de Mr. le Baron de Ferussae, année 1828. cah. 3. 
page 162., qu'on attribue à trois Messieurs Jacob i, les articles Ingetés sous ce nom dans le pre- 
sent journal, ll n'y en a que deux. Ce sont Mr. M. H. Jacobi à Potsdam, et Mr. J. G: Ja-- 
cobi, docteur et professeur en philosophie à l'université de Königsberg dans la Prusse occi- 
dentale (il faut distinguer cette ville de celle du méme nom dans le département de Francfort sur 
l'Oder, qui n'a pas d'université). Le premier de ces deux géomètres est l'auteur du mémoire 
No. 25. tome II. de ce journal, page 276. Tous les autres mémoires et notes dans ce journal 
qui portent le nom de Jacobi, ont pour auteur Monsieur !e docteur et professeur J. G. Jacobi 
à Kónigsberg, qui est en méme tems l'auteur des beaux travaux sur les fonctions elliptiques, insé- 
res dans le journal de Mr. Schumacher et mentionnés si honorablement par Mr. L egendre. 


Je devoit cette notice au public et à Mr. Jacobi. 
Note du redacteur, 
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Aues exposans des coefficiens des trois premières formules sont les nom- 
bres quarrés, ceux de la dernière formule les nombres trigonaux. Donc: 
les séries convergent si rapidement, que leur calcul est trés aisé. 


K'x 
k 


De g—e 
2RY +: : 
v&) = 1429427 aa, im 27^ + 29” + cet. 

AT ++ Ea? + cet. 

1--29--24* 3-29? 3-247 3-2 G+ cet.’ 
Je passe sous silence d'autres formules. Dans l'état actuel des choses on 
peut dire qu'une série soit som mée, si elle a été réduite aux fonctions 
elliptiques. | | 


on tire les séries suivantes pour # et K: 
3 


L'analyse se trouve extrèmement enrichie par là. Euler, par 
exemple, remarque dans son introd., chapitre de partitione numerorum 
que le produit (1—42)(1— 4) (1—9)(1—99.... est égal à 

1—9—4$ Hr -L-g—9$g-—$*—9$5-- $7. 
où les exposans sont les nombres pentagonaux, résultat qu'il a démontré 
dans les acta petrop., qui m'a toujours paru trés remarquable et qui étoit 
un fait isolé dans l'analyse. Cette série peut être sommée par les fonc- 


— Kr 


tions elliptiques. Si ge ^ , je trouve 


VE fae VE. 


I] existe encore nombre de résultats semblables. 





D’ici on peut jeter un beau coup d'oeil sur la théorie de la trans- 
formation. Je ferois voir dans un mémoire plus étendu, non encore fini 
à mon grand regret, qu'un module donné peut toujours étre transformé 
en n--1 autres, au moyen d'une substitution qui se rapporte au nombre 
n, ce nombre étant premier (voyez ma premiére lettre à Mr. Schu- 
"macher, no.123. de son journal d’astronomie). Je trouve ces 2 +1 
modules et les expressions qui S'y rapportent, en mettant 


X =z XI X Jj 2d : i A 4 
9, Q', «UV, vU, XU. Gewese Ww g au lieu de 7, où w —m1 
Deux seulement as ces modules sont réels. Ils sont 
\ 1 25n = 25. 49) 
IA = LT d NM TTL heine. ne te toe 
"n an o On | 0,167 | 90 167 ze 
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où A est le module transformé. : Si z m'est pas premier, il y en a: en- 
core plusieurs. | | | à 

Le résultat suivant entre autres me semble remarquable. - 1l existe 
toujours une équation différentielle du troisieme ordre entre deux modu- 
les & et A, tels qu'ils peuvent être transformés lun dans l’autre. Voici 
cette équation: € 

O74 902 OFA On {-++-k*\* 1+-A?\ /o\? 

3() — 35g Dis + 2] Gua (e) (=) he M 
ou Of est constant. On voit que cette équation différentielle admet un 
nombre infini de solutions algébriques, savoir. toutes les équations algé- 
briques entre les modules qui se rapportent aux transformations dé di- 
vers ordres. Mais ce ne sont que de solutions particulières. Ce sont les 
transcendantes elliptiques, qui offrent la solution générale. Si lon suppose 











EL 7t ” 
EA: T nal ey 
AV (LAS sin py, VN lere o V (1— 2^ sing?) Au 
ou À SA — 1, comme ci dessus, on a 
| MA mK-n' R' 
SOLES pk--p' k A 


ou m, m‘, p, p' sont des constantes arbitraires. Ces équations à modu- 
les qui d'après ce qui a été dit plus haut, s'élèvent au degré z 4-1, 2 
étant un nombre premier, ont trois propriétés essentielles. Ils restent in- 
variables —— | 

1) si l'on change £ et A, 

2) .en posant A et A’ au lieu de & et A, 


; 1 1 , 
3) en mettant — et — au lieu de & et A. 


Il est d'ailleurs remarquable, qu'elles prennent la forme la plus simple 


: 4 
pour la racine quatrième des modules. Si par exemple on met VE — u, 


4 ATV, on trouve 
| (X ou — v'—9uv(1—u*v) = 0, pour n = 3, 
u—v--Suw(u—3)-—4uv(1—uw = 0, pour 2 = 3. 
Donc il faut que ces équations satisfassent à l'équation ditiggonfiello rap- 
portée ci-dessus. | 


\ 


J'ajoute encore une remarque. 


Mr. Abel a proposé tome II. page 286. ds | ce journal le théoréme 
suivant: 
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»91 l'équation différentielle séparée —~ | 
4 aQa A "de t. 

V4 Bag Lean Cat M ENSE eger 
„ou «e, (2, y, 0, € sont réellés, est algébriquement intégrable, il faut né- 
» Cessairement, que la quantité @ soit un nombre rationel.” 

On voit sans peine que ce théoréme est semblable à -celui de la 
trigonométrie.analytique, savoir que 7 doit être un nombre rationel, si 
Yon veut que sinzx puisse être exprimé algébriquement par sinx. Mais 
il faut étendre ce théoréme beaucoup plus pour les fonctions elliptiques. 
Il existe un nombre infini d'échelles de modules pour lesquelles @ peut 
aussi avoir la forme a+b/—1. Ce sont tous ceux, où le module par 
la transformation se change dans son complément. Un de ces modules 
p.ex. est £ — y £. ‚Cette nouvelle méthode de la multiplication est en- 
core remarquable, parcequ'elle a lieu dans les cas, où la transformation 
rentre dans la multiplication, c'est-à-dire où le module transformé de- 
vient égal à celui d’où lon est parti. Par exemple pour 2 — 5, b = y 7, 
ue p 3, on trouve que l'équation | 

DUT 5u*v'(ut —1?) — Hu v(1 —u*s*) ='0 . 
a la racine v — (1+ V — 1) 55, d'où l'on tire 2? = X? — Ff, de sorte qu'on 
a ici A°—/#*. Tout cela découle immédiatement des principes établis 
par Mr. Abel. 
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17. 
(seometrische Sätze. 
(Von Herrn Th. Clausen zu Altona. ) 





. ‘ 


1. 
„Ans einem beliebigen Puucte E (Fig. 2.) der Peripherie eines Kreises, 
der mit dem um ein Dreieck beschriebenen concentrisch ist, fälle man 
auf die 3, Seiten des Dreiecks die Senkrechten E4, EB, ED; das Ver- 
 hültnifs der Dreiecke abc und ABD zu finden.” 


Es bedeute o, a’ etc. die Länge der Bogen zwischen einem belie- 
bigen Anfangspuncte und den mit den resp. Buchstaben bezeichneten 
Puncten. Der Halbmesser des um das Dreieck beschriebenen Kreises 
sei = 1; der Halbmesser des Kreises, worin der Punct Æ liegt, sei — 
Die Aus dem Mittelpuncte des Kreises auf die Seiten des Dreiecks ge- 


"31 - 0 .. y . . 3 / 
fallten Senkrechten schneiden den äufsern Kreis in den Puncten a’, b/, c’, 





SO 1st: 
a b 
a! = ime; a= +a—b+c" 
b C 
MUS a eo 


Cc a 
of me STS, e= —a tht’; 


Der Inhalt des Dreiecks abc sei — Z, so ist 
I == i(sin(a— c) + sin(@—a) + sin(c—b)}, 
I = iÍsin92(a'— 5") + sin? (b' — c^) + sing(c' — ^)j. 
Man sieht noch leicht, dafs: 
EA = cos(b—a^) — k.cos(d — a’); 
EB = cos(e —b^) — k.cos(d — b^); 
EC = cos(a— c^) — k.cos(d — ce’); 
_ und dafs also der doppelte Inhalt des Dreiecks ABD = 27, oder die Summe 
der doppelten Inhalte der Dreiecke 4EB, BED, DEA 
9i == (cos(b'— c') — k.cos(d — a^] . {cos (c— a^) — k. cos (d — 5^) sin (b/— a^) 
+. (cos (c/— a’) — &. cos (d — 5^). {cos (a’— 5^) — E. cos (d — c^) sin (c/— 5^) 
+ (cos (a^— b^) — E . cos (d — c^) . [cos (D— c") —k. cos (d — a^)j sin (a— c"), 
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21 = cos(b'— c) cos (c/— a^) sin (b/— a^) 
-]- cos (c— a^) cos (a'— b^) sin (c'— B’) 
| -]- cos (a'— b^) cos (b'— c^) sin (a^— c") 
sin (b‘— a^) [cos (d — a^) cos (c/— a^) + cos (d — 5‘) cos (b/— c^] 
— À + sin (¢’— ^) [cos (d — 5°) cos (a^— ^) + cos (d — c^) cos (c'— a^)] 
+ sin (e’— c^) [cos (d — c^) cos (b/— c^) + cos(d — a^) cos (a/— b’)] 
cos (d — a^) cos (d — b^) sin (b/— a") 
+ H + eos (d — ^) cos (d — c^) sin (c/— s) 
+ cos (d — c^) cos (d — a^) sin (a^— c") 
und nach einer leichten. Reduction: 
2i = F{cos(c/—a’) sin(¢’—a’) + cos(a^—b^) sin(a’/—b’) + cos(b^— c')sin(b'— c^ 
— kjcos (d—a’) sin(b/—c’) + cos(d — 5") sin (c'—a^) + cos (d—c’) sin(a’—b’)} 
Cos (d — a^) cos (d — b^) sin (b'— 2a’) 
+ 4° n cos (d — b^) cos (d — c^) sin =) 
\T cos (d — c^) cos (d — a^) sin (a^— c/) 
Es ist aber allgemein: 
cos À sin (C — B) + cos B sin(.4— C) + cosC sin (B— A) = 0, 
cos (4-+-B) sin (4—B) + cos (B4-C)sin (B— C) + cos(C-- 4) sin (C— 4) = 0, 
cos(4—B) sin (4—B) + cos (B—C) sin (B—C) + cos(C—A) sin (C— 4) 
= 3 {sin2(4— B) + sing(B — C) + sin2(C — 4); 
folglich | | 
cos 4 cos D sin(4—B) + cos B cos C sin (B — €) -- cosC cos À sin(C — A) 
| = 7{sin2(4— B) + sine(B— C) + sing (C — A). 
Dadurch verwandelt sich der Ausdruck von Z in | 


St 4 I—IEI, 
oder. 


i= z(1—4°)1. 


9 
„In einem Dreiecke 4BC (Fig. 3.) sei, AF—k.AB, BD — E. BC, 
CE — k.CA:* den Inhalt der verschiedenen durch die Durchschnitte der 
Linien 4D, BE, CF entstandenen Dreiecke zu finden." 
Seien die Winkel 
CAB. == a, 
ABC zb : 
BCA = €, | 
Crelle's Journal. III. Bd. 2. Hft. i 26 
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und der Durchmesser des umschriebenen Kreises — 1, so ist: 
AB = sine; AF = k.since; 
BG ea) sine 34 BD! Poma; 
CA = sind; CE = k.sindb; 
| BD sin ABC k sin a sin b 
itd: AB — BD cos ABC. sin c — Kk sin a cos b? 
AC sin BAC sin a sin b 
t ARC um Ie deeem [euim wr Ba sinu see fs 
dus AF— AC cos BAC k sin c — cos a sin b 





Es ist aber. | 
AFsnAFI _ 
E in (DAB+ AFC)’ 
: AF? sin DAB sin AFC 
| ms sin (DAB + AFC) 
— 472 _tang DAB tang AFC 
MM tang DAB + tang AFC 


t k3 sin a? sin b? sinc? 
sin a sin b sin c — (sin a cos a sin b? 4- sin a? sin b cos b) k + sin a sin b sin c. k? ' 
Da aber c — 180— a — b, so ist sinc = sina cosb sey cose sind, und also 


9NAFI = yai E Yide sind sinc — 2.— AABC, 
1—Xk--k* — k Kk? 
oder | t: Zu 
k3 
(L) AAFI = 7—" ABC... 


Da dieser Werth in Beziehung auf die drei Seiten symmetrisch ist; so 
sind die beiden Dreiecke HEC und GDB dem Dreiecke AFI gleich. 
Es ist ferner AAFC=kAABC, also 


2) 4EHI = CDGH = BGIF = ee 





k+ k? 
k— k*— ' 
ki k — k? — k3 j 
(3) AGHT = ele ee 


1—4r + Ax? 
HE Cs L4 )AABC. 

Wenn #—;%, so ist der Inhalt des Dreiecks GJ — 0, der die 
Linien 4D, BE, CF schneiden sich in diesem Falle in einem Puncte; 


-welches auch sonst bekannt ist. 
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18. 
Bemerkung über ein Polyéder. 


(Von einem Ungenannten.) _ 


Hs seien sieben Puncte p,, p,, . . . p; im Raume gegeben, von welchen 
dreimal vier in einer Ebene liegen (wie dies bei jeden sieben Eckpunc- 
ten eines sechsseitigen und achteckigen Körpers der Fall 1st), und zwar 
liegen p,p,p;ps; p,p.pipo und p,pipa.p; in einer Ebene. Nimmt man diese 
Ebenen zu Coordinaten-Ebenen, bezeichnet dem gemäfs die Coordinaten - 

von p, durch 0, 0, 0, von ps durch 0, 2’, «’, 


P2 n 0, 0, &, Ps % qu. Oye, 
Ps F 0, p, 0, Pin yrs [475 0 
Pa * Y 0, 0, 


und legt durch diese sieben Puncte eine Fläche der zweiten Ordnung, de- 

ren Gleichung, da sie durch den Anfangspunct der Coordinaten BD 

allgemein 

(1) 42-4 By*4- Ce + Dzy+Ezse+Fye+Gz+ Hy+Ic=o 

ist; so hat man zur Bestimmung der Coefficienten folgende Gleichungen: 
Ca? + Ta — 0, Co^" + Bp" 4- Fe/Q' + HP + Ta’ = 0, 
B(»-- HQ -— o, dd ty Cal? + Ea! y" J-Gy'-- Is" = 0, 

Ay? + Gy — 0, Ay" + BOM? LDRUMUL Gy"! 4- HQ''— o, 


woraus 


I TRUE Ca, pe Asi + DES. 
H ius — Bg, E in A= 22 + ——— ae , 
Ges — Ay, Iz Te y + iidem 20m : 


folgt. Die Gleichung S Md daher 

e ++ zer] 424 fr ++ GEx—e]|3 
+ Lise Z + y NE 35:0; 

Legt man nun ferner durch die n Pa fs Pr» ferner Ps Ps Pr, ferner 


P: Ps Po Ebenen, so findet man, dafs ihre Gleichungen 
26 * 
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io ME 
ha gu i c—Yy = 0, 
77, EN. 
3) Ay + Lp + ELE. = 0, 
MES 4 EU ya. = 0 


sind. Die Coordinaten des tache tn ps dieser drei Ebenen 
befriedigen aber diese Gleichungen zu gleicher Zeit, und reduciren also, 
wie man sieht, die Coefficienten von 42, By und Cx in der Gleichung 
(2.) auf Null. Es geht demnach die Fläche (2.) durch diesen. Durch- 
schnittspunct ps, welches folgenden Lehrsatz giebt: 

Alle Flächen der zweiten Ordnung, welche durch sie- 
ben Eckpuncte eines von sechs Ebenen begrenzten acht- 
eckigen Körpers (Hexaédre-octogone) gehen, gehen auch durch 
den achten Eckpunct dieses Körpers. 


Hieraus fliefst, als ein besonderer Fall, der nachfolgende Satz: 


Wenn man auf einer Kugelfläche, oder in einer Ebene, 
drei Kreise #,,4,,#, beschreibt, die sich in einem und dem- 
selben Puncte p,, und aufserdem zu zweien, nämlich #, und 
A, in p, A, und A in p und A und A in p,, schneiden; wenn 
man ferner auf einer jeden dieser Kreislinien einen Punct, 
auf A, ps, auf k,, p; und auf ks, p, beliebig annimmt; so 
schneiden sich die drei, respective durch die Puncte p,, p; 
und po; Ps, Ps und p;; und p,, p, und p, gehende Kreise in ei- 
nem und demselben Puncte ps. 
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19. | 
Bemerkungen zu der zweiten Aufgabe") in der 
Abhandlung No. 17. in diesem Hefte. 


( Von Herrn J. Steiner zu Berlin.) 


1) Diese Aufgabe gehört zu einer Abtheilung von Elementar- Aufgaben, 
die die Pestalozzische Schule wegen mancherlei pädagogischer Vorzüge 
sehr in Betracht zog, und die der Director der Gewerbschule zu Berlin, 
Herr Kloeden, besonders sehr ausgebildet hat, und bei seinem Unter- 
richt mit dem besten Erfolg ausübt. Nach dieser Elementarübung wird 
die obige Aufgabe ohne Hülfe trigonometrischer Functionen gelöset; auch 
kann sie allgemeiner gestellt werden, so dafs die obige nur als ein ein- 
zelner Fall erscheint, nämlich wie folgt: 

2) „Es seien dieSeiten des gegebenen Dreiecks ABC (Fig. 4.) auf irgend 
eine Weise getheilt, z.B. so, das AF=«.4B; BD=ß.BC;, CE=y.CA. 
Man soll den Flächeninhalt eines jeden der sieben Stücke angeben, in 
welche das Dreieck durch die drei Geraden AD, BE, CF getheilt wird.” 

Wenn die Gerade EG mit ZB parallel,’ so ist CE:CA = EG: AP, 
und daher 





T5 = is 
und da aus denselben Gründen EG:BF = EH:HB, so ist eben so 
EH=y 














= 
und daher 


EB (= EH+ HB) — (a 4- y1— a = HT HE, 
folglich 








EH _ ^ «y 
EB ^ 1—a-+eay’ 


und da die Dreiecke c und CEB sich wie ihre Grundlinien EH, EB ver- 
halten, so 1st 
c= 





Mag Mrs . CEB. 


Wird nun der Inhalt E Ari Dreiecks durch À dargestellt, 
so ist CEB — y. A, und daher: 


*) In Hinsicht der ersten Aufgabe kann verglichen werden Bd. II. S. 265. d. Journ. 
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1210 en ras à 
und vermöge der Analogie hat man eben so: 
DE p i r2 
i ae 
| AC pa? 
3) a —— dod 


Da z.B. das Viereck d — 4FC— c — a, so hat man ferner (weil 
ARG S wr A 
| LEER NE PR Pa | 
de de «(1 i—c--e«ey = | ur). A) 


desgleichen à 
r Qc jo v y 
Sala eC NEA ud en NS 
Aes ay 
pie het Alin arm or har eee 
Endlich ist das Dreieck g = A— AFC—BDA— CEB + a+ te 





daher 


ARTES, (1 —a—8— Vic ipm es vt e à 
Lia (1 Vds Co Mo Pac are, Le anne 
1 meter ds Le AN 
Schneiden die drei Geraden 4D, BE, CF einander in einem Puncte, 
so ist g — 0, und für diesen Fall hat man also die Bedingungsgleichung 


ite 1—5 1—y Br 
MM Sore er 4 Rr Mg eno pror dem 


9. aBy = a—e)u—8)1—»- 


3) Der angeführte Satz entspringt aus dem vorstehenden, wenn 
man a —(2-—'y setzt. Für diesen besonderen Fall hat man: 


oder auch 


10. ¢=b=c= I Aut, 2. 000 

1 d ee een (4, 5,600 

JU D E (13% 31 7L :).5 (7.) | 
2 N 


4) Neulich wurden im XVIII. Bande der Hundes de mathémati- 
ques des Herrn Gergonne einige Aufgaben untersucht, welche den vor- 


) 
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stehenden ähnlich sina sich eben so leicht losen lassen, und aus denen 
ich die vorztiglichsten Resultate hierher setzen will. | 
Wenn man nemlich im Innern eines Dreiecks mit dessen Seiten 
: drei Geraden parallel zieht *), so dafs die Fläche desselben in 7 Stücke ge- 
theilt wird, nemlich in ein dem gegebenen ähnliches und ähnlich lie- 
gendes Dreieck A, in drei Parallelogramme a, 5b, c und in drei, die- 
sen respective gegenüberliegende Paralleltrapeze &, ß, y, so findet Herr 
Valles folgende Gleichungen: 
a= 2|v(A--E—v^llv(i^ d 0—v4]. 
1 j = 2{[V(A+a)— VA] IvV(^ c -00—v A], 
e = 2[V(A+a)—VA][V(A+P)—V AI, 
2aa = bc--2y(2abcAX, 
2 sc = ac +2V{(2abcA), 
eV == ab + 2v (@@abcA), 
3. 4[V(A+a)—VAIV(A+P)—-VAIV(A+Yy — Y^] = V@abc), 
& alV(A+a)—VA] = ^M (^4-B)— V A] = cl (54-) — Val, 
9. Q2au—bc = 92b —ac =2cy—ab. (2.) 
Setzt man A — 0, d. h., nimmt man an, die drei Geraden schnei- 
den einander in einem Puncte, so hat man z. B. 
Dans yl 0e Kaya, ca cct Vt 
| Ws DC 184 Oa, | 
Wenn man áhnlicher Weise im Innern einer dreiseitigen Pyramide 
mit deren Seitenflächen vier Ebenen parallel legt, so dafs die Pyramide 
in 14 Theile getheilt wird, nemlich 1) in eine der gegebenen ähnliche 
und ähnlich liegende Pyramide p; 2) in vier Parallelepipeden a, 5, c, d; 
3) in vier den letzteren respective gegenüberliegende, mit ihren Grund- 
flächen parallel abgestumpfte dreiseitige Pyramiden c, Q, y, 2; und end- 
lich 4) in sechs abgestumpfte Parallelepipeden, welche rücksichtlich ihrer 
Lage zwischen den Parallelepipeden (2.) durch [ed], [ac], [ed], [4 eb 
[da], [ed] bezeichnet werden sollen; so hat man: 


L mm = 6[v (p -- 8) — pl (p4- y) — v plMv (p 4-3) — v pl; 
für b, c, d analog. 


Bde Zöge man drei Geraden, statt parallel mit den Seiten, so, dafs sie die Seiten in irgend ge- 
gebenen Verhältnissen schnitten, so würde dieser Fall den gegenwärtigen und den obigen (2) als 
besondere Fälle in sich enthalten, und nach Art des letzteren leicht gelóset werden können. 


| x 
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[eb] = 3Iv (p 4- —v plv (p - 9) — pM PEN d v EHI 
für [ac], [@d],...... analog. 
Lea = 26cd + V (6a dp) + 6a (36 abc dp'), 
für ß, y, à analog. Danach findet man c, ß, % 0. 


mt 
— 
L 1 


LIL. 


| 2ab[cd] = ed(a+b) + 2 (607 dp), 
IV 
für, [a^] o [ae], si BRE 
V. 361V (pd-2) — V 7] ev NAT CES NA 
V (36 a? bd), 
VL e[v (p 4-4) — vp] = ^v (--8)—v7] = LG + — Vr] 
= d[V'(p 4-9)J— v pl. | 

VII. ab|cd] J-ed[a] = ac[bd]+bd[ac] = ad[bc] 4-5 c[ad]. 

Setzt man. p — 0, d. h., nimmt man an, die vier genannten Ebe- 
nen schneiden einander in einem Punct, wodurch sich «, 2, y, à in Py- 
' ramiden ieee die der gegebenen ähnlich sind, so hat.man z. B. 

VII. o—2160y0; B= 2M6ayd; &= 216280; d 2162. 
TX qup 30/^y-E Y) vd), für die übrigen analog. 
X. abcd = 1296a(y3. 
IX. 608 = Woes Obs e-'acd: eto 

Xi ee (O° D cte c 
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20. 
Anmerkungen zu dem Aufsatze No. 18. 


(Von Herrn J. Steiner zu Berlin.) 


Aus dem hier bewiesenen Satze schliefst man folgenden analogen Satz, - 
nämlich: 

 »Dafs jede Fläche zweiter Ordnung, welche sieben Sei- 
tenflächen eines von acht Ebenen begrenzten sechseckigen 
Körpers berührt, auch zugleich die achte Seitenfläche be- 
rühre.” OBIE 

Denn nach einer gewissen Regel, welche die französischen Geometer 
»théorie des polaires réciprogues" nennen (von der ich an einem ande- 
ren Orte handeln werde), und nach welcher die Dualität solcher Sätze 
erschlossen wird, folgt auch dieser Satz unmittelbar aus jenem. Der 
gegenwärtige kann aber auch aufserdem, wie folgt, aus jenem herge- 
leitet werden. 

Tn jeder Ecke des genannten Körpers stofsen vier Seitenflächen zu- 
sammen. Die in irgend einer Ecke zusammenstofsenden Seitenflächen 
sollen der Ordnung nach durch 4,, 4,, As, 4, und die ihnen gegen- 
überliegenden Seitenflächen durch 4,, A, 4;, A, bezeichnet werden. 
Die Ecken des Körpers lassen sich dadurch, mit Rücksicht auf die Sei- 
tenflächen, die darin zusammenstofsen, durch £ (1234), E(1278), E (2358), 
E (3465), E (4176), E(5678) bezeichnen. Endlich sollen die Puncte, in 
welchen irgend eine Fläche F zweiter Ordnung, z.B. die sieben Seiten- 
flachen 24, 4,, 4,, 4,, As, Ag, A, berührt, p,, ps, ps, Pas Ps» Pos Pr 
heifsen. 

Man weifs: ,,dafs die Berührungspuncte aller Ebenen, weiche durch 
einen und denselben Punct gehen und eine Fläche zweiter Ordnung be- 
‚rühren, auf die Peripherie eines Kegelschnitts beschränkt sind, und dafs 
umgekehrt: alle Ebenen, deren Berührungspuncte mit einer Fläche zwei- 
ter Ordnung auf einen Kegelschnitt beschränkt sind, einander in einem 
und demselben Puncte schneiden.” 

Daher folgt also, dafs vermöge der Ecken £ (1234), E (3465), E (4176), 
sowohl die vier Puncte p,, p, P32 Pas als ps, Pas po, Ps3 als pas Pis Pr> Ps 
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in einer Ebene (in einem ebenen Schnitt der Fläche F) liegen; und da- 
her giebt es, nach dem oben erwähnten Satze, noch einen bestimmten 
achten Punct ps, welcher ebenfalls in der Fläche F liegt, und zwar so, 
dafs er sowohl mit den drei Puncten pi» Pas P355. als Pos Pss-Ps> als ps, 
Po; p; in einem ebenen Schnitt der Fläche liegt. Aus dem Letzteren 
folgt ferner, nach dem vorstehenden Hülfssatz, dafs die in ps an die 
Fläche F gelegte Berührungsebene sowohl durch den Durchschnittspunct 
der drei Ebenen 4,, 4,, 244; als 4,, 4;, 4,; als 4;, A, 4, gehen muß, 
d.h., dafs sie durch die Ecken £ (1278), E (2358), E (5678) gehen muß, 
folglich fällt sie mit der Seitenfläche 4, zusammen, und folglich. wird 
auch diese Seitenflache 4, von der Fläche F berührt, w. z. b.. w. 

Ich erwähne bei dieser Gelegenheit noch folgender zwei interes- 
santen Sätze, welche Herr Bobillier im XVII. Bande der Annales des 
Herrn Gergonne, durch eine sehr einfache und geschickt geführte Rech- 
nung bewiesen hat, nämlich: | 

I. „Die Mittelpuncte aller Flächen zweiter Ordnung, 
welche sieben gegebene Ebenen berühren, liegen in einer 
bestimmten Ebene." 

II. „Die Mittelpuncte aller Flächen zweiter Ordnung, 
welche acht gegebene Ebenen berühren, liegen in einer be- 
stimmten Geraden.” 

In einer späteren Abhandlung desselben Verfassers (Bd. XVIII. S. 
253.) fliefsen diese Sätze als sehr specielle Fälle aus allgemeineren Sätzen 
über algebraische Flächen aller Ordnungen. . Den Untersuchungen des 
Herru Bobillier geht ein Memoire von Herrn Gergonne, betitelt: 
Recherches sur quelques lois générales qui regissent les lignes et surfa- - 
ces algebrigues de tous les ordres" woran (Bd. XVII. S. 214. und 229.). 
Diese Arbeiten sind ihrer Allgemeinheit und Einfachheit wegen in Be- 
ziehung auf geschickte analytische Behandlung geometrischer Gegen- 


stände von grofsem Interesse, und verdienen deshalb besondere Berück- 
sichtigung. 
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MT oil 
Aufgaben, und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


(Von Herrn J. Steiner zu Berlin.) 
1. ben rsatz. Setzt man zur Abkürzung 
z(z4- NELLY... r—3) = 8", 
so hat man für die Summe leigh hoher Potenzen der natürlichen Zah- 
len folgende Ausdriicke*), nämlich: 


I. n + o2n-+1 +. 32241 4L dents Jd My ds + xen — !S qu 
i 2 1 2 2 1 \en—2jı 
= Mac n trei 5, (enti 1 . 1 22—9 EFA) « 
23 ida 
3? 12... ..: 91 
n° (n—1)? (n—1)* 








+ | ne an v 42 ent... (18) i(a—1)*^ + (12)" 3a 
PIRE PT ER | (17)"-2(2?)! 
. (1*y*13(23)* 





(n—2)?(n—2)?(n—2)? 


und (22)r-1 | 
1. 172 + art SHE RE e. ecl qe aa 15 gna 
2x41 1 1 
= SP i. Fr eeu PT m DUST caer CN auth 
-— T | 12 . 2? 
" | gae 0e 
" (n—1) 2 (get)? | 


+ aye iGe— t (12) 309]. 
(12-2, (22 | 
Fe (2?) 


(93)n3 
*) Der Herr Professor Sch weins giebt in seiner Analysis eilf verschiedene Summirungs- 


weisen dieser Reihe; auch die vorliegende Summirungsweise gewinnt man nach der daselbst von 


dem genialen Verfasser angewandten schr allgemeinen Summirungsmethode. 
| (Anm. des Herrn J. Steiner.) 


ri 
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Leitet man von der gegebenen Reihe (L, IL) neue Summenreihen 
ab, so hat man für idi Summe der rten saei Reihe: 


HI Le pip (x — ny uli Er 1? On a (x — n + gap 
2 





32 
n? 
z 2 ontr-3|1 2\n-1 1 ri3li 2n 1 rT1|l 
qood: 224 ij on Ggme- —n+2) | st+....+(1?) days (en 53314. (17) ‘Re hi 
IU Ze (12), iP 
1? . 3? : 
(92i 


(n—1)*(n—1)? 
und 
IV. "Bart = 


xiu (x — n + im 


—n)rtrHilı t: 1? 


laa [Qn ip Lira 


& 


i 


1 
F1 open EL APN eh LIE amer]. 


12 , 92 (12)7-*, vi Q 
nen): (22) p 

Die Grófsen z, r sind als ganze positive Zahlen vorausgesetzt. 

12. Lehrsatz. „Zieht man in einem gegebenen Kreise Sehnen, 
die sämmtlich parallel sind, beschreibt über jeder, als Durchmesser ge- 
nommen, einen Kreis, so wird jeder von diesen Kreisen (wozu auch der 
gegebene gehört) von einer bestimmten Ellipse eingeschlossen und in zwei 
Puncten berührt, Die Ellipse hat den mit den genannten Sehnen paral- 
lelen Durchmesser 4B des gegebenen Kreises zur kleinen Axe, deren 
Quadrat gerade die Hälfte des Quadrats der grofsen Axe ist. Diejenigen 
Kreise jedoch, deren Durchmesser kleiner sind als -4B8y^2, liegen inner- 
halb der Ellipse, ohne von ihr berührt zu werden." 

13. Lehrsatz. ,,Zieht man irgend eine Gerade ZB, welche ein 
Paar gegenüber liegende Kanten einer gegebenen dreiseitigen Pyramide 
schneidet, und legt durch irgend einen Punct P derselben (4B) zwei 
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andere Geraden CD, EF, welche respective die beiden übrigen gegen- 
über stehenden Kantenpaare schneiden, so geht die Ebene der letzteren 
Geraden CD, EF beständig durch eine bestimmte Gerade 4,B,, welche 
ebenfalls das erste Kantenpaar schneidet, der Punct P mag sich in der 


fixen Geraden 4B bewegen, wie man will; und ferner: legt man durch 


AB irgend eine Ebene, deren Durchschnitispuncte mit dem zweiten und 
dritten Kantenpaar C,, D, und E,, F, heifsen mögen, so fällt der Durch- 


schnittspunct der Geraden C,D,, E,F, beständig in die Gerade 4,B,, 


die Ebene mag sich um die fixe Gerade 4B drehen, wie man will” 

14. Lehrsatz. „Nimmt man in der Peripherie eines Kegel- 
schnitts irgend sechs beliebige Puncte 4, D, C, D, E, F (Fig. 5.) an, so 
können sie auf drei Arten als drei und drei einander gegenüberliegend 
betrachtet werden, nämlich 4, B, C und 7, E, D; B, C, D und 4, F, 
E; C, D, E und B, A, F. In jedem Falle bestimmen sie, paarweise ge- 
nommen, wie sie einander gegenüber liegen, drei Vierecke, z. B. im er- 
‚sten Falle 4BEF, ACDF, BCDE. Die Durchschnittspuncte (G, H, I) der 
Diagonalen dieser drei Vierecke liegen in einer Geraden (GHZ), und 
die auf diese Weise entstehenden drei Geraden GHZ, KLM, NOP schnei- 
den einander in einem einzigen Punct Q." 

Dieser Satz ist nur ein Theil eines umfassenderen Satzes. 

15. Lehrsatz. Zieht man in einem convexen Vieleck alle mög- 
liche Diagonalen und verlängert alle Seiten, so dafs alle diese Geraden 
wo möglich einander paarweise schneiden: so entstehen, im Allgemei- 
nen, innerhalb des Vielecks gerade halb so viele Durchschnittspuncte als 
aufserhalb. Z. B. beim 20Eck innerhalb 4845 und aufserhalb 9690. 

16. Lehrsatz. Bekanntlich können die Seiten eines Dreiecks oder 
ihre Verlängerungen von vier Kreisen berührt werden. Ist das Dreieck 
ein rechtwinkliges, so ist der Radius des Kreises über der Hypotenuse so 
grofs als die Summe der Radien der drei übrigen Kreise; und ferner: 
bei dem bekannten Pythagorischen Dreieck, dessen Seiten, durch irgend 
eine Längeneinheit gemessen, 3, 4, 5 sind, sind die Radien jener Kreise, 
durch die nämliche Einheit gemessen 1, 2, 3, 6. 

17. Lehrsatz. Sind 4, B, C diejenigen drei Kreise, von denen 
jeder eine Seite eines gegebenen Dreiecks und die Verlängerung, der bei- 
den übrigen (Seiten) berührt, und man beschreibt drei andere Kreise a, 
b, c so, dafs jeder zwei der drei ersteren äufserlich und den dritten in- 


DW 
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“nerlich (éinschliefsend) berührt, so schneiden die drei letzteren einander 
in einem bestimmten Punct P, und die Geraden, welche diesen Punct 
mit den Mittelpuncten der drei ersteren Kreise ap à — "beqpsó- 
tive zu den Seiten des Dreiecks senkrecht. 2 € I 
18. Lehrsatz. Sind 4, B, C, D diejenigen ‘vier Kugel; von 
denen jede eine Seitenfläche einer gegebenen” dreiseitigen Pyramide und 
die Verlängerungen der drei übrigen berührt, und man‘ beschreibt vier 
andere Kugeln a, 5, c, d so, dafs jede. drei. der vier ersteren äufserlich 
und die vierte innerlich berührt, so schneiden. die vier letzteren einan- 
der in einem bestimmten Punet P, und die Geraden, welche diesen Punct 
mit den Mittelpuncten der vier ersteren Kugeln (4, D, C, D) verbinden, 
sind respective zu den Seitenflächen der Pyramide senkrecht. 
Dieser und der vorige Satz sind nur Theile von umfassenderen Sätzen. 
19. Thehrsatz. Es seien M, M, (Fig. 6.) irgend: zwei Kreise 
(deren Durchmesser 4B, CD), EF' sei ihre Linie der gleichen Potenzen 
(siehe Ed. L S. 165. d. Journ), und M sei die Mitte ihrer gröfsten Entfer- 
nung 4D von einander; beschreibt man irgend einen Kreis My, d.h. 
GHT oder C, H,7,, und hierauf zwei andere Kreise 72;; m, so, dafs beide 
zugleich innerhalb oder aufserhalb des Kreises M liegen und ihn berühren, : 
und dafs sie überdies die Gerade EF und respective die‘gegebenen Kreise 
M,, IM, berühren, so sind die zwei Kreise m,, m,allemal éinander gleich. *) 
20. Lehrsatz. Drei unendliche Geraden, die ein Dreieck ABC 
einschliefsen, theilen die Ebene in der sie liegen, in sieben Theile, näm- 
lich in die Fläche Æ des Dreiecks, in drei Winkelräume J£,, £,;^E, 
und in drei über den Seiten des Dreiecks liegende Ráume HU FRO. 
Zieht man aus den Ecken des Dreiecks durch irgend einen Punct P drei 
Gerade 4P4,, BPB,, CPC, die den gegenüber liegenden Seiten in 4,, 
D,, ©, begegnen, so liegen diese drei Punéte 4,, B,, C, mit den Mitten 
4, B,, C, der Seiten, allemal in irgend einem Kegelschnitt, und zwar. 
in einer a) Ellipse, 4) Hyperbel, oder c) Parabel, je quaHaome det Punct 
2) Archimedes hat denjenigen besonderen Fall dieses Satzes Itm wo die gegebenen 
Kreise M,, M, einander (in B, C) berühren, und wo AD als Durchmesser des Kreises AZ ange- 
nommen wird. Ein arabischer Scholiast Alkauhi hat den Archimedischen Saiz so weit verallge- 
meinert, dafs er die erste Einschränkung aufhob (siehe Archim. VVerke, übersetzt von Nizze, 
S. 256., Wahlsatz 5.). In dem lezteren Falle findet folgende besondere Eigenschaft statt: „Ist K 
(Fi e 7j der anfsere, Aehnlichkeitspunct dec ‚gegebenen Kreise‘ 72, , 7, , $0 berührt sowohl der 


Kreis m, dessen Durchmesser MK ist, als derjenige Kreis M(G,Hı 1), welcher die áufsere ge- 
meinschaftliche Tangente KN,N, der gegebenen Kreise berührt, die beiden Kreise m; , m; ."* 


(Anm. des Herrn J. Steiner.) 
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Pa) in einem. der vier Räume EZ, £,, E,, E,, b) in einem der drei 
Räume H,, -H,,, Hs, oder c) unendlich entfernt. liegt (d. h. die Geraden 
AA,, BB,, CC, sind parallel). 

Dieser, Satz ist ein’ besonderer Fall eines allgemeineren Satzes. 
Auch giebt es einen, diesem entgegengesetzten Satz. 

21, Lehrsetz. Berühren‘ die Seiten irgend eines Bresebbà eine 

gegebene Parabel, so schneiden die drei Geraden, welche die Berührungs- 
puncte mit den gegenüber liegenden Ecken verbinden, einander in irgend 
einem Punct P; und ferner: die Schwerpuncte aller Dreiecke, denen ein 
und derselbe Punct P in dieser Beziehung zugehört, liegen in einer be- 
stimmten Geraden,. und die; um die Dreiecke beschriebenen Ellipsen, 
welche die respectiven Schwerpuncte zu Mittelpuncten haben, sind ähn- 
lich und ähnlich liegend, und schneiden einander im Puncte P." 
! 22. Lehrsatz. Beschreibt man um ein gegebenes Dreieck ABC 
(Fig. 8.) irgend. einen. Kegelschnitt, zieht aus den Ecken des ersteren 
durch irgend einen Peripheriepunct. D des letzteren die Geraden 4D4,, 
BDB,, CDC,, die den gegenüber liegenden Seiten in 4,, B,, C, begeg- 
nen, so liegen die drei Puncte a; (), y, in welche die entsprechenden Sei- 
ten der beiden Dreiecke BC, 4,B,C, einander schneiden, allemal in 
irgend einer Geraden, und diese Gerade «By geht beständig 
durch einen bestimmten fixen Punct ©; und zieht man ferner 
aus. den Ecken: des gegebenen Dreiecks 4BC durch die Mitten a, 5, c 
der Seiten des Dreiecks 4,B,C, die Geraden Ad, Bb, Cc, so treffen diese 
einander allemal in irgend einem Punct P, und der Ort dieses Puncts. 
ist eine bestimmte Gerade. 

23. Lehrsatz. Beschreibt man irgend einen Kegelschnitt DEF 
(Fig. 9.), welcher die Seiten eines gegebenen Dreiecks berührt, legt an 
denselben irgend eine Tangente 4,B,C,, welche die Seiten des Dreiecks 
in 4, D,, C, schneidet, und zieht die Geraden 44,, BB,, CC,, wodurch 
das Dreieck c(2)y entsteht, so schneiden die drei Geraden 4a, BB, Cy 
einander allemal in irgend einem Puncte Q, und der Ort diesesPuncts 
ist eine bestimmte Gerade; und zieht man ferner aus den Ecken 
des Dreiecks «@y durch die Mitten a, 5, e der Seiten des gegebenen 
Dreiecks ABC die Geraden aa, Bb, yc, so treffen diese einander in ir- 
gend einem Punct P, und der Ort dieses Puncts ist ein bestimmter Ke- 
gelschnitt, welcher durch die drei Berührungspuncte D, E, F geht. 
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24. Lehrsatz. Schneidet man die drei Diagonalen 4B, CD, EF 
eines gegebenen vollständigen Vierecks, gebildet durch die vier Geraden 
AE, AF, ED, CF (Fig. 10.), mit irgend einer Geraden ace (oder bd/f) 
in den Puncten a, c, e (oder b, d, f), und bestimmt hierauf in jeder 
Diagonale den entsprechenden harmonischen Punct 2, d, f (oder a, 
c, €), d. h. so, dafs z. B. 4a:aB — Ab:Bb, so liegen diese drei neuen 
Puncte allemal in irgend einer Geraden ddf (oder ace); und ferner: 
dreht sich die schneidende Gerade ace um irgend einen Punct P, so be- 
wegt sich die zugehörige (harmonische) Gerade 5df so, dafs sie bestän- 
dig irgend einen bestimmten Kegelschnitt berührt, der zugleich von den 
drei Diagonalen 4B, CD, EF berührt wird; und auch umgekehrt. 

25. Lehrsatz. Ein vollständiges Viereck von vier Puncten 4, 
D, C, D (Fig. 11.) hat drei Paar einander gegenüber liegende Seiten (oder 
Diagonalen) 4B und CD, 4C und DB, AD und CB, die einander respec- 
tive in den Puncten a, 5, c schneiden. "Zieht man aus irgend einem 
Puncte p nach jenen Puncten e, 4, c die Geraden pa, pb, pc, und be- 
stimmt hierauf bei jedem Puncte (a, 4, c) die entsprechende vierte har- 
monische Gerade ag, bg, cg, d. h., eine solche Gerade, dafs die durch 
denselben Punct gehenden vier Geraden (z.B. @A, ap, a D, ag) ein har- 
monisches System bilden (d.h., dafs sie jede Gerade, welche sie schnei- 
den, harmonisch theilen), so treffen diese drei Geraden «9, bg, cq ein- 
ander allemal in irgend einem Punct 9; und ferner: bewegt sich der 
Punct p in irgend einer Geraden, so beschreibt der Punct 9 irgend einen 
Kegelschnitt, der allemal durch die drei Puncte a, 6, c geht; und auch 
umgekehrt. | 

26. Aufgabe. Zwischen den Radien von fünf Kugeln, von denen 
jede zwei einander berühren, eine Relation zu finden. (Siehe Bd. I. 
S. 275. d. Journ.) 7 

27. Aufgabe. Wenn vier gegebene Puncte in einer Ebene so 
liegen, dafs kein anderer Kegelschnitt als Hyperbeln durch dieselben ge- 
hen kann [wie z. B. die Puncte 4, £, F, B (Fig. 10.)], so soll unter 
allen diesen Hyperbeln diejenige gefunden werden, welche am meisten 
von der gleichseitigen abweicht. | 

(Von Herrn N. H. Abel zu Christiania in Norwegen.) 

28. Aufgabe. Kann a“ — 1, wenn p eine Primzahl und @ eine 

ganze Zahl und kleiner als # und gröfser als 1 ist, durch y theilbar sein? 


mm 


22. 


Mémoire sur les centres de moyennes harmoniques; 
pour faire suite au traité des propriétés projectives des figures, 
et servir d'introduction à la Théorie générale des propriétés 
projectives des courbes et surfaces géométriques. *) 


Présenté à l'Académie royale des Sciences de l'institut de France le 8. Mars 1824, et approuvé le 
22, Janvier 1826, par une commission composée de M. M. Legendre, Ampère et Cauchy 
rapporteur. 


(Par Mr. J. 7. Poncelet, Capitaine au Corps Royal du Génie.) 


Discours préliminaire. 

Dans le Traité que jai publié **) l'année derniere sur les propriétés 
projectives des figures, je me suis moins attaché à faire un recueil 
de théorémes et de problémes de Géométrie, qu'à poser des principes gé- 
néraux et féconds, à laide desquels ou püt aborder les uns et les autres 
pour ainsi dire sans hésitation, et à la manière dont cela se pratique dans 
l'application de l'Algébre à la Géométrie, dite Analyse des Coordon- 
nées. Je crois avoir mis, en effet, tout lecteur géométre en état de dé- 
couvrir, par lui- méme, et de démontrer au besoin, cette foule de propo- 
sitions qui appartiennent aux figures composées, en général, de points, de 
droites, de sections coniques, de plans et de surfaces du second ordre quel- 
conques, propositions qu'à cause de leur élégante simplicité et de leur 
utilité dans les arts, les anciens, aussi bien que les modernes, ont cul- 
tivées avec une sorte de prédilection, et qui pour la plupart et jusqu'à 
ces derniers temps, avoient été traitées par des méthodes sı restreintes, 
si différentes les unes des autres et souvent si pénibles, qu'il étoit comme 

impossible d'en saisir l'ensemble et d'en deviner la commune origine. 
Qu'il me soit permis ici de fixer un instant l'attention de l'Acadé- 
mie sur quelques uns de ces principes généraux, qu'on n'a point encore 

*) Ce mémoire n'a été publié jusqu'ici. Note du red. 
**) Ce Mémoire, redigé dans le courant de l'année 1823, a été remis à Mr. Arago vers la fin 
de Novembre, méme année, lors Je son séjour à Metz. On peut voir, à la page 349. du Tome XVI. 


des Annales de Mathématiques, publiées par M. Gergonne, le rapport qui en a été fait à l'Aca- 
démie royale des sciences, par M, Cauchy. Note de l'auteur. 


Crelle’s Journal. III. Bd. 3. Hft. 28 
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assez appréciés peut-étre, et qui me paroissent aussi neufs qu'importans 
en Géométrie; cet exposé succint répandra quelque jour sur l'objet des 
recherches qui m'occupent actuellement, et m'y conduira de la maniére 
la plus naturelle et la plus philosophique. 

Parmi ces principes, je placerai en premiere ligne, par l'étendue des 
conséquences qui en dérivent, ceux qui se rattachent à la doctrine des 
projections, et à l'aide desquels on transforme des figures trés gene- 
rales en d'autres tout à fait particulières et vice versa; de telle sorte 
que les propriétés des unes étant connues, on en conclut, sur le champ, 
les propriétés des autres, du moins celles de ces propriétés dont la na- 
ture est assez générale pour se conserver dans les diverses projections 
centrales de la figure, et que, pour cette raison, j'ai nommées projec- 
tives dans louvrage déjà cité. 

Le caractére de ces sortes de propriétés n'étoit pas difficile à éta- 
blir pour ce qui concerne les relations purement descriptives ou gra- 
phiques; il se reconnoit toujours au simple énoncé, et j'ai donné d'ail- 
leurs les loix des modifications qu'il éprouve dans les cas particuliers ou 
certains objets s’eloignent à l'infini, ou prennent des situations déterminées, 
telles que celles du parallélisme et de l'asy mptotisme. 

.Quant aux relations purement métriques ou concernant les rap- 
ports de mesure de lignes, leurs caractére de projectibilité, si je puis 
m'exprimer ainsi, ne pouvoit étre présenté d'une maniére entiérement 
generale, à cause de la complication des expressions, et jai dü me bor- 
ner à l'établir pour une classe particuliére de relations métriques, et ce- 
pendant encore trés étendue, puisqu'elle comprend tout ce qu'on con- 
noit actuellement sur les propriétés projectives des figures, et qu'elle en 
indique une infinité d'autres qui ne le sont pas encore. Jai méme lieu 
de croire quil n'est aucune relation métrique projective, qui ne puisse 
étre ramenée à cette classe particuliére par des transformations conve- 
nables de calcul *). Mais cette restriction méme est un grand avantage, 
puisqu'indépendamment du caractère de simplicité qu'elle imprime aux 
relations métriques, elle les rend encore aptes à demeurer applicables, 
non plus.seulement aux projections ou perspectives ordinaires de la figure, 
mais aux projections sphériques faites du centre de la sphére et 





*) Voyez la note II. à la fin de ce Mémoire. 
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pour lesquelles les simples distances sont remplacées par les sinus 
des arcs de grands cercles correspondans, et à cette espéce de pro- 
jection beaucoup plus générale que j'ai nommée, faute d'expressions con- 
venables, perspective dans um plan ou plane, et perspective dans 
l’espace ou en relief; genre de projections sur lesquelles on n’avoit en- 
core rien donné, rien écrit, et qui mérite cependant toute l'attention des 
geometres, et particuliérement celle des sculpteurs, qui manquent encore 
de préceptes rigoureux et généraux pour le tracé de cette espéce de ta- 
bleaux qu'on est convenu de nommer bas-reliefs. 

En effet, je crois avoir établi ces préceptes dans le supplément 
placé à la fin de mon ouvrage, et, de la méme maniére que j'avois mon- 
tre, dés la premiere partie, comment, par la projection centrale ordinaire, 
on peut ramener les figures composées de sections coniques et de lignes 
concourantes, en d'autres beaucoup plus élémentaires composées. unique- 
ment de cercles et de droites paralléles, j'ai aussi établi, dans ce supplé- 
ment, les moyens d'étendre aux surfaces du second ordre en général, et 
à l'aide de la perspective-relief, les propositions qui concernent sim- 
plement les sphéres et systémes de sphéres; et je crois eu avoir montré 
d'assez belles applications pour faire saisir l'esprit général de la méthode, 
et en faire apprécier toute l'utilité et l'importance. 

Un autre principe trés étendu, auquel peut-étre on n'avoit pas 
assez accordé d’attention dans la Géométrie rationnelle, c'est le prin- 
cipe de continuité, en vertu duquel on donne aux différentes propo- 
sitions de la Géométrie, lextension et la generalite qui leur manquent 
d'ordinaire, d'aprés la maniére restreinte dont ıl arrive souvent qu'on en- 
visage les figures et les résultats des raisonnemens qu'on leur applique. 
L’admission et l'emploi de la loi de continuité m'étoient tout-a-fait in- 
dispensables pour donner aux principes de la doctrine des projections et 
aux diverses conséquences qui en dérivent, la certitude et l'étendue né- 
cessaires, outre quils offroient les moyens d'interpréter et d'introduire 
ouvertement en Géométrie, la considération des infinis et des imagi- 
naires qui jouent un röle si important et si nécessaire dans l'analyse 
algébrique, et on peut le dire, dans toutes les applications du calcul. La 
conséquence de l'admission de la continuité a été la théorie des sécan- 
tes et des cordes ideales et, de tout objet qui, sans cesser d'exister 


effectivement dans les transformations d'une méme figure, a pourtant 
20* 
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cessé de dépendre d'une manière purement géometrique, d'autres objets 
auxquels il se rapportoit, et qui le définissoient ou le construisoient dans 
la figure primitive. | 

> Enfin, je signalerai un dernier principe, que je n'ai pas dû ni 
voulu exposer avec toute sa généralité qui lui est propre, dans le Traité 
des propriétés projectives, et qui constitue ce que j'ai nommé la 
Théorie des polaires réciproques, par analogie à ce que les géo- 
metres avoient déjà appelé le pôle et la polaire des lignes et des sur- 
faces du second ordre. | 

Au premier apergu, on pourroit croire que le principe dont il 

s'agit est moins général et moins vaste que les précédens, en ce qu'il 
ne constitueroit qu'une théorie particuliére relative aux lignes et aux sur- 
faces du second ordre; mais on se tromperoit étrangement; car il est 
tel qu'au simple énoncé d'une proposition suffisamment générale de l'éten- 
due, ou pour m'énoncer avec plus de précision, d'une relation projec- 
tive et de situation, on est toujours en état d'en assigner, sur le champ, 
une autre toute différente, toute aussi générale et qu'il seroit souvent trés 
difhcile d'établir par des moyens directs, à moins toute fois que la pro- 
posée ne soit elle-même la réciproque, ce dont il y a des exemples. 

J'ai exposé les premiers élémens de cette doctrine, ainsi générali- 
sée, dans un numéro des Annales de Mathématiques *), en partant 
de quelques théorémes déjà précédemment établis par les géomètres sur 
les póles et polaires des lignes et surfaces du second ordre, théorémes qui 
sont d'ailleurs une conséquence trés simple des prineipes généraux de la 
projection centrale combinés avec la loi de continuité; et je ne connois 
que le Rédacteur de ce recueil, Mr. Gergonne, qui sen soit servi de- 
puis**) pour établir la proposition réciproque d'un fort beau théoréme dû 
à Mr. Coriolis, répétiteur à l'école polytechnique, lequel s'étoit contenté 
simplement d'en faire insérer l'énoncé dans ces mémes Annales. 

H me seroit impossible de donner ici une idée tant soit peu géné- 
rale de la théorie des polaires réciproques, sans entrer dans des détails 
qui excéderoient les bornes que je me suis prescrites et que je ne dois 
pas dépasser quant à présent; je me contenterai donc de renvoyer aux 
ouvrages cités, en remarquant toute fois que ie n'en ai présenté là qu'une 





*) Tome VIII, année 1818, page 201. 
**) ibid. Tome XI, année 1821, page 335. 
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indication trés rapide, fort incompleite et qui suffisoit a l'objet des re- 
cherches que j'y avois en vue. Je n'y ai méme fait mention unique- 
ment que de ce qui concerne la réciprocité des relations graphiques ou 
descriptives qui subsistent entre la figure primitive et sa dérivée; or 
il est trés facile d'étendre toute cette doctrine aux relations purement 
métriques qui rentrent dans la classe de celles que j'ai nommé pro- 
jectives, et c'est ce que je me propose de faire bientót, quand j'en vien- 
drai à exposer les propriétés des lignes et des surfaces courbes géométri- 
ques, dont la démonstration repose nécessairement sur la théorie des 
polaires réciproques. 

C'est là aussi que j'aurai occasion de en avec toute l'éten- 
due qui leur est propre, les principes de la Théorie des transver- 
sales établis par Mr. Carnot dans la Géométrie de position, et 
que jusqu'ici on n'avoit guére appliqués qu'aux systémes de lignes droi- 
tes et aux sections coniques. J'ai dà me borner, dans le Traité des 
propriétés projectives, à farre voir comment les principes. fonda- 
mentaux et déjà connus de cette théorie pourroient se démontrer directe- 
ment à l'aide des considérations de la perspective ou projection centrale, 
et je devois éviter d'en déduire des conséquences des applications dont 
lexposé eüt pu paroitre étranger au but général de l'ouvrage et m'eut en- 
trainé dans des développemens trop considérables. Je ne saurois d'ailleurs 
me proposer, quant à présent, de présenter à l'académie, une notice, 
méme sommaire, des résultats auxquels je suis ainsi parvenu; cette no- 
tice seroit ici prématurée et conviendra mieux à l'époque où je serai en 
situation de lui offrir le travail lui-même; mon but actuel est seule- 
ment de mettre sous ses yeux, un apergu général des efforts que j'ai faits 
jusqu'àprésent et que je me propose encore de faire, pour agarandir le do. 
maine, déjà si vaste, de la Geometrie rationnelle, et surtout pour lui 
créer des ressources, des méthodes universelles qui paraissent encore lui 
manquer, et semblereient plus partieulierement appartenir à la Géomé- 
trie analytique. 

En effet, on a dû s'apercevoir facilement, d’après ce qui précède, 
que la doctrine des propriétés projectives, celle de la perspective 
en relief, le principe ou la loi de continuité, enfin la Théorie 
des polaires réciproques et la Théorie des transversales éten- 
due aux lignes et suvfaces courbes, ne forment pas simplement des clas- 
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ses, plus ou moins étendues, de problémes et de théorémes, mais consti- 
tuent proprement, pour la Géométrie pure, des principes, des méthodes 
d'investigation et d'invention, des moyens d'extension et d'exposition, dans 
le genre de ceux qu'on a nommés principes d'exhaustion, méthode des 
infiniment petits etc. | 

‘Dans la théorie des lignes et des surfaces géométriques, que je me 
‘propose de faire paraitre par portions et successivement, je n'adopterai 
aucune de ces méthodes d'une maniére exclusive; je les mettrai toutes 
indifferemment à contribution selon lavantage qu'elles pourront offrir dans 
chaque cas, et je montrerai ainsi l'étendue des ressources qui leur sont 
propres, et des conséquences que lon en peut déduire. Mais, comme la 
théorie des courbes et des surfaces géometriques est étroitement liée à 
la doctrine du centre des moyennes harmoniques, qui est pro- 
prement une généralisation de celle du centre des moyennes di- 
stances; que cette doctrine n'est point connue et n'a été enseignée nulle 
part, je débute par un premier mémoire qui en renferme les principes 
les plus utiles et les plus remarquables, et dont je me contenterai de don- 
ner ici une notion aussi succincte qu'il me sera possible de le faire. 

La proportion harmonique, comme on sait, tire son nom 
des trois principaux accords de la musique, et elle fait la base de l'é- 
chelle diatonique.  Transportée dans le domaine de la Géométrie 
par les anciens et les modernes, elle les a déjà condüits à d'interressan- 
tes propriétés des lignes, dont la plupart sont exposées dans le Traité 
des propriétés projectives; elle semble, en un mot, devoir jouer un 
róle brillant et nécessaire dans toutes les questions et propriétés qui ne 
concernent que la direction indéfinie des lignes et non leur mesure: il 
est facile, en effet, de démontrer qu'elle remplace partout, en projection, 
la division en parties égales, qui se présente si fréquemment dans la plu- 
part des figures regulieres de la Geometrie. 

Supposons qu'à partir d'un méme point et sur une méme droite, 
on porte, dans le même sens, trois distances, dont la 1"* moins la 2*", 
soit à la 2^" moins la 3°%%, comme la 1** est à la 3%“, ces trois distan- 
ces seront en proportion harmonique; et, si l'on porte, à partir du 
méme point et toujours dans le méme sens, un nombre quelconque de 
distances, telles que trois quelconques d'entrelles, qui sont consécutives, 
forment une proportion harmonique, la suite de toutes ces distances for- 
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mera ce qu'on nomme une progression harmonique; or on démon- 
ire quil en sera encore ainsi pour toutes les projections centrales ou per- 
spectives de la figure sur une droite arbitraire. Maintenant, si lon sup- 
pose l'origine commune des segmens harmoniques à linfini, soit dans la 
figure primitive, soit dans la projection, les points restans formeront une 
échelle de parties égales; et pour le dire en passant, c'est cette méme 
propriété qui, dans l'art du dessin, a fait donner à la division en parties 
harmoniques, le nom d'échelle perspective ou fuyante. 

Mr. Brianchon, dans ses applications de la théorie des 
transversales, a donné quelques uns des propriétés de l'échelle et de 
la progression harmonique, et jen indique, dans mon mémoire, plusieurs 
autres qui étoient indispensables pour établir la théorie du centre des 
moyennes harmoniques, et qui sont la conséquence assez simple 
d'une remarque faite par Mac-Laurin, sur la proportion harmonique; 
Savoir: que, ,,dans une telle proportion, la valeur inverse ou réci- 
»proque de la seconde des trois distances auxquelles elle se rapporte, 
„est moyenne arithmétique entre les réciproques de la première et 
„de la troisiéme;" il en résulte, en effet, que lorsque des distances ou 
segmens, comptés d'un méme point et sur une même droite, sont en 
progression harmonique, les réciproques de ces distances sont, de 
leur Côté, en progression arithmétique; ce qui justifie complete- 
ment la premiere de ces dénominations, et fournit, à l'instant, le moyen 
de calculer un terme quelconque de la suite dont le rang est assigné. 

Mac-Laurin, qui n'avoit point à examiner les propriétés de la 
progression harmonique, s'est contenté de déduire de sa remarque, la,dé- 
finition suivante de la moyenne harmonique: „La moyenne harmo- 
» nique entre un nombre quelconque de quantités est telle que sa recipro- 
„que est moyenne arithmétique entre toutes celles des autres, prise avec 
„un signe convenable *)” Ilen a déduit en outre, une construction assez 
simple pour déterminer cette moyenne harmonique ou cette somme de 
réciproques, dans le cas de plusieurs distances ou segmens rangés sur 
une méme droite et comptés d'un méme point; son but étoit d'arriver, 
par là, à un théoréme fort beau de Cótes sur les courbes algébriques 
et à quelques autres analogues sur la courbure de ces lignes, qui se 





*) Voyez le Traité des courbes géometriques, por M ac-Lanrin, 
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présentent comme des corollaires trés particuliers du résultat de mon 
travail. | 
"Tel est le point d'où je suis parti pour établir la doctrine du cen- 
‘tre de moyennes harmoniques, qui fait le sujet du mémoire que j'ai 
Yhonneur de présenter à l'Académie, et voici maintenant à quoi je 
suis parvenu. 

Jai commencé par transformer la relation qui définit la moyenne 
harmonique, d’apres Mac-Laurin, en une autre plus générale et qui 
fut immédiatement projective dans le sens que jai précédemment indi- 
qué; j'ai de suite été conduit à reconnoitre que le point qui répond a 
cette moyenne, en suppósant toujours les distances ou segmens comptés 
sur une méme droite et d'une méme origine, devenoit proprement le 
centre de moyennes distances des points appartenans aux autres, 
toutes les fois qu'on venoit à supposer l’origine commune à l'infini, soit 
dans la figure primitive, soit dans ses projections; rapprochement qui étoit 
impossible d'aprés là définition de Mac-Laurin, et qui m'a conduit à 
nommer, par analogie, le point en question, centre de moyennes har- 
moniques des points proposés, par rapport à l'origine commune d'ou se 
mesurent les segmens harmoniques. 

Des lors je me suis trouvé en état de traduire, en les générali- 
sant, soit les définitions, soit les propriétés qui concernent le centre 
des moyennes distances d'un nombre quelconque de points situés ar- 
‘bitrairement dans un plan ou dans l’espace; et pour le faire, je n'ai eu 
besoin constamment que de me servir des principes établis dans le Traité 
des propriétés projectives. Jai obtenu, de cette maniére, ce que 
jai déjà nommé précédemment la Théorie du centre des moyennes 
harmoniques. Mais ce n'est pas tout, comme les Géomètre sont par- 
venus, dans ces derniers temps, à étendre la Théorie du centre des mo- 
yennes distances au cas ou les moyennes arithmétiques sont prises rela- 
tivement à des coefficiens numériques quelconques, jen ai fait tout au- 
tant pour celle du centre de moyennes harmoniques, et je suis arrivé 
ainsi à des conséquences qui offrent un nouveau champ de spéculations et 
de découvertes aux géometres, et qui, dans des mains plus habiles, ne tar- 
deront peut-être pas à produire des applications aussi heureuses qu’utiles. 

Quoiqu'il en soit, jai exposé dans la dernière partie de mon mé- 
moire, quelques unes des propriétés qui découlent de la Théorie du centre 
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des moyennes harmoniques, pour les systémes de points, de droites et de 
plans, et, afin de ne pas en multiplier inutilement le nombre, je me suis 
borné à celles dont la nature générale permet de les appliquer immédia- 
tement aux courbes et aux surfaces géométriques d'un ordre quelconque; 
mettant ainsi ceux qui liront ce Mémoire en état de pressentir cette ex- 
tension, et de se familiariser, peu à peu, avec ce qu'elle pourroit, au pre- 
mier aspect, avoir de trop difficile ou de trop abstrait. 


De la division harmonique des lignes droites, des progres- 
sions, des échelles et des moyennes harmoniques. 


Il existe entre là division harmonique et la division en parties 
égales, une analogie trés grande, qui conduit à une foule de conséquences 
et de rapprochemens curieux: avant de lexposer dans toute sa généra- 
lité, il convient de l'éxaminer dans le cas le plus simple, celui d'une 
droite ou distance, portant uniquement un point de division entre ses ex- 
trémités; mais, attendu que les propriété relatives à ce cas sont généra- 
lement connues des geometres, je ne ferai que rappeler celles qui me 
sont nécessaires, et renverrai pour plus de développement au ,,Traité des 
propriétés projectives des figures." | 

1. Soit 4B (Fig. 1.) une droite ou distance quelconque; prenons 
sur cette droite et son prolongement, les points Q et P, tels qu'on ait 

BA C Ou its VER Bet 
PB? OB... PB— FO’ 
la distance AB sera divisee harmoniquement en P et Q, et cette dé- 
finition devra s'étendre au cas méme où lun quelconque des points pro- 
posés sera supposé à linfini; mais alors le rapport des segments qui lui 
appartiennent dans la relation ci-dessus sera lunité; donc il en sera de 
méme du rapport des deux autres segmens restans. Que D, par exemple, 
passe à l'infini, on aura, d'aprés cette définition, Q4= QB; et parcon- 
séquent le point Q, conjugué à D, divisera en parties égales la distance 
AB. Ainsi la division en parties harmoniques d'une droite, n'est qu'une 
extension de la division en parties égales, ou plutôt celle-ci est comprise 
implicitement dans l’autre, pourvu qu'on restitue le point de division qui 
est passé à linfni, et qui est conjugud au point milieu. On admet 
Crelle's Journal. IL Bd, 3. Hft. 29 
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d'ailleurs que les droites qui renferment un méme point situé à l'infini. 
sont paralleles. | 
2. Cela posé, projetons, d'un point quelóonque 3; les quatre points 

A, B, P, Q ainsi définis, sur une droite arbitraire P’B’, on prouve aisé- 
ment que les noveaux points 4’, B', P', Q' conservent entreux la rela- 
tion harmonique 

P" A le QA. . P'Q'— P' A7 

PB OB — PE—PQ? 
cest-à-dire que cette relation est projective (voyez plus loin, l'art. 18.). 
Or, d’après ce qui précède, cela doit s'étendre au cas méme pour lequel 
l'un quelcónque des points proposés, ou lun quelconque des points de la 
projection, passe à l'infini; ce qui exige alors quela transversale qui porte 
ce point soit paralléle à la projetante; donc la divivision harmonique se 
changeant, pour cette transversale, en division de parties égales, on voit 
que l'une de ces divisions est la perspective ou projection centrale de l'au- 
tre, et peut servir directement à la construire. 


3. Mais on peut pousser plus loin ce rapprochement, en mettant 
la relation harmonique sous une forme d'abord indiquée par Mac-Lau- 
rin (Traité des courbes géométriques.). | 

En effet, de la proportion, 

PA _ nO PA 

PB.” PB Fe? 
on tire immédiatement Ä 

9PA.PB = PB.PQ+PA.PQ, 
. ou, en divisant tout par 2PA.PB.PO, 
4 T1 1 
po = 2 (eat zz) 

relation entièrement analogue à celle qui a lieu pour la division en par- 
ties égales, lorsquon remplace le point P par un point quelconque p. 


(Fig. 2.), et les rapports «is par les simples segments pQ, p 4, 


i £ 
PO? PA? 
pB; on a effectivement, en supposant que Q soit le milieu de 4B: 
pQ = i(p4- pP) 
4, En nommant, avec Mac-Laurin, réciproque d'une ligne son 
rapport inverse à l'unité de mesure, la relation ci-dessus pour la division 
harmonique, exprimera que la réciproque de PQ est moyenne arithmétique 


entre les réciproques des segmens PA et PB; c'est pourquoi, quand une ligne 
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AB (Fig. 1.) est divisée harmoniquement aux points P et Q, ou que les 
segmens PA, PQ et PB, relatifs au point P, sont en proportion harmonique, 
on dit que le segment PQ est moyen harmonique entre les deux autres 
PA et PB; et comme, dans le cas ci-dessus de la division en parties éga- 
les, le point Q est nommé le centre des moyennes distances de 4 
et de B, nous pourrons dire également que, dans celui de la division har- 
monique, le point Q est le centre des moyennes harmoniques des 
points 4 et BD; et cela non d'une manière absolue, mais seulement par rap- 
port au point P qui sert d'origine commune aux segmens harmoniques. 


9. De plus, d’après ce qui a été observé ci-dessus (2.), en met- 
tant la figure en projection ou perspective sur une droite quelconque 
P'B' (Fig. 1), le point Q^, qui répond à celui dont il s'agit, sera encore 
un centre de moyenne harmonique par rapport aux points 4’ et 5’ de 
la projection, et relativement au point P’ qui sert d'origine aux nou- 
veaux segmens: ainsi, dans le faisceau des projetantes S.4, SB, SP, SQ, 
on pourra nommer la droite SQ l’axe des moyennes harmoniques 
de S4 et SB, par rapport à la droite SP qui sera l'axe des origines 
harmoniques: là transversale P/B’ étant d'ailleurs prise paralléle- 
ment à ce dernier axe, tous ses points Q’ deviendront des centres de 
moyennes distances d'après l'art. 2. déjà cité. 


6. Pour completter l'analogie entre les deux relations 
| pa = + (stop r0-—iie4tbD, 
on peut remarquer qu'elles éprouvent dans leurs termes, les mêmes va- 
riations de signes pour les mêmes changemens de positions des points qui 
leur correspondent. | 
Supposons, par exemple, que, dans le cas de la division harmoni- 
que (Fig. 1.), le point P passe, d'un mouvement continu, de la gauche à 
la droite de 4, à l'instant où la distance P4 deviendra nulle, le segment 
QA devra (1.) l'être aussi, de même que PQ; par conséquent le point Q 
passera, à son tour, de la droite à la gauche du point.4, et les distances 
PA, PQ, ayant changé de sens, devront changer en méme temps de signe 
dans la relation ci-dessus, qui deviendra ainsi 
$5 1 1 1 1.) 171 1 
po = z(-ratrm) 76 = sea FF) 
pour le cas où le point P auroit pris la place du point Q, et réciproque- 
30* 


i 


Pd 
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ment. C’est en effet, ce dont on peut s'assurer directement à l’aide de 
la relation primitive; car, en la mettant sous cette forme 

Q4: PO — 04 i 

OB XN PO OR 
on en tire 
A5 DN z vate 1 1 n 
OP Q4 QB 
résultat qui tient d’ailleurs à ce que, d’apres la définition ci- dessus (1) les 
points Q et P joissent de propriétés réciproques à l'égard de 4 et de B. 

D'après cela, on voit que la-règle des signes, pour la relation har- 

monique, ‚Re que, en considérant toujours comme positif le 


1 1 
terme i» les. termes Pa? PB qui entrent dans le second 


membre de cette relation, devront être affectés du signe in 
ou du signe —, selon que, par rapport a l’origine P, les 
points aux quels ils répondent seront placés du méme coté 
que le point Q ou d'un cóté différent; or c'est ce qui a lieu pré- 
cisement (Fig. 2.) dans la relation 
pQ = s(pA4- p) 

Donc la méme régle des signes est applicable à ces deux espéces de rela- 
tions, et par conséquent elles conserveront une forme semblable pour la 
méme disposition des points à l'égard des origines P et p auxquelles 
elles se rapportent; seulement, en conservant ses points 4 et B, on ne 
sauroit changer, dans le cas de la division harmonique, l'origine P sans 
que le point Q ne change en méme temps, au lieu qu'il reste fixe dans 
celui de la division en parties égales. 

7. Les choses ainsi entendues, supposons (Fig. 1.) qu'on divise en 
deux parties égales, au point Q, la distance PQ moyenne harmonique 
entre PA et PB, on aura donc, 

jgnyasugio Sat Mil 
PQ PO, PAT PB? 
et parconséquent, si l'on mène par le point P une suite de transversales 
PAB, PA"B" .... dans l'angle ASB, puis qu'on prenne, sur chacune > 
elles, des points Q,, Q^. ... tels quon ait, en égard à la règle des 
signes posée ci- dessus, 
$9609 14 1 1 1 1 


PO, = Pa PB? PO Pav t PBA 
les points ainsi définis seront (2. et 5.) sur une droite Q, Q"', parallele 


& 
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à l'axe SQ des moyennes harmoniques des côtés de l'angle 4SB, et-pas- 
sant par ses points @ et b où chacune des parallèles Pa, Pd à l'un de 
ses côtés, rencontre lautre. Car, pour ces positions particulières de la 
transversale PAB, ou PA" B", le point Q,, ou Q/, se confond avec l'un 
des points correspondans 4 ou D, d’après la relation ci-dessus, attendu que 
l'un des segmens correspondans devient infini. 

Or delà résulte un moyen, indiqué par Mac-Laurin, pour con- 
struire directement le point Q, lorsqu'on connoit les points, P, 4 et B. 
Quant au centre Q des moyennes harmoniques, il est plus simple et plus 
élézant de le déterminer à laide du procédé suivant, qui n'exige que 
l'emploi de la ligne droite ou de la règle: ayant mené par lorigine P 
des segmens harmoniques, une transversale arbitraire P4" D^ dans l'angle 
des projetantes $24, SB, on joindra, par de nouvelles droites 4b’, BA", 
les points ainsi obtenus sur ces projetantes avec les points donnés 4, D, 
et le point 5’ de leur intersection appartiendra à la projetante SQ du 
point Q cherché. Il est visible, en effet, que, si l'on substitue l'angle 
AS'B à l'angle ASB, et la droite PS’ à la droite PS, Taxe des moyen- 
nes harmoniques (5.) de cet angle, par rapport à P, et qui renferme né- 
cessairement Q et Q^, devra aussi passer par le sommet S’,, et se con- 
fondre par conséquent avec celui SQ de langle 4SB; on conclueroit 
d'ailleurs la méme chose en observant que. la figure peut être mise en 
projection ou perspective, sur un nouveau plan, de facon que P passe à 
l'infini, ou que les droites P4B, PAB” deviennent parralléles, et c'est 
ainsi que nous avons démontré cette proposition généralement connue, a 
lart. 154. du Traité des propriétés projectives. 

S. Considérons maintenant une droite ef (Fig.3.), divisée en un . 
‘nombre quelconque de parties égales aux points à, c, d, e ....; le point 
à linfini de cette droite pourra étre regardé (1.) comme l'origine com- 
mune des segmens harmoniques relatifs à trois points de division consé- 
cutifs quelconques, en y comprenant les points extrómes a et f; donc 
(2.) si l'on projette le systéme de tous ces points sur une droite arbi- 
traire o/f', en a’, b’, c', d', e', f', il en sera de méme du point p/ qui 
est la projection du. point à l'infini de af, à l'égard de trois points de di- 
vision consécutifs quelconques de a'/f'; c'est-à-dire que les segmens re- 
latifs à p’ et à ces points formeront une proportion harmonique; donc la 
suite de tous les segmens pa’, pb’, pe’, pd! . .. . pf’ formera une pro- 
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portion harmonique continue; et l’on pourra dire, avec Mr. Brian- 
chon (Application de la théorie des transversales etc. §. 68.) 
que ces segmens forment une progression harmonique. — 

Pour justifier encore davantage cette expression, nous remarque- 
rons que, d'aprés lart.2. et les articles suivans, il doit régner entre les 
réciproques des segmens qui répondent au point p'et aux différens points 
de division de o^f', la même relation qu'entre les simples distances d'un 
point quelconque p deaf, aux différens points de division a, à, c ....f; 
mais ces derniéres forment une progression arithmétique, donc il en est 
de méme des réciproques qui leur correspondent. 

En effet, on aura pour la droite af et le point arbitraire p, 

2pb = patpe, 2pe = pb--pd, 2pd = pc+pe, 
ou | 
HP a tk MR = pd— pb = pe— pd. 2 

comme aussi l'on a +), pour la droite af‘ par rapport a WM des 
divisions harmoniques p', 


























2 1 1 2 1 1 pi rb 1 
pv MEER SE et Bear? p e Ta p^ T yd? pid! AM no V pet 
ou 
1 1 1 1 1 1 1 1 
PEN poo! SO y'ebfSaplb/on (Hd op bors BORUDURADO “a 


9. Il résulte de ce rappr ochement, en particulier, qu'on pourra 
caleuler un terme quelconque de la progression harmonique, par les 
mêmes règles que l'on calcule un terme de la progression arithm étage) 
au moyen des extrémes, quand son rang et assigné. 

Supposons, par exemple, que la droite af soit divisée en m7 
parties égales aux points 5, c, d, . . .., et quil y ait parconséquent 
In + n +1 segmens pa, pb, pc,. ... pf correspondans au point arbi- 
traire p; proposons nous de rechercher le segment pd du point d qui. 
appartient à la n° partie à compter de @, nous aurons, dans le cas dont il 
sagit, des divisions égales, 


pd = pa+ad = pet — 





Xi) 





| me] = po 
ou 
d — M n 1 Ln f) 
pd = a era d i a pP) 
donc on aura aussi, dans le cas de la division harmonique, c'est-à- dire 
pour la perspective of", 


29. IV. Poncelet, Mémoire sur les centres de moyennes harmoniques. 227 


! K r 
» 








y - ce +7) 


pd mn 
relation qui, en vertu de la continuité, doit méme s'étendre au cas où 


les nombres m et 2 sont incommensurables entreux, et qui servira. 


immédiatement à résoudre tous les problémes analogues à ceux ou il s'a- 
zit de diviser des distances en parties proportionnelles à des nombres don- 
nés. «On voit, en outre, qu'elle a une forme tout-à-fait semblable à celle 
(3.) qui concerne la simple division harmonique de o'/f' en p' et d'; si 
lon y suppose en effet, 7 et 7 égaux à lunité, on retombera sur celle 
dont il s'agit. C'est pourquoi on pourroit dire que le segment p'd', 


latif au point de division d/, est moyen harmonique entre les seg- - 


mens p'a' et p/f' pour les coGfficiens m et n, et que le point 4" 
lui-même est le centre des moyennes harmoniques de o' et f" 
relativement à p/ et à ces mêmes coëfficiens. 

Enfin il résulte encore de ce qui précéde que les points extrémes 
a’ et f' dune échelle harmonique étant donnés, ainsi que le nombre 
des parties dont elle se compose et l'orizine p^ des segmens harmoniques, 
on pourra construire successivement, à l'aide du calcul, et sans recourir 

l'échelle des divisions égales af, l'échelle harmonique dont il s'agit, 
à laquelle son grand usage dans la perspective a fait donner le nom 
d'Echelle perpective ou fuyante *). 

10. On déduiroit beaucoup d'autres conséquences remarquables de 
ce qui précéde; nous nous contenterons d'observer que, pour se oonstruirg 
une échelle harmonique sur un dessin, ou pour diviser une ligne af” en 
un ceriain nombre de parties harmoniques par rapport à un point quel- 
conque p’ pris pour origine, et qu'on nomme quelque fois point de 
fuite dans les Traités de perspective, il n'est point indispensable de re- 
courir au calcul, comme nous venons de le faire, ni méme de construire 
d'abord une échelle ordinaire de parties égales comme l'indique la Fig. 3.; 
des opérations purement linéaires ou qui s'exécutent avec la régle seule, 
suffisent pour atteindre le même but. 

Remarquons d'abord que, quand une droite «/f’ est divisée en par- 
ties harmoniques aux points b’, c', d', e’, ...., par rapport à un point 





*) Je ne crois pas que ces derniéres propriétés de l’échelle harmonique aient encore été re- 
marquées des géométres; elle en possède quelques autres intéressantes, auxquelles Îles précédentes 


nous. conduiroient aisément, mais dont l'examen nous écarteroit de notre objet. On peut consul- 


ter, à cet égard, le Mémoire de Mr. Brianchon, déjà cité art. 8. ci-dessus. 


; 
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p' qui sert d'origine aux segmens harmoniques, la méme chose aura lieu 
encore (2. et 8.) dans toutes ses projections centrales ou perspectives sur 
une autre droite quelconque; c'est-à-dire que, quel que soit le centre de 
projection s que l'on ait choisi en particulier, si lon coupe le faisceau 
des projetantes sp‘, sa‘, sb’,.... sf’ qui lui correspondent par une 
droite arbitraire, le systéme de points qui en résulte, forme encore une 
échelle harmonique, ayant pour origine le point répondant à p'; c'est-à- 
dire, en un mot, que l'échelle harmonique est projective. Si, de plus, 
on prend pour transversale une droite af parallele à la projetante sp’, 
ou que l'origine des segmens harmoniques passe à l'infini dans la pro- 


jection, l'échelle harmonique se changera en une échelle ordinaire de 
parties égales (2. et 8.). 


11. Supposons donc (Fig. 4) que a‘ et b/ étant les deux premiers 
points de division d'une échelle harmonique, et p lorigine des segmens 
harmoniques ou le point de fuite, il s'agisse de construire successive- 
ment toutes les autres parties de l'échelle, prolongée de part et alae de 
o' jusqu'à l'infini: on tirera arbitrairement les deux droites pe‘, ps” par 
le point p, et l'on joindra, par d'autres droites a/b’, aa’, un point quel- 
congue @ de pe‘ aux points donnés a‘ et 64‘, ces droites iront détermi- 


ner sur ps deux points s' et s/, dont on se servira ainsi qul suit pour 
construire l'échelle harmonique 2o'5'c'd'..... 


On tirera sb’ qui rencontrera pe‘ en b"; tragant s'b', elle ira 
rencontrer pf’ au 3° point de division harmonique c'; tragant ensuite 
cs", ele rencontrera pe‘ en c', et s'c^" ira construire le 4° point de 
division d'; il est évident que l'on pourra poursuivre cette opération à vo- 
lonté, soit à droite, soit à gauche du point o', ce qui donnera l'échelle n 
monique demandée a‘, b/, c', d', ... . ..*). 


En effet, si l'on met la figure en projection sur un nouveau plan 


parallele à ps‘s”, c'est à dire tel que cette droite passe à l'infini, les qua- 
drilatères a/b/a b^", Web" a", .. seront des parallèlogrammes, et 


par conséquent la droite a‘f’ sera une échelle ordinaire de parties éga- 





'*) Ces constructions sont entierement analogues à celles que M. Brianchon a données pour 
ia division d'une distance en parties égales dans les Applications de la Théorie des trans- 


versales (voy. $. 5f. et 92); 


mais, dans ce cas, elle ne peuvent s'effectuer uniquement avec la 
regle ou des alignemens. 
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les pour la nouvelle figure, de sorte qu'elle en est une de parties harmo- 
niques pour l’ancienne. 

12. Supposons maintenant que, s'étant donné une distance quelcon- 
que af, il s'agisse de la diviser en un certain nombre de parties harmo- 
niques relativement au point quelconque p pris pour origine: on tracera 
arbitrairement une droite pf’ passant par p, et l'on construira, comme 
ci-dessus, une échelle harmonique quelconque a'5'c'd'....f' par rapport 
à ce point, mais dont le nombre des divisions soit précisément celui des 
parties qn'on veut obtenir sur af. Cela posé, on tracera les droites aa’, 
ff‘ qui, par leur intersection, donneront le point s, dont on se servira 
pour projeter les points de division de l'échelle «’f’ sur af. Il est évi- 
dent, en effet, qu'à cause que la relation harmonique est projective, les 
points à, c, .... ainsi obtenus seront les points demandés. 

Mais si, le nombre de parties harmoniques de af étant m + 2, 
on demandoit simplement le point d qui appartient à la 7^ partie, comme 
dans le probléme ci-dessus (9.) résolu à l’aide du calcul, ayant d'ailleurs 
construit l'échelle harmonique a’f’, il n'y auroit autre chose à faire qu’à 
projeter le n° point de division d’ en d sur af, à partir de s. 

Ces derniéres considérations, quoiquelles nous aient un peu écarté 


de notre premier objet, nous seront néanmoins utiles pour ce qui concerne 
la partie des applications. 


Du centre des moyennes harmonique des points 
quelconques rangés en ligne droite. 


13. Jusqu'ici nous nous sommes bornés à comparer la division 
en parties égales à celle en parties harmoniques; mais on peut étendre 
plus loin l'objet des ce définitions, en observant, en général, que toutes les 
relations ou propriétés qui ont pour fondement la division en parties éga- 
les, doivent pouvoir se convertir en des relations ou propriétés analogues 
de la division harmonique; or de cette nature sont évidemment toutes 
celles qui concernent les centres de moyennes distances. 

Soient, par exemple, a, 4, c (Fig. 5.) trois points quelconques situés 
en ligne droite; soit 9 le centre de moyennes distances de ces points, p un 
point quelconque pris pour origine des segmens, on aura, comme on sait, 

pa = unda 
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pourvu qu'on ait égard à la règle des signes posée ci-dessus (6.). | Proje- 
tons les points @, b, c, g sur une droite quelconque e@‘d’, à partir d'un 
point arbitraire s et solent o^, b’, c', 9^ les points de la projection, on 
peut se demander quel róle le point 9/ jouera par rapport aux points 
a‘, b’, c'.. Or je dis qu'en nommant p' le point qui représente, sur a/c’, 
celui à l'infini de ad, et dont la projetante sp“ est ainsi parallele à ad, 


on aura 
1 


Lab Ane ib dla N, 
NU I OR GERM 3 nic 
toujours en ayant égard à la régle des signes qui vient d'étre indiquée. 

Pour le prouver, il nous suffira de rechercher la maniére dont on 
peut obtenir les points g et ?/ au moyen de ceux dont ils dépendent re- 
spectivement. 

Pour le point y, il faut, comme on sait, prendre le milieu x de 
ab, puis diviser cx en trois parties égales, et prendre le premier point 
de division 9, à partir de x, pour le point demandé; en effet on aura, 
| 9px = pa + pb, 


Y 29m dX a b 
pg = px+ 5(pe— pe) = PER! — 7 a de gle 


Or, pour obtenir ce qui concerne le point 9° de la projection, il 
suffra évidemment de remplacer la division en parties égales par la di- 
vision harmonique, en prenant p’ pour origine; c'est à dire (3. et 9.) que, 
dans les relations ci-dessus, il faudra simplement remplacer les segmens 
qui se rapportent au point arbitraire p, par les réciproques de ceux qui 
répondent au point p', projection de celui à i de 2c; on aura donc, 

A= oet vp v) 
p' q' 3 Wat! prb! T pie‘ 
ce qui précéde montre aussi, d'aprés l'article 12., comment il faudroit s'y 
prendre pour construire directement le point 9° avec la régle, et sans 
recourir à la division en parties égales qu'indique la figure. 


14. Le cas où l'on remplaceroit les trois points a, 4, c par quatre 
points quelconques seroit encore plus facile à établir. En effet, sil s'agit- 
toit d'obtenir leur centre des moyennes distances, il suffiroit évidemment 
de prendre le milieu ou le centre des moyennes distances de deux quel- 
conques de ces points, puis celui des deux autres, puis enfin le centre des 
moyennes distances des deux centres partiels ainsi trouvés; ce qui donne- 
roit de suite, en nommant d le quatriéme point, et conservant d'ailleurs 
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les mémes dénominations que ci- dessus, ; 
= patpb+petpd 
JU Aw I ex 


et parconséquent, en passant à la projection sur une droite quelconque «'c', 
vag = ox yd get pa): 

En général, on voit que, quel que soit le nombre m des points 
a, b, €, d, . . ... rangés sur une méme droite, le centre 9 des moyennes 
distances de tous ces points sera unique, et tel qu'en le projetant ainsi 
que ces points, sur une droite quelconque en 4', a’, b', c', d’,...., et 
nommant p’ le point qui représenté celui à l'infini de la proposée abc, 
on aura 





iem iar Tosca — ete), 





p'4 m p' a! pv’ c tad! 
ou 
m 1 1 1 1 
pg pae quer nio peg an are etc., 


pourvu encore qu'on ait égard à la regle des signes posée art.6. On 
voit de plus (12.), comment on pourra construire, avec la régle seule et 
sans recourir aux centres des moyennes distances, le point 9’ dont il s'a- 
git, quand tous les autres a‘, b/, c, d', . . . . seront donnés ainsi que le 
point p/ qui sert d'origine commune aux segmens harmoniques; mais 
cette construction se faisant d'une maniére successive et assez pénible, 
quand le nombre des points donnés est tant soit peu considérable, nous 
indiquerons plus tard des moyens généraux et simples pour y parvenir. 


15. Mac-Laurin, qui a eu à considérer, dans son Traité des 
courbes géométriques, quelques unes des propriétés du point g’ dé- 
fini par les relations métriques ci-dessus, et qui n'a point apercu l'analogie 
qui regnoit entre ce point et le centre des moyennes distances, ni les 
moyens de déduire l'un de ces points de l'autre, s'y prenoit d'une ma- 
niére différente pour construire la valeur de p’g’: il déterminoit, à l'aide 


du procédé de l’article 7., le point dont la distance à p’ a pour récipro- 


1 


que la somme des réciproques de p'a' et de p‘b', c'est à dire La dT 


puis le nouveau point dont la distance à p/ a pour réciproque la somme 
des réciproques du point déjà obtenu et du point c/, c’est-à-dire 


1 1 1 ) ng 
— 2 "€ + ——, puis etc.; car, en nommant Q'/ le dernier point ainsi 
pc 


p' at (hi 
30* 
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obtenu, on aura 

6 = aa tt ag tete = vu! 
et par conséquent p‘g’ = mp‘Q’: cette méthoda a, comme on voit, l'in- 
convénient d'exiger l'emploi de la régle et du compas réunis, au lieu que 
la précédente n'exige simplement que celui de la régle. 

Mac-Laurin nomme p’g’ la moyenne harmonique des 
segmens p'a', p'b', p'c', . . ..5 nous pourrons donc dire aussi, par ana- 
logie, que le point 9‘, projection du centre des moyennes distances des 
points a, b, c, . . . . en nombre zz, est lui-même le centre des mo- 
yennes harmoniques des points a’, b’, c', .... de la projection, par 
rapport à p' qui représente le point à linfini de pc; or cette définition 
s'accorde parfaitement avec celle de l'art. 4, dont elle n'est guère que 
l'extension; et, comme ici le faisceau des projetantes sa‘, sb’, sc", .... 
conserve les mêmes propriétés à l'égard de sp‘, sy’, quelle que soit la trans- 
versale p'c', on pourra dire encore que la projetante sy’ est l'axe des 
moyennes harmoniques du faisceau dont il s'agit; et cela non d'une 
maniére absolue, mais seulement par rapport à la projetante sp’ qui, à 
son tour, conservera le nom d'axe des origines harmoniques, et 
qui, venant à passer à l'infini avec les points, changera évidemment la 
projetante sg’ en un simple axe des moyennes distances. 


16. Les relations qui définissent le centre g’ (Fig. 5.) des moyen- 
nes harmoniques étant projectives (14.), ou telles qu'elles subsistent dans 
toutes les projections centrales de la figure, on voit que les définitions et 
propriétés précédentes seront applicables directement à un faisceau quel- 
conque de droites projetantes qui s'appuieroient sur des points donnés en 
ligne droite, sur leur centre de moyenne harmonique et sur l'origine re- 
lative à ce centre; c'est-à-dire que toute transversale déterminera, dans 
ce faisceau, un nouveau systéme de points qui auront entr'eux la méme 
corrélation que les premiers, sauf le cas ou la transversale sera paralléle 
à laxe des origines, et pour lequel l'origine des segmens harmoniques 
passant à l'infini, le centre des moyennes harmoniques se changera évi- 
demment en un centre des moyennes distances. 

Enfin on voit que si, par l'origine des segmens harmoniques de 
plusieurs points situés en ligne droite, on méne une droite ou un axe quel- 
conque, et qu'on abaisse, de ces différens points et de leur centre de mo- 
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yennes harmoniques des ordonnées sur cet axe, qui soient paralléles en- 
ir'elles, et à un autre axe arbitraire, celle qui répond au centre de mo- 
yennes harmoniques, sera encore la moyenne harmonique de toutes cel- 
les qui répondent aux points proposés; propriété qui est entiérement 
analogue à celle du centre des moyennes distances, si ce n'est que, pour 
ce dernier, l'origine étant entiérement arbitraire, il en est de méme des 
axes de projection. 

17. Au surplus, on peut partir de la définition générale du cen- 
tre des moyennes harmoniques, pour établir directement ses diverses pro- 
priétés, sans recourir aux considérations précédentes, qui d'ailleurs nous 
paraissent mériter l'attention des géométres. Or cette nouvelle maniére 
d'envisager la question va nous conduire à d'autres résultats non moins 
remarquables que les premiers. 

Scient a, 5, c, d, .... (Fig. 6.) des points quelconques, en nombre 
7, rangés sur une méme droite, et p un point arbitraire de cette droite 
pris pour origine des segmens; regardons, d'aprés la régle de l'art. 6., 
comme positifs tous les segmens qui sont à droite de p, et comme né- 
gatifs ceux qui sont dirigés dans le sens contraire. Cela posé si l'on 
choisit, sur la droite dont 4 agit, un pest g tel que 


Act tata 


ÿ Pq 
en attribuant. à chaque (été » signe qu il doit avoir d'aprés le sens du 


segment quil renferme, le point 7, ainsi déterminé, sera unique et le 
centre des moyennes harmoniques des points a, b, c, d, .. . . relative- 
ment à p. Il s'agit, en premier lieu, de prouver que ce point est pro- 
jectif, cest- finn tel qu'en le mettant en projection, sur une droite 
quelconque p'/d' et à partir.d'un point arbitraire 5 de l'espace, aussi bien 
que le syst&me de tous les points que l'en considére sur pd, la relation 
ci-dessus aura toujours lieu entre ces différens points. 

Pour y parvenir nous mettrons cette relation sous la forme sui- 
vante, afin d'en mieux étudier ses propriétés: 


1 1 1 1 1 1 1 1 
Malos ah. diua tase A p ae etc... == O. 
n pue Loud qi an 


Mais ue | 
NER A ewe weet EDS Sera 
Pa pa pa.pq .  ap.pd” py Pb bp.Pq? 
1 1 penn 


iM gerne ? 


PY pe” cp.pq’ 
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donc, substituant et supprimant le facteur py commun à tous les termes, 
ıl viendra 


Eu didn od gi 34 2 
ap bp en D an yi args 


équation dans laquelle les termes négatifs proviennent uniquement des 
points a, b, €, .:.: quon a supposés à gauche de g. Mais, d’après la 
régle de signes admise ci-dessus pour la définition du point 7, chaque 
terme devra conserver le signe qu'il a actuellement, ou en changer, selon 
que le point a, 5, c, .. .. auquel il se rapporte sera à droite ou à gauche 
du point p; donc léquation ci-dessus pourra étre remplacée générale- 
ment par cette autre 


l '( 
a Rn 


ap bp dp 
pourvu que, dans chaque position des points du systeme, on attribue le 
signe + ou le signe — à un segment quelconque, selon qu'il est situé 


sur la droite ou sur la gauche de celles des origines p ou g à la quelle 
il se rapporte, ou ce qui revient au méme et ce qui est plus simple en- 
core, pourvu qu'on attribue à chaque terme de la relation ci-dessus le 
signe + ou le signe —, selon que les deux segmens qui y entrent sont 
dirigés dans le méme sens ou en sens contraire, par rapport à celui des 
points a, db, €, .. .. qui leur est commun. 

D'aprés cela, on pourra énoncer ainsi d'une manière générale la 
relation dont il s'agit: 

L'origine p et le centre 9 des moyennes harmoniques 
d'un nombre quelconque de points a,b, c, d, ;... rangés en 
ligne droite, sont tels que, si l'on prend successivement le 
rapport des distances de chacun de ces points ag et à p, la 
somme de tous ces rapports sera nulle, en attribuant le signe 
+ ou le signe — à un rapport quelconque, selon que le point 
correspondant est situé sur l'un des prolongemens de la 
distance pg, ou entre ses extrémités. 


18. Cet énoncé n'est évidemment que lextension de celui qui se 
rapporte au cas particulier de l'art. 1. d’oü nous sommes partis, et dans 
le quel ou ne considère que deux points @ et 6; prouvons maintenant 
qu'il s'applique à toutes les projections de la figure faite, d'un point quel- 
conque s de l'espace, sur une droite arbitraire p^d' du plan spd, et par 
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conséquent qu'il en est de méme de la relation (17.) d'où nous som- 
mes partis. | 

En effet, d'après ce qui a été établi art. 9. et suiv. du Traité 
des propriétés projectives, on a, en nommant P la perpendi- 
culaire abaissóe de s sur pd, et p, 9, a, b, c,..... les projetantes 
SP, $9, Sa, Sb, tits b ee. ès 





ag — sin (asg)— = ; jg — sin ep) bef J cg — sin(csg)-; P I TER. gy 
ap =sin(asp), bp=sin(bsp) À, cp =sin(esp) =, ek 


Donc en sustituant ces expressions dans la derniére relation ci- dessus, 
et supprimant les facteurs communs à tous les termes, on aura la nou- 
velle relation 


sinasq sinbsq sincsq 
sinasp une sinbsp 1 sincsp xao apt 


qui exprime quil y a entre les sinus des angles projetants la méme re- 
lation. qu'entre les sezmens qui leur correspondent respectivement. Or 
de là on conclut aisément, et par réciproque, que, cette relation ayant 
lieu pour le faisceau des droites projetantes, il faut nécessairement qu'elle 
subsiste entre les sezmens d'une transversale quelconque p'd' prise pour 
axe de projection des segmens; donc enfin la relation. examinée est de 
sa nature projective, ainsi qu'il s'agissoit de le démontrer directement; 
c'est-à-dire que, dans le faisceau ci-dessus, les projetantes sp et sy sont 
des axes (15.) d'origines et de moyennes harmoniques relative- 
ment à toutes les autres. 


19. Remarquons en passant que, quoique la relation examinée en 
dernier lieu, subsiste entre les sinus des angles projetans des différens 
segmens qui y entrent, on ne sauroit pourtant en conclure que celle 
d'oü nous sommes partis (17.) jouisse de la méme propriété; or, je dis 
que cette derniére relation aura encore lieu de la méme maniére, non 
plus entre les sinus des angles projetans des difiérens segmens, mais en- 
tre les tangentes trigonométriques de ces re c'est-à-dire qu'on aura 


e ie T Mi aga. + : + —— —- + etc. 


langpsq tangpsa tang psb uc 
En effet, la relation dont il s'agit étant projective d'aprés ce qui précéde, 
devra subsister pour une transversale p'd' perpendiculaire à la proje- 
tante sp du point p, mais les segmens p'$', p'a', p'b', p'c', . . . . de 
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cette transversale, sont évidemment alors proportionnels aux tangentes tri- 
gonométriques des angles projetants qui leur correspondent respective- 
ment; donc la relation ci-dessus a lieu entre ces tangentes, comme il 
sagissoit de le démontrer, et comme il seroit facile de l'établir de plu- 
sieurs autres maniéres. 


20. La transformation que nous avons fait subir, art. 17., à la 
relation qui définit le centre des moyennes harmoniques, n'est pas la seule 
qui puisse lui convenir, et il en est d'autres qui ne sont pas moins dignes 
de remarque, et qui sont tout aussi générales. 

En effet, soit 4 un point quelconque de la direction de pd, pris 
pour nouvelle origine des segmens, servant à remplacer lorigine p, on 
aura identiquement 

pa—py= 4a—Ag, pb— pq = Ab— Ag, pc—pg = Ac— Ag, 
pd—pe=Ad—Ac,.... 
pourvu quon regarde comme positifs les segmens des points placés a la 
droite de 4, et comme négatifs ceux des points placés à la gauche de ce 
point; donc on aura aussi 


PME HONO ad cE’ u a Lot uf i ee iof 
Pg pa pe:pg pa-pq pa. PY PY ‘pa? 
{ dirons Ab Aq di $i 1219501995246 Aq 1 





PURE Dy vPerPGh POLPÉ PS [Ros IsupeıPg ito PR pe du 
dou, en substituant dans la premiere des transformées de lart. 17., et 
oe fapev) tout par 2f 

Ac BL jew m À ¢ 
+ Erz TOT ete = 4 (CLR + ete) = rad. 


Pq 
"T qui est assujettie a la même règle de signes que celle de l'en. 


droit cité, et qui, de plus, la renferme comme cas particulier, puisqu’elle 
redonne celle-ci quand on y suppose 49 — 0, ou qu'on suppose le point 
A en 9. En admettant méme que l'origine arbitraire 4 soit à l'infini, 
les segmens ınfinıs devant étre censés égaux, disparaitront comme 
facteurs communs a mens ipa iier et l'on retombera sur la relation 
bcp EE ete. = 2 
pd : 


pg 
d'où nous sommes er en Ebene lieu. 


^ Mais la relation générale obtenue en dernier lieu, conduit à beau- 
coup d'autres relations semblables, selon qu'on suppose le point 4 placé 
en @ ou ó ou € . . ..; par exemple: si 4a — 0, on aura 
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mamg ac 
es +s pint + etc., 
relation dans la quelle il ae avoir m à la régle de signes posée 
ci-devant, en regardant @ et p comme les origines des divers segmens. 
Elle deviendroit de mens; iur ax Ac =; etc. 








mb q 
RE HA etc. 
er TT AE 
mcg ER 

er etc. 
mime sid ost 


d'ou l'on en déduiroit une infinité hehe 

Ces diverses relations, y compris celle d’où elles dérivent, satis- 
font toutes aux conditions indiquées art. 18.; donc, non seulement elles 
sont projectives, mais elles ont encore lieu d'une maniére semblable en- 
tre les sinus des angles projetans qui répondent aux différens segmens. 


21. Ce qui précède suffit pour faire apercevoir que le point 5, 
ou le centre des moyennes harmoniques de points rangés en 
lıgne droite, offre, dans ses propriétés, l'analogie la plus grande avec ce 
que l'on nomme le centre des moyennes distances de points pa- 
rell; pour la mettre dans tout son jour, il ne s'agit. évidemment (14) 
que d'examiner ce qui arrive dans les relations ci-dessus, pour le cas ou 
lon suppose le point p, qui sert d'origine aux segmens harmoniques, situé 
à l'infini sur ad. Mais alors tous les segmens qui ce comptent de ce 
point, sont infinis et doivent être censés égaux comme ne différant en- 
treux que d'une quantité aus donc la as S pu trouvée ci-dessus, 

m A Ab 
lee ae + LÉ d : eic., 
se réduira simplement à m s o 
mág = Ac+Ab+Ac+ Ad+ etc., 
dans laquelle les différens termes devront, d'aprés ce qui précéde, étre 





affectés du signe + ou du signe —, selon que le point auquel ils se rap- 
portent sera à droite ou à gauche de l’origine 4 des segmens, et qui aura 
lieu quelle que soit la position de cette origine relativement aux points 
donnée a, b, €, . . . .; or on reconnoit ici la propriété caractéristique de 
ce qu'on nomme le centre des moyennes distances. 

De plus, puisque la relation générale ci-dessus est de sa nature 
projective, on voit que lun de-ces systèmes pourra toujours étre envi- 
sage comme la projection centrale ou perspective de l'autre, ainsi que 
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cela a déjà été établi d'une maniere différente art. 14. et 16. de ce mé- 
moire. On peut d'ailleurs, comme on va le voir, partir directement de 
la définition particuliére du centre des moyennes distances pour en dé- 
duire celle, beaucoup plus générale, qui convient au centre des moyen- 
nes harmoniques. | 

En effet, si nous nommons p le point à l'infini de ad, et g le cen- 
tre des moyennes distances des points a, b, c, d, . . .., nous pourrons, 
d'aprés le raisonnement déjà établi ci-dessus, mettre la relation particu- 
liére qui définit ce centre eu SOUS Ps SEE EARS 


BEd re T TE r+ + < + ete.; 


Pg 
or cette relation, dans la TE i PAY nd se mesurent du point p, 


sont infinis et égaux, satisfait aux conditions indiquées art. 18.5; donc elle 
aura lieu à la fois pour toutes les perspectives du systéme proposé sur 
des droites arbitraires; et par conséquent, dans ces perspectives, le centre 
des moyennes distances deviendra le centre des moyennes harmoniques. 


22. Supposons maintenant que, dans l'équation générale relative 
au centre des moyennes harmoniques 9, les segmens relatifs à ce centre 
deviennent infinis, ou si l'on veut, supposons le point 9 à l'infini, ce qu'on 
peut toujours obtenir en mettant la figure en projection sur une droite 
quelconque paralléle à la projetante de se point; le rapport des segmens 
infinis 49, pg devenant l'unité, l'on aura pour définir alors le point cor- 
respondant p, la nouvelle ran 


ar ++: fI + etc. 


Mais l'origine 4 eu ATUS en on peut egalement 





la supposer à l'infini, confondue avec 9, ce qui réduit la relation ci-des- 
sus à la suivante, 


x sob "EET ri Cri 07 


pe 
en supprimant les en ou RER égaux et infinis; or, sous cette 
forme, elle est une conséquence trés simple de celle d'où nous sommes - 
partis (17.) pour la definition du centre g des moyennes harmoniques. 

On voit, d'aprés cela, que les points p et 9 ne sont pas réciproques, 
et ne jouissent pas entr'eux des mémes propriétés à l'égard des points 
a, b, €, d, ... . comme sembleroit l'indiquer le cas particulier où ces 
derniers points sont au nombre de deux seulement (6.); aussi arrive-t-il 
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que, bien qu'il ne corresponde nécessairement qu'un seul point 9, ou qu'un 
seul centre des moyennes harmoniques relativement à un méme point p 
pris pour origine (14), et aux m points donnés a, 5b, c, d, ...., cepen- 
dautil existe, en général, 7; — 1 points p répondans à un méme point 9, 
choisi à volonté, et aux 7 points donnés a, 5, c, .... Crest ce qu'il est, 
en éffet, aisé de démontrer, avec ou sans calcul; mais, comme cette dé- 
monstration exige des développemens qui ne seroient pas ici à leur place, 
nous nous abstiendrons, pour le moment, de la donner, en renvoyant le 
lecteur à nos prochains mémoires. 


23. Avant de terminer ce sujet, nous remarquerons que les diver- 
ses transformations que nous avons fait subir à la relation du No. 17., et 
qui expriment autant de propriétés du centre des moyennes harmoniques, 
sont uniquement basées sur ce que le nombre m est précisement égal a 
celui qui marque le nombre des points donnés a, 5, c, . . .. Pour toute 
autre valeur de 77, ces transformations seroient évidemment impossibles, 
ou du moins on seroit conduit a: d'autres résultats, et la relation cesseroit 
d’être projective sous sa forme actuelle. Dans ces mêmes circonstances, 
pour construire le point 7 défini par cette relation, il faudra nécessaire- 
ment faire usare de mesures graduées ou du compas, tandis que la 
construction du centre des moyennes harmoniques n'exige, comme on l'a 
fait voir (14.), que l'usage de la régle seule. 

Supposons, par exemple, qu'il sagisse de construire le point Q (Fig. 6.) 
tel qu'on ait, en égard à la dA des MEA établie ci- dessus: 


n ste 
5 Deane ale x "DET + ete, 


z étant un nombre quelconque. d Ke bt construire avec la régle, 
le centre des moyennes barmoniques 9 des points donnés a, 5b, 6, d,.... 
par rapport à l'origine p; ce qui We m Pe le nombre de ces points 


me FH 5+ — +t ete, 


PY ule 
dou 
n m 7t 
— = — et Q = — 1 
pO p4 P m^ 
expression qu'on ne pourra construire quà l’aide de mesures graduées ou 


du compas. 
Jl est évident qu'on pourroit aussi opérer directement, comme il a 
été indiqué art. 15. 
31* 
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24. En général, une équation dont les deux membres seroient 
composés de la somme d'une suite de réciproques assujetties à la règle 
de signes posée ci-dessus, et d'ailleurs multiphées par des coëfficiens nu- 
mériques quelconques, sera ou non projective sous sa forme actuelle, et 
appartiendra ou non à la géométrie de la régle, toutes les fois que 
la somme des coéfliciens numériques relatifs à chaque terme, sera, ab- 


Straction faite des signes de position, ou ne sera pas la méme de part 
et d'autre. 


Pour fixer nos idées, supposons d'abord que l'on ait entre les points 

Ps ide Curl: Gr. en. (Ris..63 Ja relation 

mm! mh... __ m + + ER 

pq 
dans laquelle m, m’, m", .... jd + see numériques quel- 
conques, positifs ou négatifs, mais indépendans de la position des points 
ab, C,....9, à l'égard de p; cette équation étant d'ailleurs assujettie 
à la règle de signes posée art. 6., elle se changera évidemment en ces 
deux autres, par des transformations analogues à celles des No. 17. et 20.: 


D u 
d EI at 4 ld 53 + ete. 2d 


ap 
m Aa m isa m! Oo m br A 
mA MA ete. = (mm Em. 2 
ae UT ET CE es > 
A étant une nouvelle origine quelconque; et réciproquement, de celle-ci 


on pourra conclure la relation primitive. Mais ces relations sont pro- 
jectives (18.), donc il en sera de méme de la primitive; je dis en outre 
qu'elles appartiennent à la géométrie linéaire ou de la régle. 











En effet, au moyen de la regle, on trouvera (12.) le point x de 
ab tel, qu'en supposant ab divisée en 2 --72' parties harmoniques par 
rapport à p, @x en contienne 77° et bx, m: or on aura, d’apres l'art. 9., 

mm _ m , m 
pott ada p^ 

Pareillement on trouvera avec la règle, sur cx le point 77' qui 
répond à la 7° partie harmonique de cette distance supposée en contenir 
m 4- m'-+- m", et lon aura 

m--m'--m"  m--m' , m +, rpg 
pair as pe A 
et ainsi de suite. Donc on arrivera à un f en 1408 ii dide X tel 
qu'on aura: 


t 
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Ar 


m--m’--m’-b.... m mi! 
E um nm IE, 


et qui ne sera par conséquent que le at g lui- méme, le quel se trou- 
vera ainsi construit linéairement ou avec la regle seule. 


29. Supposons maintenant (Fig. 7.) qu'on ait la relation harmo- 
nique d pues 


T n! Ji nl’ + np ^ m!’ 

Po BF ya PSuh umo) "ead 

relativement à des points 2, 5, c, ...., Bi T S oe en ligne droite, 
et à l'origine p des segmens harmoniques. 


Daprés ce qui précéde, on pourra d'abord remplacer tous les points 
a, b, €, . . .. par un point X, constructible à l'aide de la règle, et tel 
qu'on ait 


m--m'-J-m"-.... m 
ES m m up 


on en trouvera, de la méme maniére, un dodi Y tel qu Mai un 
n-d-n'd-n"-.... n n^ ni! 
te 7404 + 
p pq gp! jS. 
donc, d’après la relation proposée, il viendra 
nada... 08 mt m’ + mr... 
pY "m Xs 
Si donc n 4- n' n" --.... = m+m+m +... le point X 
devra se confondre avec le point Y, et parconséquent la relation d’ou l'on 
est parti, appartiendra uniquement à la géométrie de la régle et sera 
d'ailleurs projeetive d'aprés ce qui précéde, tandis qu'elle exigera, pour 
étre construite, la rógle et le compas dans toute autre supposition. 


26. Ces diverses considérations nous permettent de généraliser la 
définition du centre des moyennes harmoniques, à peu prés comme [ont 
déjà fait MM. Carnot et Simon L’huilier de Genève, à l'égard du 
centre des moyennes distances: en posant, par exemple, pour la définition 
de ce point, l'équation 


4 u 
mm mt! + +... CK ERI Es + etos, 
Pq xp qam 
9 pourra encore étre appelé le centre des V rer harmoniques 
de a, 5, c, .... relativement à p, mais pour des coefhciens‘ numériques 


quelconques positifs 7, m’, m, . . . . Quant au cas où quelques uns 
de ces coéfficiens seroient négatifs indépendamment des signes de posi- 


x 


949 22. J. V. Poncelet, Mémoire sur les centres de moyennes harmoniques. 


tion des segmens auxquels ils se rapportent, on pourroit nommer le point 
correspondant 7 l'ex-centre des moyennes harmoniques, comme 
la fait, d'une maniére analogue, Mr. L'huilier pour le cas des sim- 
ples distances. En effet, la relation ci- dessus conduisant à cette autre, 
d’après ce qui a été observé plus haut (24), 


A Aa m! Ab m'! Ac 
/ "7 mr m + Lans CUITE = 
ou 4 To)» I ep pb ic pe e 


on retombera directement sur les définitions du centre et de l'ex-cen- 
tre des moyennes distances, définis par M. L'huilier, en supposant (21.) 
que le point p passe à l'infini. | 

27. Je crois inutile de pousser plus loin ces rapprochemens en- 
tièrement analogues à ceux qui ont été établis, dans ce qui précède, pour 
le cas particulier où les coefficiens m, zn‘, m‘, .... sont simplement égaux 
à l'unité; et je ferai seulement remarquer que les diverses définitions et 
propositions établies jusqu'à présent, pour ce cas particulier, doivent s'é- 
tendre, de la méme maniére, au cas général: ainsi, par exemple, le point 
p sera toujours l'origine des segmens harmoniques; et si, d'un 
‘point quelconque s de l'espace, on mène aux différens points que l'on con- 
sidère des projetantes sp, sg, sa, sb, sc, . . . . celles qui appartiennent 
à p et à g devront continuer à s'appeler (15.) les axes des origines et 
des moyennes harmoniques de toutes les autres etc. 
| Dans le paragraphe suivant, je montrerai comment on peut éten- 
dre toute cette doctrine du centre des moyennes harmoniques, au cas oü 
lon considére des points quelconques situés dans un plan ou dans l'espace. 


Du centre des moyennes harmoniques d'un systéme de points 
quelconques situés ou non dans un méme plan. 


28. Nous n'avons encore envisagé, jusqu'àprésent, que les pro- 
priétés relatives au centre des moyennes harmoniques de points rangés en 
ligne droite; mais ce que nous avons dit pour ce cas particulier va nous 
conduire, sans peine, à ce qui concerne le systéme d'un nombre quel- 
conque de points situés à volonté sur un plan ou dans l’espace; car tout 
consiste simplement à partir de la définition ordinaire du centre des mo- 
| yennes distances pour en déduire, à l'aide de la perspective ou projection 
centrale, celle qui convient au centre des moyennes harmoniques en gé- 
neral, et méme les diverses propriétés qui peuvent lui appartenir. Il est 
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entendu d'ailleurs que, dans tout ce qui va suivre, le centre des moyen- 
nés distances et celui des moyennes harmoniques seront pris par rapport 
à des coéfhciens numériques quelconques, répondans respectivement aux 
points proposés suivant les définitions admises No. 26. 

Considérons d'abord le cas où le systéme des points BR 
A, B, C, D,.... (Fig. 8.) appartient à un méme plan, et soit Q le 
centre des moyennes distances de ces points: l’une des propriétés essen- 
telles du point Q c'est que, si l'on fait la projection du systéme sur une 
droite arbitraire bd, et par des parallèles 4a, Bb, Cc, .... à un axe 
quelconque, la projetante Q2 de Q, sera l'axe des moyennes distan- 
ces (15. et 27.) de celles des autres points du système, de sorte que, pour 
la transversale arbitraire bd, le point Q qui appartient à cet axe, sera 
le centre des moyennes distances des points a, 5, c, d, ,... relatifs aux 
diverses projetantes, ou, en d'autres termes, il sera (21.), par rapport au 
point à l'infini de 4d, le centre des moyennes harmoniques, de ces mé- 
mes points. 

Cela posé, voyons ce qui se passe dans la perspective de la figure 
sur un nouveau plan arbitraire: tout systéme de projetantes paralléles 
Aa, Bb, Cc, .. .. sera devenu (Fig. 9.) un faisceau de droites conver- 
gentes en un méme point S, et tous les points de concours $ seront rangés 
sur une méme droite PS, projection ou perspective de tous les points 
à l'infini du premier plan (Traité de propriétés projectives, No. 106.); 
point p où la droite PS ira rencontrer la transversale arbitraire bd qui 
lui correspond, représentera donc aussi le point à linfin de bd dans la 
figure primitive 8., de sorte que le point 9 sera devenu (26.) le centre 
des moyennes harmoniques des points a, 0, €, . . . . par rapport à p. 
Mais la droite dd est arbitraire; donc, pour tout faisceau de projetantes, 
semblable à celui qui précède, la projetante 5Q de Q sera (27.) l'axe des 
moyennes harmoniques de celles S4, SB, SC, . .. . des points proposés, 
par rapport à la droite invariable SP, qui, ici, sert d'axe commun des 
origines. 

| 29. D’apres cela, on peut dire que le point Q est le centre des 
moyennes harmoniques des points proposés 4, D, C, ....; et cela 
non d'une manière absolue, mais seulement par rapport à la droite par- 
ticulière PS, qu'on peut appeler l'axe des origines harmoniques. 
Or il sagit de prouver maintenant qu'un systéme quelconque de points 
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A, B, C, ... . (Fig. 9.) étant donné sur un plan, aussi bien qu'une droite 
PS prise pour axe des origines harmoniques, on peut toujours déterminer 
un point Q, et seulement un point Q, qui jouisse, par rapport à cette 
droite, des propriétes qui viennent d’être examinées, ou qui soit le centre 
des moyennes harmoniques des points proposés 4, B, C, . .. . relative- 
ment à cette droite. | 

Quon mette, en effet, la figure en perspective sur un plan quel- 
conque paralléle à la droite PS, c'est-à-dire tel que cette droite passe à 
Yinfini dans la nouvelle figure; il est clair, d'aprés ce qui précéde, que 
sil existe, pour la figure primitive, un ou plusieurs points qui soient des 
centres de moyennes harmoniques par rapport aux proposés et à PS, 
tous ces centres devront se changer à la fois, en des centres de moyen- 
nes distances pour la nouvelle figure; mais un systéme de points quel- 
conques ne sauroit avoir plus d'un centre de moyennes distances, et pos- 
sède cependant toujours un tel point; donc pareillement le système des 
points proposés a toujours un centre de moyennes harmoniques par rap- 
port à une droite donnée à volonté sur son plan, et ne sauroit avoir 
qu'un seul point pareil pour chaque position donnée de cette droite, ce 
qui donne lieu à la proposition suivante. 

Une droite, prise pour axe des origines, étant donnée 
à volonté dans le plan d'un systéme de points quelconques, 
il existe un autre point et seulement un point, qu'on peut 
nommer le centre des moyennes harmoniques des premiers 
par rapport à la droite proposée, et dont la propriété est 
telle que, si d'un point quelconque de cette droite, on méne 
des projetantes aux points donnés, l'axe (27) des moyennes 
harmoniques de toutes ces projetantes, par rapport à la 
droite donnée, ira toujours passer par le point fixe ou cen- 
tre des moyennes harmoniques dont il sagit. 

30. Les propriétés ci-dessus du centre des moyennes harmoni- 
ques de points quelconques situés sur un plan, se rapportent évidemment 
(24.) à celles que nous avons nommées projectives; donc $1, d'un point 
quelconque de l'espace, on fait la projection ou perspective de la figure 
sur un nouveau plan quelconque, le centre des moyeunes harmoniques 
des points proposés ne cessera pas d'étre un centre de moyennes harmo- 
niques en projection, par rapport à la droite qui représente l'axe des ori- 
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gines harmoniques du premier systéme; on pourra donc dire aussi que, 
dans l’espace, la projetante de ce point est.l'axe des moyennes 
harmoniques des projetantes qui appartiennent aux points proposés, et 
cela non d'une maniére absolue, mais relativement au plan projetant 
de la droite d’ou se comptent les segmens harmoniques, plan qu'on. peut 
aussi nommer pour cette raison, plan des origines harmoniques. — 

Ces définitions sont évidemment des extensions de celles de l'art. 27. 
relatives aux faisceaux de droites convergentes tracées dans un méme 
plan, et elles donnent lieu à l'énoncé qui suit: 

Un systéme de points quelconques étant situé dans 
un méme plan, et un plan quelconque étant donné à volonté 
dans l’espace, si, d'un point choisi arbitrairement dans ce 
dernier plan, on méne des droites ou projetantes aux diffé- 
rens points du premier, puis qu'on détermine, par rapport. 
au second plan considéré comme plan des origines, l'axe 
des moyennes harmoniques de ces droites, tous ses axes sem- 
blables iront passer par un méme point, qui sera (29.) le cen- 
tre des moyennes harmoniques des proposés, relativement à 
la droite d'intersection de son plan et du plan des origines. 

31. Maintenant il ne nous sera pas difficile d'étendre ces consi- 
dérations au cas où les points proposés A, B, C, D, . . . . (Fig. 9.) au 
lieu d'étre sur un méme plan, sont situés d'une maniére quelconque 
dans l'espace. 

Remarquons d'abord qu'un systéme pareil a toujours un centre de 
moyennes distances et n'en a qu'un seul dont la propriété est que, „si 
lon projette par des parallèles quelconques, tous les points pro- 
posés sur un plan arbitraire, la projection de ce centre sera encore le 
„centre des moyennes distances de la projection des autres points du 
„systeme; c'est-à-dire que la projetante qui lui est relative sera l'axe 
„des moyennes distances de celles des autres points de la figure." 

à Mais, d'aprés les principes que nous avons établis dans le Traité 

des propriétés projectives (Supplément. No, 5.6. et suiv.), la figure 

quon vient de considérer peut toujours étre censée la perspective en 

relief d'une autre, dans la quelle tous les points à l'infini de l'espace, 

relatifs à la premiere, sont remplacés par ceux d'un plan unique; de 

sorte que les differens faisceaux de projetantes paralléles de cette figure, 
Crelle’s Journal. III. Bd. 3. Hft. 32 
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sont devenus des faisceaux de droites convergeants en des points de ce 
plan. De plus, dans la nouvelle figure, les centres et axes de moyennes 
distances sont devenus (30.) des centres et axes de moyennes harmoni- 
ques par rapport au plan dont il s'agit ou aux droites qui le concernent; 
et d'un autre cóté, quelle que soit la situation d'un plan à l'égard d'un 
systéme de points quelconques donnés dans l'espace, on peut toujours, d'a- 
. prés les principes cités,. considérer ce systéme comme la perspective en 
relief d'un autre pour lequel le plan dont il s'agit est passé à l'infini; 
donc enfin: 

Un systéme de points quelconques, et un plan étant 
donnés dans l'espace, il existe toujours un autre point et un 
seul point, qu'on peut nommer centre des moyennes harmo- 
niques des proposés par rapport au plan que l'on considère 
en particulier, et dont la propriété est telle que, si on le 
projette ainsi que tous les proposés sur un nouveau plan ar- 
bitraire et à partir d'un point quelconque du premier pris 
pour centre de projection, il demeure dans cette projection 
un centre de moyennes harmonique relativement à la droite 
d'intersection des deux plans; c'est-à-dire que la projetante 
qui le renferme est (30.) l'axe des moyenes harmoniques de 
toutes les autres, relativement au plan qui contient tous les 
centres de projection, et qui est encore ici le p/an des 
origines harmoniques. | 

32, S'il étoit permis de se servir du compas ou du tracé des par- 
alléles, ce qui précéde montre assez comment on devroit opérer pour ob- 
tenir le centre des moyennes harmoniques dun systéme de points 
quelconques situés dans un plan ouren général dans l'espace; car, en 
mettant le systeme de ces points en perspective de façon que la droite 
ou le plan des origines harmoniques, qu'on s'est donné arbitrairement, 
passe à linfini, tout reviendrait a deter es le centre des moyennes di- 
stances des points de la nouvelle figure et à le projeter sur la premiére. 

Mais, si Yon veut simplement opérer avec la règle, 11 faudra Sy 
prendre d'une autre. maniére. 

Par exemple, si les points proposés 4, B, €, D, .... (Fig. 9.) sont 
dans un méme plan, ainsi que la droite PS qui sert d'origine aux 
segmens harmoniques, il faudra, de deux points différens S, S‘ de cette 
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droite, faire la perspective ou projection centrale des proposés sur deux 
droites arbitraires telles que pd par exemple; cherchant ensuite, par les 
procédés du No.24., et pour chaque droite pd, le centre des moyennes 
harmoniques 7 des points a, à, c, d, . . . . de la projection, et cela par 
rapport au point p qui appartient à'laxe PS des origines harmoniques, 
les projetantes gS des centres partiels ainsi obtenus, iront se couper au 
.centre unique (29.) Q des moyennes harmoniques que lon cherche. 

Si les points proposés 4, B, €, .... étoient situés d'une manière 
quelconque dans l'espace, il suffiroit évidemment de remplacer, dans les 
opérations ci-dessus, laxe PS des origines harmoniques et les transver- 
sales arbitraires pd par des plans. 

33. Mais on peut aussi opérer directement sur les points proposes, 
sans recourir a la projection, ainsi que cela se pratique lorsquil sagit 
de trouver le centre des moyennes distances; et cette méthode aura en 
méme temps lavantage d'étre plus expéditive que la précédente. 

Pour cela, il suffit d'observer, d’après ce qui précède, que l’un. de 
ces systemes peut toujours étre envisagé comme la perspective de l'au- 
tre, et quil n'y a de différence entre eux, qu'en ce que, pour le cas des 
moyennes distances, le point, la droite, le plan qui servent d'origine aux 
segmens harmoniques, sont situés entièrement à l'infini, de sorte que 
les systémes de lignes qni y convergent sont des systémes de paralléles, 
tandisque les divisions harmoniques sont remplacées par les divisions eu 
parties égales, et vice versa pour l'autre systéme de points. 

Soient, par exemple, 4, B, C (Fig. 10.) trois points quelconques 
dont il faille trouver le centre des moyennes harmoniques Q par rapport 
à la droite PP’; on se rappelera que, dans le cas ou la droite PP’ est à 
l'infini, et où le point Q devient (Fig. 11.) le centre des moyennes di. 
stances de 4, B, C, on n'a qu'à prendre les points milieux 9, $', 9° des 
cótés du triangle ABC, et à joindre par une droite chacun de ces points 
au sommet opposé du triangle; car ces droites donneront, par leur croi 
sement, le point Q demandé. Opérant donc de la méme maniére sur le 
triangle proposé ABC (Fig. 10.), en prenant (2. et 7.) pour les points 
9, 7°, 9", les centres de moyennes harmoniques des couples de sommets 
correspondans, et cela en choisissant pour origines respectives des seg- 
mens harmoniques les points P, P', P", où les côtés du triangle ABC 


vont rencontrer la droite PP’, le point Q, ainsi construit, sera le cen- 
Sur 
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tre des moyennes harmoniques des sommets 4, D, C par appoint a 


cette droite. 


34. Pour le cas de quatre points 4, B, €, D (Fig. 12.), dont on 
veut avoir le centre Q des moyennes harmoniques par rapport à la droite 
P'P", on prendra ces points pour les sommets d'un quadrilatére 4BCD, 
dont on prolongera les côtés jusqu'à la droite P/P"; on déterminera en- 
suite les centres des moyennes harmoniques 9, 9’, 9", 9‘ des paires de 
sommets appartenans à chaque cóté, et cela relativement au point de ren- 
contre de ce côté et de la droite P'/P"; joignant ensuite ceux de ces cen- 
tres qui se trouvent sur les cótés opposés du quadrilatére, on aura les 
droites 99°, 9°9° dont lintersection Q sera le point demandé; car c'est 
ainsi qu'on opéreroit si la droite P'/P/, passant à l'infini, il s'agissoit de 
déterminer le centre Q des moyennes distances des points 4, B, €, D. 

On pourroit d’ailleurs remplacer le quadrilatère ABCD par tout 
autre qui auroit les mémes sommets; on pourroit aussi chercher le cen- 
tre des moyennes harmoniques de trois quelconques des points proposés, 
et le joindre au quatriéme par une droite qui devroit renfermer le point 
cherché etc.; dans.tous les cas on obtiendra un point unique (), comme 
cela a lieu lorsqu'on suppose l'axe des origines P'P" à l'infini. 


35. Si lon avoit cinq points à considérer, on rechercheroit d'a- 
bord le contre des moyennes harmoniques de quatre quelconques de 
ces points; et la droite qui le joindroit au cinquiéme, renfermeroit le 
centre des moyennes harmoniques du systéme total des points don- 
nés; une nouvelle opération analogue donneroit donc ce centre lui- 
méme. En général, on pourra prendre le centre des moyennes harmo- 
niques d'un certain nombre de points, puis le centre pareil des points re- 
stans; la droite qui renfermera les deux centres ainsi trouvés contiendra 
aussi celui du systéme total des points donnés. Mais, au lieu de recher- 
cher une nouvelle droite qui contienne ce dernier centre, on pourra se 
contenter de déterminer, sur la premiere (9. et 12.), le centre des mo. 
yennes harmoniques des deux centres partiels déjà trouvés, relativement 
aux nombres qui marquent de combien de points ces centres respectifs 
proviennent etc. 


On voit comment il faudroit s'y prendre pour un nombre quel- 
conque de points qui seroient supposés dans l'espace; il suffiroit, dans les 
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opérations ci-dessus, de remplacer la transversale P'P" par un plan, ainsi 
quil a déjà été expliqué (32.). 

36. Ce qui précède est simplement relatif au cas où les coéffi- 
ciens numériques, par rapport auxquels on prend les centres de moyen. 
nes harmoniques, sont égaux à lunité ou égaux entre eux; mais il est 
évident d'aprés les art. 26. , 27. etc. que tout ce que nous avons pu dire, 
jusqu'à présent, de ce cas particulier, est immédiatement applicable à ce- 
lui où les coefficiens seroient des nombres quelconques répondant respec- 
tivement aux points donnés. Ainsi, par exemple, si lon a trois points 
A, B, C (Fig. 10.) dont mm, m‘, m‘ sont les coefficiens numériques re- 
spectifs, et qu'il s'agisse d'en trouver le centre des moyennes harmoni- 
ques Q, par rapport à ces coéfficiens et à la droite P, P'; on prendra 
d'abord (9. et 12.) le centre des moyennes harmoniques 9 des points 4 
et B, par rapport aux coéfficien 7 et 7m‘ qui leur correspondent, et au 
point P de la droite des origines PP‘; puis on prendra: pareillement le 
centre des moyennes harmoniques 9° des points D et C, par rapport aux 
coéfficiens numériques 77‘ et z?" et au point P' de PP’; les droites gC 
et 94 iront encore se croiser au point Q demandé, et il en seroit de 
de méme de la droite 9B, qui appartient au centre des moyennes har- 
es 9g" de 4 et de C, par rapport aux coefficiens ion aio 7 
et 72^ de ces points. 

En effet, si lon met la figure en perspective de fagon que la 
droite PP’ passe à linfini, le point Q deviendra évidemment le centre 
des moyennes distances des points 4, B, C par rapport aux coefficiens 
respectifs 77, m’, m". 

D'aprés cet exemple et d'aprés ce qui a été dit pour le cas par- 
ticulier où les coëfficiens numériques sont égaux à l'unité, on voit ce 
quil y auroit à faire pour celui ou l'on auroit un nombre quelconque de 
points auxquels correspondroient respectivement des coëfliciens numéri- 
ques donnés, sil sagissoit de trouver, pour ces coéfficiens, le centre des 
moyennes harmoniques des points dont il sagit. 

37. Il n'est pas inutile d'observer que le cas particulier ou les 
coëfficiens numériques sont égaux entre eux ou égaux à l'unité, donne 
lieu à des simplifications notables dans la construction générale ci-dessus 
du centre des moyennes harmoniques. Car, par exemple, sil s'agit des 
sommets d'un triangle 4BC (Fig. 10.), tout consistera alors, pour avoir les 
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trois droites cg, 44 9' et Bg” qui contiennent leur centre Q des moyennes 
harmoniques, de former un nouveau triangle .4/B'C' circonscrit au pre- 
mier, et dont les côtés aillent concourir respectivement aux points D, P' 
et P^ où les côtés qui leur sont opposés dans le premier, vont rencon- 
trer l'axe ou le plan des origines harmoniques PP’; en effet en se repor- 
tant à la projection (Fig. 11.) où lon suppose PP’ à Yınfini, il sera facile 
de voir que les droites 44’, BB’, CC’ qui joignent les sommets opposés 
des triangles seront précisément celles qui se croisent au point Q demandé. 

On peut d’ailleurs remarquer que le triangle inscrit ?7 1 g^, qui a 
ses sommets aux centres des moyennes harmoniques 9, 9‘, 9’ ^ des cótés 
du proposé ABC, jouit, à son égard, des mémes propriétés que le triangle 
circonscrit 4'B'C'; de sorte que, si lon connoissoit seulement l'un quel- 
conque g de ses sommets, on obtiendroit les deux autres par le simple 
tracé des droites P’9g, P''y'o. 

38. Plus généralement, si l'on. a un nombre quelconque de points 
A, B, C, D (Fig. 12.) situés ou non dans un même plan, et que P'P' 
soit l'axe ou le plan des origines harmoniques, il suffira de connaitre le 
centre des moyennes harmoniques 9 de deux quelconques 4, B de ces 
points, pour en déduire sur le champ, ceux qui appartiennent à tous les 
points proposés en les prenant deux à deux. 

Supposons, par exemple, que les points 4, B, C, D, . . . . soient 
pris pour les sommets d'un polygone 4BCD ...., il sera trés facile d'ob- 
tenir, sur chaque cóté, le centre des moyennes harmoniques des sommets 
adjacens; car, d'après ce qui précède, pour avoir le centre 9° des som- 
meis B et C, ayant déjà le centre g de 4 et B, on n'aura qua tracer 
la droite 99° qui va rencontrer laxe des origines harmoniques PP’ au — 
méme point que la diagonale 40 du polygone appartenant aux trois 
sommets consécutifs 4, B, € que len diu: oh 

Pareillement, pour obtenir le centre 9^ qui appartient au côté sui- 
vant CD, on n'aura qu'à tracer la droite 9/9‘! qui va rencontrer l'axe des 
origines au point où le rencontre la diagonale BD, déterminée par les 
sommets extrémes des cótés BC et CD que lon considére et auxquels 
appartiennent les points g/et g^. En continuant donc ainsi jusqu'au der- 
nier côté du polygone ABCD...., on formera un nouveau polygone 
9, gs Q^, 9 . . . . inscrit au premier, dont les côtés rencontreront re- 
spectivement l’axe des origines P'P" aux points où le coupent les diago- 
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nales du premier polygone qui joignent ses sommets alternatifs; et dont 
les sommets seront précisement les centres de moyennes harmoniques 
qu'on cherche sur les cótés du polygone ABCD... x | 

Il est clair qu'ayant une fois les centres de moyennes harmoni- 
ques des différens côtés du polygone 4BCD...., on aura, sans peine, ce- 
lui qui appartient à une diagonale ou à deux sommets quelconques, car 
cette diagonale est elle-même le dernier côté de l'un ou de l'autre des 
polygones dans lesquels elle divise le proposé, polygones dont on connoit 
déjà les centres de moyennes harmoniques des différens cótés à l'excep- 
ton de celui du dernier, qu'on pourra obtenir ainsi par le tracé des sim- 
ples lignes droites. i 

39. Toutes ces constructions peuvent d'ailleurs s'établir directe- 
ment, en supposant qu'on mette la figure en perspective, de facon que la 
droite ou le plan P'P" des origines harmoniques passe à linfini; et l'on 
voit en méme temps quelle espéce de simplifications elles apportent dans 
la détermination ci-dessus (art. 39.) du centre des moyennes harmoni- 
ques d'un nombre quelconque de points situés à volonté sur un plan ou 
dans lespace; or ces remarques ne sont pas simplement curieuses comme 
on va s’en convaincre par ce qui suit. 

En effet, ce qui précède fournit un moyen trés simple et trés ex- 
péditif pour construire, sur une droite pd (Fig. 9.), le centre des moyen- 
nes harmoniques 9 d'un nombre quelconque de points o, b, c, ...., par 
rapport à un dernier point p pris pour origine de segmens harmoniques; 
car, ayant mené d'un point quelconque S§ situé au dehors de la droite 
pd, les projetantes Sa, Sb, Sc, Sd, . . . ., puis, ayant pris, à volonté, 
de nouveaux points 4, B, C, D,.... sur chacune d'elles et répondant 
respectivement à ceux dont on cherche le centre des moyennes harmo- 
niques, tout consistera à construire, comme il vient d'étre expliqué dans 
ce qui précéde, le centre pareil Q des points .4, DB, C, D, 4... par rap- 
port à PS pris pour axe des origines, et à projeter ce centre, de S, sur 
pd, en y qui sera (28. et 29.) le point demandé. 

40. Cette construction est plus simple que celle qui a été indi- 
quée art. 14., et l'on peut remarquer qu'elle s'étend immédiatement au 
cas général où le centre 7 des moyennes harmoniques que l'on cherche, 
est relatif (26.) à des coéfficiens numériques quelconques m, m‘, m“, ...- 
répondant respectivement aux points donnés a, 5, c, d, . . .., puisqu'il 
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suffit évidemment, au lieu de se borner à ne: prendre qu'un seul point 
4, B, €, .. . . sur chacune des projetantes Sa, Sd, Sc... . . qui ap- 
partiennent aux proposés, d'en choisir autant qu'il est marqué par le coëf- 
ficient numérique relatif à cette projetante ou au point d'ou elle dérive. 
Que l'on ait, par. exemple, deux points a, 5. auxquels correspondent 
respectivement les coefliciens numériques 77 et 7‘, on devra prendre 77 
points arbitraires sur la projetante Sa, et 7‘, points pareils sur la proje- 
tante Sb; cherchant ensuite le. centre Q des moyennes harmoniques de 
ces 7 -]-7n' points et le projetant en 9 sur pb, 9 sera le centre des mo- 
yennes harmoniques de @ et de J relativement à m et m’; c'est-à-dire. 
qu'on aura (9.) | 
| adr p! (ARD ido 
pq » : 
ou (24) 
PAD mi — 0, 


en ayant égard à la régle n signes Jus art. 17. 

Les points 4, B, C, .... quon doit prendre sur les diverses 
projetantes Sa, Sb, $c, .... pouvant avoir une position quelconque, 
on devra profiter de cette indétermination pour simplifier les opérations 
relatives à la recherche des points Q et 2; mais ces simplifications se 
présentent d'une maniére trop facile, dans les projections de la figure ou 
ces points deviennent des centres de moyennes distances, pour qu'il soit 
nécessaire d'entrer dans des détails; et l'on seroit conduit d'ailleurs à des 
résultats qui n'auroient qu'un léger avantage sur ceux de l'art. (9.) et suiv. 
ou l'on ne considère simplement que deux points a, 4 et les coefficiens 
numériques 77 et 7 relatifs à ces points. 


Application de la théorie du centre des moyennes harmoni- 
ques aux propriétés des figures rectilignes et polyedrales. | 


41. La theorie qui vient de nous occuper donne lieu à un grand 
nombre de propriétés nouvelles concernant les figures rectilignes; beau- 
coup de ces propriétés entiérement analogues à celles qu'on déduit ordi- 
nairement de la théorie du centre des moyennes distances, sont par là 
méme faciles à découvrir et peuvent étre abandonnées aux investigations 
du lecteur; mais il en est d'autres qui, se rattachant à des propriétés du. 
centre des moyennes, distances non aussi généralement connues, et qui, 
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étant susceptibles d’étre transportées dans la théorie des .courbes et des 
surfaces géométriques, méritent qu'on leur accorde une attention plus 
particulière; or c'est à cet objet que nous allons consacrer les derniéres 
pages de ce Mémoire. 

Remarquons, en premier heu, que la plupart des principes que 
nous avons établis sur le centre des moyennes harmoniques, peuvent 
être envisagés comme autant de propriétés distinctes des figures compo- 
posées simplement de points, de droites et de plans quelconques. 

Par exemple, les principes des No. 24. et suiv. conduisent imme- 
diatement à cet énoncé: ‘ 

» Etant donné à volonté, dans un plan, un faisceau de droites pro- 
„jetantes Sp, Sa, Sb, Sc,.... (Fig. 7.), c'est-à-dire convergeant en 
„un méme point D, si, No Bun l'une quelconque d'entre elles Sp 
„pour axe des origines harmoniques, on mene arbitrairement des trans- 
„versales droites ps, p's', . . . . dans ce faisceau, puis qu'on determine, 
„sur chacune d'elles, le centre des moyennes harmoniques 9, 9, . . .. 
„des points d'intersection @, 5, €, ...., a’, b’, c'j...., qui lui appartien- 
„nent, par rapport aux points p, p', .... de laxe Sp des origines har- 
» moniques et relativement à des coëfficiens numériques quelconques (26.); 
„la suite des centres pareils sera une seule est même droite Sg, passant 
„par $, et que nous avons nommée l'axe des moyennes harmoniques du 
„faisceau formé par toutes les autres projetantes.” 


- 42. Au lieu de mener arbitrairement les transversales ps, p's', ...., 
on peut exiger qu'elles passent par un méme point du plan de la figure, 
et prendre ice point, sur l'axe Sp des origines harmoniques, en p par 
exemple, au quel cas cet axe devient inutile pour déterminer les centres 
9, puisque lé point p est, pour toutes les transversales, l'origine commune 
et unique des sezmens harmoniques: le théoréme ci-dessus subsiste évi- 
demment toujours; mais ainsi particularisé, il offre lavantage singulier 
de pouvoir s'étendre à un systéme de droites quelconques situées dans un 
plan, et non plus simplement à un systéme de droites convergeant en un 
même point i$; bien plus, pour arriver au théoréme ainsi généralisé, il 
suffit; comme on va le voir, de partir du cas particulier où l'on ne con- 
sidère que deux droites uniques Sa et Sb, cas qui se déduit immédiate- 
ment des principes exposés art. 8. et 9. de ce Mémoire. | 
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Soient, en effet, 4B, BC, CD, ... . (Fig. 13.) des droites indéfinies 
quelconques situées sur un plan, p un point arbitraire pris pour póle des 
transversales pb qui rencontrent respectivement en a, b, c, d, . . . . les 
droites fixes dont il s'agit; je dis que si l'on détermine, sur chaque trans- 
versale pb, le centre g des moyennes harmoniques des points a, 4, c, d,.... 
par rapport au pôle p, pris ponr origine des segmens et aux coéfficiens 
numériques quelconques 77, m‘, m‘, . . . ., la suite des points 9 sera 
une droite unique 4(', qu'on pourra appeler l'axe des moyennes 
harmoniques des droites proposées, relativement à p et aux differens 
coefficiens qui leur correspondent respectivement. | | 

Pour le prouver, considérons d'abord deux droites AB, BC, aux 
quelles répondent les coefficiens numériques 77 et m’; si, sur les trans- 
versales pd, nous prenons sans cesse les centres g’ des. moyennes har- 
moniques qui répondent aux points c et 5 de l'angle 4BC, et aux coef- 
ficiens 72 et m’, d'après ce qui précède, la suite des centres 9’ sera une 
droite 9°B passant par le sommet de l'angle, et à laquelle correspondra 
- (24. et 26.) un nouveau coefficient 7: + m’. Soit Q le point où cette 
droite rencontre CD, la troisiéme des droites données; prenons sur la 
transversale variable pb, le nouveau centre g’’ des moyennes harmoni- 
ques des points c et 9° qui appartiennent aux côtés CDc et BQg’, de l'angle 
Q, et cela par rapport au point p et aux coöfliciens m’, zm -]- m‘ ré- 
pondans respectivement à ces cótés; le point 9^ sera le centre des mo- 
yennes harmoniques de a, 6, c, et la suite de ces centres sera sur une 
nouvelle droite gQ passant par Q, à la quelle correspondra un coëfficient 
m -4- m' -- 7", et qui rencontrera la quatrième 4D des droites données 
en un point Q', qu'il faudra prendre pour nouveau sommet d'angle B. 
On arrivera donc, en continuant ainsi, à une derniére droite 9 Q‘ qui sera 
le lieu des centres de moyennes harmoniques de tous les points d'inter- 


section 2, 5, c, d, . .. . de la transversale mobile et des droites propo- 
sées, et qui en sera l'axe des moyennes harmoniques pour les 
coefficiens 772, m’, m^, ...., et relativement au pôle p; théoréme qu'on 


peut énoncer trés simplement de cette maniére: 

Un systéme de droites quelconques étant donné dans 
un plan, si l'on coupe ce systéme par une suite de droites 
transversales passant par un méme point ou póle, puis qu'on 
détermine, pour chaque transversale, le centre des moyen- 


22. J. VF. Poncelet, Mémoire sur les centres de moyennes harmoniques. 255 


nes harmoniques des points d'intersection correspondans, 
en prenant le póle pour origine des segmens; la suite de 
tous les centres pareils sera une droite unique; c'est-à-dire 
l'axe des moyennes harmoniques des proposées par rapport 
au pôle et aux coéfficiens donnés *). 


43. Remarquons que chaque de maniéres dont nous avons en- 
seigné (20. 24. 26.) à définir graphiquement ou numériquement le point 
g de la transversale mobile pb, donne lieu a un énoncé particulier du 
théoréme qui précède. Ainsi, par exemple, si l'on définit le point 7 par 
la relation 

Td mM + ca dp TO dic. = 0; 
ou par celle- ci 


mm! m’... 
RER IE + 
DU 
la suite des points g sera une fid Du" 


ll en sera de méme évidemment de la suite iles points 9 déter- 

minés par la relatión plus re 

k m m^ 

pa pa BA opo Mec v etc., 
dans laquelle £ est un codfiicient doit quelconque. Maintenant si, 
dans cette dernière relation, on suppose tous les coëfficiens égaux à l'u- 
nité, on retombera sur le cas particulier démontré directement par Mac- 
Laurin, dans son Traité des lignes géométriques, à l'aide du 
principe de l'art. 7. qui lui est di. Mais on peut généraliser d'avantage 
encore ces diverses propositions. 





= + ete., 


44. Si nous remplacons en effet, dans le théoréme ci-dessus, les 
différents droites données par des plans situés d'une maniére quelconque 





*) Dans le cas particulier où, les coéfficiens m, m’, . . . . étant égaux à l'unité, on ne con- 
sidére que le systéme de trois lignes droites, et oà l'on prend pour póle p le centre de gravité ov 
des moyennes distances du triangle formé par ces droites, l'axe des moyennes harmoniques passe 
tout entier à l'infini, et l'on a, pour une transversale quelconque issue de p et rencontrant en 
a, b, c, les côtés du triangle, 

: 1 1 1 
—+— + — zo 
pa pb pc 
et, en effet, ceite relation, en ayant égard à la loi des signes (17.), est satisfaite pour les trois post. 
tions de la transversale où elle passe par l'un des sommets du triangle; car on a alors, par exemple, 
pb epe = apa. 

Ce théorème a été démontré par Mac-Laurin dans son Traité des courbes géométriques, 


337 


256 22. J. F. Poncelet, Mémoire sur les centres de moyennes harmoniques. 


dans l'espace; la suite-des points 9 ne sera plus simplement sur une 
droite, mais sur un dernier plan qu'on pourra nommer le plan des 
moyennes harmoniques relativement au póle des transversales. 

On pourroit établir ce théoréme directement et d’une manière ana- 
logue à celle que nous venons de mettre en usage pour les'systémes de 
lignes droites, en partant du cas particulier, et trés facile a démontrer, 
ou lon n'a que deux plans à considérer; mais on peut le déduire aussi 
trés simplement du théoróme qui précéde. | 

Par le point qui sert de póle aux transversales. et d'origine aux 
segmens harmoniques, -menons, en effet, un plan arbitraire; il coupera les 
plans proposés suivant un systéme de droites ayant, d'aprés le théoréme 
cité, une droite unique pour axe des moyennes harmoniques par rapport 
à ce póle; or tous les axes semblables se rencontreront évidemment deux 
à deux; donc ils seront tous compris dans un seul plan, qui sera le plan 
méme des moyennes harmoniques des proposés, suivant la définition ad- 
mise ci-dessus. Ainsi: 

Un systéme de plans quelconques a toujours, par rap- 
port à un point fixe pris pour origine et pour póle des trans- 
versales un plan unique des moyennes harmoniques, c'est- 
à-dire renfermant tous les centres de moyennes harmoni- 
ques des points d'intersection qui appartiennent aux diver- 
ses transversales. | 

45. Remplagons encore, dans le théoréme de. l'art. 42.5: le pôle 
par une droite servant d’axe des origines harmoniques, les transversales 
droites par des plans transversaux passant par cet axe; enfin supposons 
les droites proposées situées d'une manière quelconque dans l'espace; je 
dis que la suite des centres (29.) de moyennes harmoniques des points 
dintersection de ces droites et des différens plans transversaux, par rap- 
port à l'axe commun des origines, sera une derniére ligne droite, qu'on 
pourra nommer l'axe de moyennes harmoniques des proposées par 
rapport au premier axe. 

Projetons, en effet, sur un plan quelconque, le système des droites 
proposées et l'axe des origines harmoniques, à partir d'un point quelcon- 
que de cet axe pris pour centre de projection, c'est-à-dire de façon que 
cet axe y devienne un point; ious les plans transversaux seront repré- 
‘sentés par des droites en projection, et les centres de moyennes harmo- 
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niques qui appartiennent aux points d'intersection de ces plans et des 
droites proposées resteront encore (29.) de pareils centres pour: les points 
de la projection, par rapport au point ou póle ‘qui représente laxe des 
origines harmoniques; mais ces derniers centres sont (42.) sur une droite, 
donc les autres restent dans le plan projetant unique de cette droite; et, 
comme. pareille chose doit avoir lieu pour tout autre centre et tout autre 
plan de projection, on voit que les différens centres de moyennes harmo- 
niques que l'on considère dans l'espace doivent se trouver à l'ntersection 
commune, et par conséquent unique, de tous les plans projetans analogues 
à celui quon vient déxaminer en particulier; donc enfin nous pouvons 
énoncer ce théoréme: . * | 
Un systéme de droites quelconques étant donné nr 
l'espace, si l'on coupe ce systéme par une suite de plans 
transversaux passant par une méme droite ou charniére; 
puis qu'on détermine, pour chaque plan, le centre (art. 32. et 
suiv.) des moyennes harmoniques des points d'intersection 
quilui appartiennent, en prenant la charniére pour axe des 
origines harmoniques; la suite de tous ces centres sera une 
méme droite, axe des moyennes harmoniques des proposées. 
46. Supposons que, dans les figures relatives aux théorémes qui 
précédent, le point et la droite qui servent de, póle ou de charniére aux 
droites et aux plans transversaux, passe à linfiini, ces systémes de droi- 
tes et de plans transversaux deviendront respectivement paralleles, et les 
centres de moyennes harmoniques des points qui s'y trouvent, se change- 
ront (26. et 29.) en des centres de moyennes distances; on arrivera donc, 
pour ces derniers centres, à des théorémes qui ne seront que des cas trés 
particuliers de ceux dont il sagit, et qu'il sera d'ailleurs trés facile d'é- 
tablir directement. d'aprés les propriétés généralement connues. de cette 
sorte. de céntres. Or, en partant delà, on pourra réciproquement s'élever 
aux théorémes généraux par des principes de projection analogues à ceux 
qui ont été mis en usage dans le chapitre précédent (31.); car on re- 
marquera aisément que la figure relative à l'un de ces systèmes, peut 
toujours être régardé comme la perspective plane ou en relief de l'autre. 
47. La doctrine du centre des moyennes harmoniques donne lieu 
à plusieurs autres propriétés générales des systèmes de points, de droites 
et de plans, qui ne le. cèdent en rien, pour l'élégance, à celles qui précè- 
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dent. Parmi ces propriétés, on: peut ranger les principes mémes qui ont 
été énoncés art. 29. 30. et 31., lesquels, sont purement relatifs à des sy- 
stémes de points quelconques rangés sur un plan ou dans l'espace; nous 
nous contenterons d'en indiquer rapidement quelques autres, qu'il n'eüt pas 
été convenable d'examiner aux endroits cités. 

Soit un systéme de plans quelconques passant par une méme 
droite; concevons un dernier plan par cette droite, dont les différens 
points soient pris pour origine des segmens harmoniques, et qui Seve pur 
conséquent le plan des origines harmoniques relativement à tous 
les-autres. Cela posé, tragons à volonté une droite transversale, et dé- 
terminons sur elle, le centre de moyennes harmoniques de toutes ses in- 
tersections avec les derniers plans par rapport au point de section du 
plan des origines; il est évident, d’après les principes posés art. 42. et 44, 
que ce centre et tous ses semblables seront compris dans un 
seul et méme plan passant par la droite commune aux pro- 
posés, et qu'on pourra nommer le plan des moyennes harmoni- 
ques de ceux-ci par rapport au plan des origines. Ce méme faisceau de 
plans convergeant en une méme droite, sera évidemment tel que tout 
plan transversal y déterminera un faisceau de droites con- 
courrant en un même point, et ayant (27.) un axe des origines et 
un axe des moyennes harmoniques; enfin il existera entre les si- 
nus et les tangentes trigonométriques des angles formés par 
ces plans, des relations analogues à celles que nous avons 
vu (18. et 19.) appartenir aux faisceaux harmoniques de sim- 
ples droites projetantes situées dans un plan unique, mais 
qui seront plus générales étant relatives a des coefhciens names 
quelconques. | 

48. Supposons maintenant que tous les plans proposés concourent 
simplement en un méme point; en prenant une droite arbitraire, passant 
par ce point, pour axe des origines, le lieu des centres harmoni- 
ques relatifs aux diverses transversales qui s'appuyent sur 
cet axe sera évidemment encore un plan unique passant par 
le point commun aux proposés; car il renfermera à la fois et tous 
les axes de moyennes harmoniques (27.) des faisceaux de droites conver- 
gentes déterminées dans les plans proposés par tout plan transversal pas- 
sant par l'axe des origines, et tous les axes de moyennes harmoni- 
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ques (42.) des systémes de droites résultantes de lintersection de ces mé- 
mes plans par un plan transversal arbitraire, relativement au point ou 
ce plan rencontre l'axe des origines; ce qui ne sauroit avoir lieu évi- 
demment sans qu'il ne soit un seul et méme plan. 

49. Ces lemmes étant établis, concevons un systéme de 
points quelconques dans l'espace, et un plan pris pour plan 
des origines harmoniques; par une droite quelconque de ce 
plan, menons de nouveaux plans vers les points donnés, et 
déterminons pour chaque systéme pareil (A47), le plan des 
moyennes harmoniques par rapport au plan commun des 
origines, ce plan et tous ses semblables passeront par un 
seul et méme point (31), centre des moyennes harmoniques 
des proposés. 

Ce théoréme offre, comme on voit, une autre maniére d'énoncer 
le principe de l'art 31. cité. 

Concevons encore un systéme de droites quelconques 
situées dans l'espace, et prenons une dernière droite arbi- 
traire pour axe des origines harmoniques; cela posé, d'un 
point quelconque de cet axe, menons aux diverses droites 
des plans, et prenons (48), par rapport à l'axe dont 1l s'agit, 
le plan des moyennes harmoniques de ce systéme de plans, 
ce plan et tous ses semblables passeront (45.) par une seule 
et méme droite qui sera l'axe des moyennes harmoniques 
des proposées. 

90. Les divers exemples que nous venons de donner, doivent suf- 
fire pour montrer la nature des propositions quil est possible de deduire 
des divers principes de la doctrine du centre des moyennes harmoniques, 
pour les systèmes de points, de droites et de plans quelconques. Il y en 
auroit d'autres bien plus difficiles a établir, et qui sont en quelque sorte 
les réciproques des précédentes: ainsi, par exemple, ayant vu (42.) que 
le lieu des centres de moyennes harmoniques des différentes transversales 
passant par un point ou pôle, et rencontrant un système de droites don- 
nées dans un plan, est une seule et derniére droite, axe des moyennes 
harmoniques des proposées, on pourroit se demander réciproquement 
quelle est l'enveloppe de tous les axes semblables de moyennes harmoni- 
ques des différens points dune méme droite prise dans le plan des pro- 
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pele etc.; mais cette question et toutes ses s analogues exiget d'autres 
principes pour résolues, et elles se rattachent intimement à la théorie 
des courbes géométriques, que nous nous proposons d'établir dans d'autres 
mémoires, auxquels celui-ci ne sert pour ainsi dire que d'introduction. 
Il semble d'ailleurs qu'on ne trouvera pas superflus et dénués d'in- 
térét par eux-mêmes, les développemens dans lesquels nous venons d’en- 
trer, et dont la plupart nous seront trés utiles pour la suite de ces re- 
cherches. Par ces mémes considérations, nous croyons pouvoir, avant 
de terminer, ajouter à tous ce qui précéde, quelques réflexions tendant 
à modifier et à rendre plus concis l’énoncé de plusieurs des théorêmes 
qu’on vient de faire connoitre, en méme temps qu'elles serviront à établir 
l'espèce de dépendance qui existe entre la théorie des centres de moyennes 
harmoniques et les principes déjà connus de la théorie des transversales. 


51. Considérons le systéme de trois droites quelconques, p.4, p B, 
pC (Fig. 14), situées dans un plan et convergeant en un méme point pi 
solent &, (2 et y trois points quelconques de leur directions respectives; 
on aura, pour exprimer que ces trois points sont en ligne droite: | 

triang. apy = triang. «p D + triang. Op y, 
et par conséquent: | 
pe py.sinapy = pa.pß- sinap + pßB.py.sinßpy; - 
dou, en divisant tout par le produit pa.pQ.py, 
sind pC — sin ApB + sin BpC —. 

Supposons que le point « soit, par rapport à p, le centre des mo- 
yennes harmoniques des points @, a’, a’, .... situés sur la droite pa, et 
cela pour les coëfficiens numériques quelconques 77, 72’, m'/,......, pa- 
reillement que (2 soit le centre des moyennes harmoniques des points 
b, b', b", . .. .. de pB par rapport à p et pour les mêmes coéfficiens, 
quwenfin y soit le centre pareil des: points c, c', c^, .. ..; le nombre des 
points situés sur PAK droite étant d gillenns le méme, on aura (26.): 


mm‘ +m! n/ d... 


m m 
m. d "xp dur tete = a2) 

mm ml... MT m^ (55; 
Meee po fe P IPM Er urn 
dla she ae ea fei : 
p I n Ree c s Las PT E elc. — 2 pc ; 


dans les quelles Z est le ing abregé de bert 


“ 
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Si nous mettons ces valeurs des réciproques de pa, pß, py dans 
la relation trouvée ci-dessus, elle deviendra, — 
ive m . m B 7n 
sin4pC .z (77) x sin 4p2.z (7) + sin2pC.z (7), 
nouvelle relation qui permet d'exprimer ainsi trés simplement le théo- 
réme du No. 43. 


Ayant sur un plan un systéme de droites quelconques 
abe, Qa b/c', a" b"c", ...., si, d'un point p pris à volonté sur 
ce plan, on mène trois transversales arbitraires p4, pB, pC 

rencontrant respectivement les proposées en a, @, a, ...., 

b, b^, bY, «wey Cy 6, €", ....5 on aura constamment, pour des 
coëfficiens numériques m, m’, m", ..... appartenans re- 
spectivément à ces mêmes droites, 


sin 4pC. (7) E sin 4p B. x (7) + BpC.x (7). 


Il est évident, en effet, que cette relation exprime tout autant que 
le théoréme de l’art. cité; car on en conclut d'abord que le centre des 
moyennes harmonique de c, a‘, o", ...., celui de 5, 5‘, 5^", ...., enfin 
celui de c, c’, c^, .... sont en ligne droite, quelles que soient les trans- 
versales, p 4, p B, pC menées à travers le système des proposées; lais- 
sant donc deux d'entre elles fixes, et faisant varier la troisiéme autour 
de p, on voit que la suite des centres des moyennes harmoniques qui lui 
appartiennent, sera une seule et méme droite. 


32. La relation que nous venons d'établir ci-dessus pour expri- 
mer que les trois points &, (>, y situés sur les transversales p 4, p B, p C 
convergeant en un méme point p, appartiennent à une méme droite, et 
la relation beaucoup plus générale, que nous avons déduite du théoréme 
de l'art. 43., relativement à un systéme quelconque de points a, 5, c, ...., 
at DO aie v. 00 Gog. 017... Sites! trois pan troig en ligne. droite, 
doivent étre considérées toutes deux comme des cas particuliers et des 
conséquences tres simples de celles qui ont lieu pour trois transversales 
arbitraires p 4, pB, gC (Fig. 15.) formant par leur rencontre mutuelle 
un triangle pgr, au lieu de converger en un méme point. 

En effet, on a alors, comme on sait *), dans les hypothèses ci- dessus, 


*) Carnot Essai sur la theorie des trausversales, Traité des proprictés projectives ete, 
Crelle's Journal. III. Bd. 3. Hft. 34 
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ap.Br.yg = ag.Bp.yr, 
(pa).(rb).(ge) = (ga).(pb).(re), 

eae la dune desquelles (pa) représente le produit de tous les ser mens 

pa, pa’, pa^, ...., (rb) celui de tous les segmens rà, rb‘, rb", 

et ainsi de suite pour les autres. 


Or, si nous mettons la premiére de ces relations sous cette forme 


ap(Pp+pr).yg = (pd po-Bp.-G-- 97), 


nous en tirerons la suivante, en développant et divisant par pr, 


ap.yg = ap.Pp T. + Pr yo + Bp. IE, 
qui devient, en remplaçant les rapports des côtés du triangle pgr par 
les sinus des angles opposés, et en supposant ensuite que p, 9, r Se con- 
fondent en un seul point p (Fig. 14.) 
pa.pr.sinA4pC = pa.pe.sinApB-+ pß.pr.sinBpC, 
laquelle est précisement la relation obtenue directement à l'art. 51., pour 
le cas ou les transversales p 44, p DB, gC concourent en un méme point. 


93. D'après cela, il est donc naturel de considérer les relations 
générales qui concernent un nombre quelconque de points rangés sur les 
trois transversales en question, comme étant pareillement des modifica- 
tions l'une de l'autre; et c'est, en effet; ce qu'apprend le calcul appliqué 
à ce cas général, d'une maniére analogue à celle qui vient d'étre mise 
en usage pour le cas particulier; mais nous établirons cette conséquence 
dans un prochain mémoire, indépendamment de tout calcul, c'est-à-dire 
par des considérations purement géométriques, et cela méme quels que 
soient les points que l'on considère sur les côtés du triangle transversal — 
p7r; la seule condition étant qu'ils satisfassent à la relation générale, 
dejà posée ci-dessus: 

(pa).(rb).(gc) = (ga).(pb).(re). 

Quant au cas présent, où l'on suppose les points 2, 5, €, . . . ., 
a’, b^, c, ... ., a", b", c", .. . . situés trois par trois en ligne droite, 
la méme dépendance peut étre établie trés simplement sans recourir à 
des transformations algébriques prolixes. 


En effet d'aprés ce qui précéde, on aura pour ces différens group- 
pes de points lorsque (Fig. 14.) le triangle pgr s'évanouit, 
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d 1 ] n1 . 1 
sin Apr = MT efe d sin MP opa? 
; 1 
sin 4pC — = sin 4pB— ab sin Bpe — 


sin 4p B => =i + sin BpC 


sin 4p C ze 
multipliant la première de ces équations par 77, la deuxième par m’, 
la troisième par 72", .. .. etc., zn, m’, zm", .. . . étant des nombres 
quelconques relatifs aux droites abe, o'b'c', abc’, ...., ajoutant enfin 
toutes les nouvelles équations, on retombera directement sur la relation 
generale posée art. 51. Ainsi le principe de l'art. 43. est une conséquence 
trés timple de la théorie des transversales rectilignes, et il seroit facile 
de prouver lá méme chose des autres principes posés en cet endroit; 
mais, au lieu de nous arréter à ces détails, nous nous contenterons d'ajou- 
ter quelques nouvelles remarques à toutes celles qui précédent, renvoyant 
à la note ci-après pour montrer comment on peut les étendre facilement 
au cas de l'espace. 


94. La relation à laquelle nous sommes parvenus pour exprimer 
que les trois points a, ß, y (Fig. 14.) sont situés en ligne droite sur les 
transversales p 4, p D, p C, peut être mise sous une autre forme, qui offre 
l'avantage particulier d’être indépendante des lignes trigonométriques, et 
de ne point devenir insignifiante quand le point p s'éloigne à l'infini, 
comme cela arrive pour la premiére. Coupons en effet le faisceau des 
droites p 4, pB, pC par la nouvelle droite ABC, nous aurons 

triang. 4pC __ AC _ pA.pC.sinApC, 
triang. BpC BC pB.pC.sinBpC? 





d'ou lon tire 





AC pB 
sind pC = EC : pA’ sin B pC. 
On auroit de méme, par la comparaison des triangles 4pB et BpC, 
: AB pe 
sin Ap B = CH aa sinBpC; 


substituant ces valeurs dans la relation citée, supprimant le facteur 
sinBpC, et multipliant ensuite tous les termes par BC.p 4, il viendra 
AO pS Oe ae BC. pA 
el PM E ML ER 
pP p? pe 
nouvelle relation qui, satisfaisant aux conditions indiquées art. 18. est pro- 


34* 


’ 
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jective de sa nature; elle n'apprend d’ailleurs guéres plus que celle d’où 
nous sommes partis, quand on suppose le point p à l'infini; puisquelle ce 
reduit alors à celle-ci 4C = AB + BC, qu'on doit considérer comme 
une simple identité. 


Mais, en observant qu'on a 
pB-pg8--BQ, pe=pytCly, pA = pa+ Aa, 
on en déduira, sur le champ, | 


B Cy Ac 
AC,— T Ww Bn | BE = 
pe "vans pa’ 


qui est également projective, mais n'a pas l'inconvénient de devenir iden- 
tique quand les droites-» 4, p B, pC sont paralléles (Fig. 16.), ou que p 
séloigne à l'infini. 

On a alors en effet, à cause que les distances infinies pß, py, pa 
peuvent être censées égales entre elles, 

AC. Bà = AB.Cy-+ BC. Aa, 

pour exprimer que les points &, (2, y sont situés en ligne droite, de même 
que les points 4, B, C. 

Supposons maintenant que Ton considére, sur les transversales 
pA, pB, pC, un nombre quelconque de points a, 5, c, ...., a’, b', c',...., 
a’, b", c", .... rangés trois par trois en ligne droite, on aura donc, 
pour remplacer Ia [relation générale de l'art. 51., dans le cas dela figure 14., 

AC. Z (n2?) = 4B. z (n95) + Bc. z (m 23), 
pb pe “pa 
et dans celui de la figure 16., ou le point p est à l'infini, 
AC.Z(m.Bb) = AB.Z(mCc) + BC. E (m Aa), 

relations dont la premiére exprime que les centres des moyennes 
harmoniques, et la seconde que les centres des moyennes di- 
stances des grouppes de points respectifs a, a’, a, ...., b, bY, bY, .... 
€, €, c", ...., sont situés en ligne droite; et qui, l'une et l'autre, peu- 
vent étre considérés, ainsi que celle du No. 51., comme des modifications 
particuliéres de la relation (52.) qui se rapporte au cas général oü les 
trarsversales p4, p B, pC sont quelconques et forment un triangle pgr 
(Fig. 15.) 
| Au surplus, nous aurions pu partir directement de la relation qui 
appartient à la figure 16. et qu'il est facile d'établir a priori, pour en 
déduire, de suite, celle qui se rapporte à la Fig. 14., en employant à cet 
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effet des principes de projection analogues à ceux qui ont été mis en 
usage à la fin du No. 21.; mais la marche précédente nous a paru plus 
directe et plus lumineuse. 


Norte premiére. 

Sur les moyens d'exprimer que qnatre points quelconques, 
appartenans respectivement à un méme nombre de droites 
convergeant en un point unique de l'espace, sont situés 

sur un seul et méme plan. 

Sont &, (, y et à (Fig. 17.) quatre points quelconques situés re- 
spectivement sur les côtés pg, gr, rs et sp du quadrilatère gauche pers; 
on aura, comme on sait, d'aprés la théorie des transversales, pour ex- 
primer que ces quatre points sont dans un méme plan, la relation 

ap.Bg.yr.ös = ag.QBr.ys.Óp; 
d'où il seroit aisé de déduire (52.) celle qui est relative au cas ou, le 
quadrilatére pgrs sévanouissant, les droites pg, gr, rs et ps concourent 
simplement en un méme point. p (Fig. 18.). Mais on peut arriver au 
méme but d'une maniére entiérement directe et simple, par des procédés 
analogues à ceux qui ont été mis en usage (51.) berg le cas particulier 
de trois points situés en ligne droite. 

En effet, pour que les quatre points a, (2, y, à, placés sur les trans- 
versales p 4, pB, pC, pD, se trouvent compris dans un même plan, il 
est nécessaire évidemment et il suffit qu'on ait la relation 

sol. payd + sol. pay? = sol.pz 33 + sol. pByd; 

or on a, d'aprés les principes connus et en représentant par l'expression 
sin (pd, &p'y) le sinus de l'angle formé par la droite pd et le plan apy, 
et par («ß'y) l'aire du triangle qui a pour sommets les points «, 0, y; 
sol.payd = dip diiit cede PI) — fgin (ap). sin(po, apy). pa. py. Pd, 
ou, ce qui revient au méme, | 

sol. payd = sin (4pC).sin(pD, A4pC) .px.py. pos 
on auroit pareillement et selon les mémes conventions, 

sol.paßy = #sin(4pC).sin(pB, 4pC).pa.pQ-py, 

sol. paBd — Fsin(BpD). sin(pA, BpD).p«.pf. pd; 

sol. p@yd = Zsin(BpD).sin(pC, Bp D).pQ . py .p95 
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donc substituant et divisant par le produit $.p& .pQ.py.pó, il viendra 
la relation | 
ein (A p C)- OCPD af pO) aita AC) ea aa 
pP p 

TA se (Rain euet pO) a. sin(BpD). sin(pC, BpD) GP 

Low JON DATA US IG ao... 7 
qui est entiérement analogue a celle de l'art. 51., et d'ou l'on déduiroit 
des conséquences semblables pour le cas d'un nombre quelconque de 
grouppes de quatre points rangés dans un plan, tel que celui des points 


A, yet Ö. 


Considérons maintenant un plan arbitraire ABCD, auquel corre- 
spondent les quatre points 4, D, C, D sur les droites p.4, pB, pC, pD, 
nous aurons, comme ci-.dessus, en nommant P Ja perpendiculaire abais- 
see de P sur le plan AbCD, 

sol: pACD = £P.(A4CD). = SALE Pi -Sin(pD, ApC).p4.pC.pD, 

sol. p.4B C ip . (ABC) = $5in(Ap€). sin(pB, ApC).p4.pB. pe, 

sol. pABD $ P. (ABD) = zsın (BpD). sin(p4, BpD). pA. pB. pD, 

sol. pBCD = 3P.(BCD) = 3sin(BpD).sin (pC, BpD) .pB. pC. pD; 
substituant, dans la relation déja trouvée ci-dessus, les produits des sinus 
tirés de ces dernieres, et simplifiant, il viendra 


(ACD) * + (40B) 25 pp —_ (B4D)P- 


+ (BeDyEZ, 


nouvelle relation mi est pite suivant A principes Aa art. 45. du 
Traité des propriétés projectives, et de laquelle on en déduiroit 
plusieurs autres en remplagant les rapports d'aires triangulaires par ceux 
des lignes de la figure 4BCD. Contentons nous de remarquer que puis- 
qu'on à 
pA=pat 4s, pB=ph+ BE, pC=py+Cy, pD=pi+ DÀ. 
on peut de nouveau la UN Yn en celle- ci, 
ACD. me + ACB. ^ — (BAD) ot + (BOD). =, 


qui jouit de la méme propriété, et a de plus lavantage de demeurer ap- 
plicable au cas où le point p est censé à l'infini; elle devient effective- 
mens alors, 

(ACD). BR + (ACB). D) = (BAD). Cy + (BCD). Aa, 
comme il seroit aisé de le vérifier directement pour ce cas particulier. 
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Ces diverses relations sont entiérement analogues à celles qui ont 
été exposées dans le texte pour le cas du plan, et donnent lieu à des con- 
séquences et à des rapprochemens qu'il est facile de déviner et sur les- 
quelles il est peu nécessaire d'insister. 


Note deuxieme. ; 
Sur les relations linéaires projectives entre les distances de 
points rangés sur une méme droite, et les formules 
trigonometriques qui en dérivent. | 


Avant de terminer, je crois devoir présenter, à l'occasion des re- 
cherches qui sont le sujet de ce mémoire, une observation générale et 
irés importante, sur la quelle je n'ai pas suffisamment insisté dans le 
Traité des propiétés projectives des figures; c'est qu'il n'est, 
pour ainsi dire, aucune relation métrique, entre les distan- 
ces d'une figure, qui ne puisse étre proposée, généralisée ou 
transformée d'une maniére convenable pour satisfaire aux 
conditions particuliéres de projectibilité indiquées aux 
art. 9., 10. et 45. de ce traité, et rappelées No. 18. du présent 
mémoire. 

On en a vu un grand nombre d'exemples dans l'un et dans l'autre 
de ces écrits, mais 1l n'y ont été amenés, en quelque sorte, qu'incidentel- 
lement, et l'on n'a nullement insisté sur les principes et les moyens qui. 
pourroient y conduire directement ou généralement. 

Or ces moyens, comme on a dû s'en apercevoir, consistent princi- 
palement dans les suivans, 1) se servir des relations qui expriment la 
juxta- position ou la contiguité des distances rangées sur une méme 
droite, pour transformer la relation proposée en une autre qui satisfasse 
aux conditions déjà citées, en introduisant méme, si cela est nécessaire, 
de nouveaux points parmi ceux de la figure; 2) restituer, par la pensée, 
les points qui, dans le passage de la figure générale à celle qu'on éxa- 
mine, ont pu s'éloigner à linfini en faisant ainsi disparaitre, par suite 
de leur égalité, certaines distances qui multipliaient ou divisaient les 
iermes de cette derniére relation; 3) chercher enfin à rétablir ces di- 
stances dans la relation, sans la troubler et de fagon que, sous sa nou- 
velle forme, elle satisfasse aux conditions prescrites, et devienne par con- . 
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séquent applicable aux projections centrales ou perspectives de la figure 
ainsi modifiée par la restitution des points à l'infini. 

Le premier de ces moyens convient particuliérement aux relations 
et aux figures que, par leur nature générale, on reconnait étre essentiel- 
lement projectives, quoique, dans leur état actuel, elles ne satisfassent pas 
aux conditions particuliéres qui viennent d'étre indiquées; les autres con- 
viennent principalement aux relations et aux figures qui, ayant une forme 
tout à fait particuliere et déterminée, ne sauroient la conserver en per- 
spective ou projection centrale: les art. 17. et 20. de ce mémoire nous 
ont offert des exemples qui se rapportent au premier de ces moyens, et 
lart. 21. en contient un seul qui se rapporte aux derniers; mais la théo- 
rie du centre des moyennes distances eüt pu aisément en fournir un 
grand nombre de cette sorte. Enfin il est des relations et des figures qui 
permettent l'emploi simultanée de ces deux moyens; et, parmi ces rela- 
tions, celles qui expriment la juxtaeposition des distances rangées sur 
une méme droite sont, sans contredit, les plus simples et les plus re- 
marquables, outre qu'elles sont susceptibles de conduire à des principes 
de trigonométrie aussi beaux qu'étendus. Je crois, en conséquence, de- 
voir choisir ces relations particuliéres pour nouvel exemple propre à 
éclairer les applications des préceptes qui précédent, d'autant plus que 
ces sortes d'identités jouent un róle nécessaire et fort important parmi 
toutes celles qui peuvent en général appartenir aux figures.  Observons 
d’ailleurs, une fois pour toutes, que dans le cas dont il s'agit, où tous les 
points sont sur une méme droite, les conditions de projectibilite se rédui- 
sent simplement à ce que les différens termes de la relation proposée 
renferment les mémes lettres, ou qu'en considérant ces différentes lettres 
comme autant de quantités simples, elles puissent disparoitre comme 
facteurs, soit dans chaque terme s'éparément, soit dans l'ensemble de 
tous les termes (voy. les Nr. 9. et suiv. de l'ouvrage déjà cité). | 

Cela posé, considérons d'abord trois points quelconques 4, B, € 


(Fig. 19.) situés en ligne droite, on aura, pour la guis actuelle de 
ces points 


AC = AB + BC, 
relation qui, sous cette forme, ne satisfait pas aux poh astions ci - dessus, 
quoiqu'elle subsiste bien évidemment dans les projections centrales des 
points de Ja figure sur une droite arbitraire pn. 
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Pour la transformer en une autre qui satisfasse à ces conditions, 
nous chercherons, en premier lieu, à y introduire, selon ce qui a été 
prescrit ci-dessus, quelques uns des segmens qui se rapportent au point 
situé à l'infini sur 4C, point que nous représenterons par P, et cela de 
maniére à ne pas troubler l'égalité Or c'est à quoi l'on parvient évi- 
demment en multipliant chacun des termes de cette relation par celui 
des segmens infinis et égaux PA, PB, PC, qui n’appartient à aucun des 
points relatifs à ce terme. Cette relation se changera ainsi en cette autre, 

AC.PB = AB.PC + BC. PA, 
dont les différens termes renferment les mémes lettres ; et l'on voit aussi 
comment il faudroit agir pour préparer, de la méme maniére, toute re- 
lation linéaire du premier degré entre les simples distances de points 
rangés en ligne droite. 

Sous cette nouvelle forme d'ailleurs, la relation qui précéde n'ex- 
prime évidemment rien de plns que celle d’où elle provient, attendu que 
le point P est censé à linfini. Mais étant projective, elle ne devra pas 
' cesser d'avoir lieu en mettant les points 4, B, C et P en perspective sur 
la nouvelle droite arbitraire pz, à partir d'un point quelconque S; on 
aura donc, en nommant o, 4, c et p les nouveaux points, dont le dernier 
appartient évidemment à la projetante pS parallele à AC, 

ac.pb = ab.pe-+ be.pa, 
relation qui a lieu, de la méme maniére (18.), entre les sinus des angles 
projetans relatifs à chacune des distances qui y entrent. | 

On pourroit croire que cette relation est simplement relative à 
une certaine position particulière de p à l'égard de a, 5, c; mais il est 
facile de prouver le contraire; car ayant choisi, à volonté, un tel point 
sur une droite ede, on pourra toujours mettre la figure en projection sur 
une autre droite 4C, de façon que p passe à l'infini, puisqu'il suffit de 
prendre AC parallele à la projetante Sp de ce point; or la relation ci- 
dessus, qui est pojective, sera satisfaite naturellement pour la projection 
AC; donc elle aura pareillement lieu pour la droite 2c, quels que soient 
les points a, b, c, p. 

Voyons maintenant comment, par des transformations convenables, 
nous aurions pu arriver directement à la relation dont il sagit en par- 
tant de celle ac — a5 -]- 5c qui n'en est qu'un cas particulier relatif a 
l'hypothèse où P seroit à l'infini. | 
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A cet effet, multiplions l'équation ac — ab -|-óc par la distance 
pb, on aura successivement, pour la position actuelle de a, à, c et p: 
Qc. pb = ab. pb - bc. pb = ab (pe — bc) + be (pa-+ ab) = ab . pc + bc. pa, 
qui est précisément celle qui a été obtenue ci-dessus par une voie trés 
différente. : 

Sans nous arréter longuement aux cas particuliers, nous considé- 
rerons de suite un nombre quelconque de points a, b, c, d, m, n, rangés 
sur une méme droite; il est évident qu'il existera entre les distances de 
ces points, pris trois à trois, quatre à quatre, etc., une infinité de rela- 
tions purement linéaires et évidentes, telles que celle cc — a5 -- be qui 
vient de nous occuper précédemment; or, si l'on prend arbitrairement 
un nouveau point p sur la droite en question, il sera trés aisé, d'aprés 
ce qui précède, d'en déduire, sur le champ, un égal nombre d'autres rela- 
tions plus générales et jouissant de propriétés analogues à celles de la 
transformée ac.pb = ab.pc-]- be.pa. 

Par exemple, ayant pour la position actuelle des points a, 5, c, d, 
m, n, là relation générale 

an =ab+bce+cd....+mn, 
ou en concluera la suivante, en multipliant chacun de ses termes par le 
produit des segmens relatifs au point p et à tous ceux des proposés qui 
n'appartiennent pas à ce terme, | 
an(pb.pc.pd....pm)— aô(pc.pd....pm.pn)+bc(pa.pd....pm.pn) 
d ecd(pa.pb....pm.pn)--....3- mn(pa.pb.pc.pd....). 

Il est visible, en effet, que cette relation remplit toutes les condi- 
tions prescrites, et peut s'établir par les mémes moyens et donner lieu 
‚aux mémes réflexions que celle que.nous avons trouvée pour le cas par- 
ticulier de trois points. 

Pour la justifier a posteriori, nous la mettrons sous cette forme 
beaucoup plus simple, en divisant chacun de ses termes par le produit 
de tous les segmens relatifs au point p et aux différens points DP 

an ab bc cd mn 
pa.pn pa.pb | pb.pc "T pe. pd UST gii pn? 
et, en effet, on est 1mmédiatement conduit à la relation suivante 
n—pa b a c—pb d—pc n—pm 
po 6s Eun e hue ” T EE 2j Eius 
qui, en effectuant les divisions partielles, se réduit évidemment à une 
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simple identité entre les diverses réciproques des distances pa, pb, poc, .... 
Cette remarque, à laquelle on n'eüt peut-étre pas songé sans cé qui pré- 
céde conduirait également aux diverses autres relations analogues à celle 
établie ci-dessus: ainsi, par exemple, on auroit, # étant le nombre des 
points proposés 4, 5, €, . . .. mM, n, | | 

k—3)an ab ac am ^nm nc nb 

2 = pa.ph V pa.po Tram T pem 5777 pape pap’ 
Au surplus, les relations précédentes ayant lieu pour des points quelcon- 
ques rangés en ligne droite, doivent étre soigneusement distinguées de 
celles qui expriment des.conditions particuliéres, propres à faire trouver 
un ou plusieurs de ces points, à laide de certains autres supposés donnés, 
Elles ne sont, en derniére analyse, comme on voit, que des sortes d'iden- 
tités exprimant et la juxta-position des distances qui y entrent, et 
leur situation en ligne droite; mais, en ce sens méme, elles sont trés 














dignes d'étre remarqués pour les conséquences qu'on en peut déduire, en 
général, soit par rapport aux autres relations projectives entre les di- 
stances, soit relativement à celles qui ont lieu entre les lignes trigonomé- - 
triques des arcs et des angles; car il est évident que, puisqu'elles satis- — 
font toutes aux conditions des Nr. 9. et suiv. du Traité des propriétés pro- 
jectives rappelées art. 18. de ce mémoire, elles doivent subsister égale- 
ment, et sans conditions quelconques, soit entre les sinus des angles for- 
mes par un nombre quelconque de droites Sa, Sb, Sc, .... passant par 
un méme point #, soit entre les sinus des arcs Q'À', b'c', c "d, "(eei 
mesurent ces angles sur une circonférence de cercle ayant pour centre 
le sommet commun SS de tous ces angles. 


Ainsi, par exemple, on aura entre ces différens sinus, la relation 
ires générale 
sin (a' n^) 


sin ( p/ a^) . sin( p' n^) 


sin a’ b/ sin b’ cf sin m’ n 
a) Te Te)’ 
quon peut changer en cette autre, en rapportant tout a l’origine com- 
mune p' des arcs, 
_ sin( p/n! — p' a) 
sin ( p^ a^). sin ( p/n‘) 
; i ; 
sin ( p' b/ — p' a’) sin(p'c^—p'b^). mor op ue sin (p'n' —p ‘m‘) 


jd sin (p' a) . sin (p' b/) sin (p’b). sin (p'b) sin (p/m‘) .sin(p‘ n")! 
000 
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et qui comprend, sous cette nouvelle forme, comme cas particuliers, pres- 
que toutes les formules fondamentales de la trigonométrie, ainsi qu'on 
peut le voir par les articles 139., 140. et suiv. de la Géométrie de 
position, ou cette méme relation générale est exposée d’après des prin- 
cipes fort différens de ceux qui précédent. 

Au surplus, on déduirait beaucoup d'autres relations non moins gé- 
nérales des considérations qui précédent, et en y supposant ensuite cer- 
tains angles ou certains arcs égaux à un quadrant, on obtiendroit celles 
qui concernent les cosinus etc.; mais je laisserai au lecteur le soin de 
cette investigation et de ces rapprochemens trés curieux, et me conten- 
terai d'ajouter une derniére remarque à toutes celles qui précédent: c'est 
que les relations entre les simples distances de points rangés sur une 
méme droite, et qui satisfont aux conditions particuliéres déjà souvent 
indiquées, s'appliquent directement aux arcs de cercle et aux angles 
quelconques ayant un sommet commun, et peuvent étre établies de la 
méme maniére; de sorte que, pour passer de là aux relations qui con- 
 cernent les lignes trigonométriques, il ne s'agit que de remplacer chaque 
arc et chaque angle par le sinus qui lui est propre: proposition qui mé- 
rite particuliérement d'étre remarquée des geometres. 

Enfin je ne crois pas devoir passer sous silence une autre obser- 
vation trés générale, et qui découle immédiatement des No. 18. et 19. du 
Traité des propriétés projectives; c'est que ,,toute la théorie du centre des 
moyennes harmoniques, qui se trouve exposée dans le présent mémoire, 
„s’etend immédiatement aux figures tracées sur la surface de la sphére, 
„en remplacant les droites indefinies par des circonférences de grands 
„cercles, et les distances ou portions de droites par les sinus des portions — 
» correspondantes de ces circonférences." 
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27, 8 
hann von zwei dreiseitigen Pyramiden eine jede in 
Dezug auf die andere um- und eingeschrieben 
| zugleich heifsen? | 
(Vom Herrn Prof. Möbius zu Leipzig.) 


Das, wenn ein Dreieck in ein anderes eingeschrieben ist, dasselbe 
Dreieck nicht auch um das andere umschrieben sein kann, ist offenbar. 
Und eben so scheint es auch durchaus unmöglich, zwei Pyramiden zu 
construiren, von denen die Spitzen der einen in den Seitenflächen der 
andern und umgekehrt die Spitzen der andern in den Seitenflächen der 
erstern liegen. Auch ist diese Forderung in der. That unerfüllbar, wenn 
die Spitzen einer jeden in den Seitenflächen der anderen selbst, nicht in 
den Erweiterungen derselben begriffen sein sollen, indem dann die einge- 
schriebene Pyramide immer die kleinere, die umschriebene die grofsere 
ist Es schwindet aber das Paradoxe der Forderung (bei den Pyrami- 
den, — nicht bei den Dreiecken), wenn diese Beschránkung aufgehoben 
wird, und die Spitzen der einen auch in den erweiterten Seitenflächen 
der andern liegen können.‘ Heifsen nämlich 4, B, C, D die vier Spitzen 
der einen, und Z, G, H, I die vier Spitzen der andern Pyramide, so 
läfst sich darthun, dafs die acht hierzu erforderlichen Bedingungen: 


I. Ain GHI, V. Fin BCD, 
Il. B in HIP, VI. Gin CDA, 
Ill. C in IFG, VII. Hin DAB, 


IV. Din FGH, VIIL Z in ABC 
sehr wohl neben einander bestehen kónnen, und überdies noch, dafs jede 
dieser acht Bedingungen eine Folge der sieben übrigen ist. 
| Es sei mir erlaubt den Beweis hiervon mit Anwendung meines 
baryeentrischen Calculs zu führen, wo sich die Sache folgendergestalt 
symmetrisch und einfach behandeln läfst. — 

Weil der Schwerpunct dreier Puncte mit ihnen selbst immer ın 
einer Ebene liegt, und weil jeder Punct einer Ebene als Schwerpunct 
irgend dreier anderer Puncte der Ebene, die nicht in einer Geraden lie- 
gen, genommen werden kann, so schreibe ich, um die Bedingung I. aus- 
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. zudrücken, wonach 4 ein Punct der Ebene GH7 sein soll: 
ef — aG -- a H -- a" I. 

Hierbei sind nàmlich a, a‘, o^" die Gewichte, womit die Puncte 
G, H, I belastet werden müssen, damit 4 der Schwerpunct derselben 
wird, und « —a-|- o' -]- o^ das Gewicht, welches, in 4 angebracht, die- 
selbe Wirkung, als die drei einzelenen Gewichte in G, H, J, hervorbringt. 

Auf gleiche Art werden die Bedingungen IL, IIL, IV. durch die 
Gleichungen 


CB=bH+0'T + b’F, 
yC =el + cF + cG, 
àD —dF --4'G + d"H, 


ausgedrückt. Sind nun die Puncte F, G, H, I mit ihren Gewichten 
oder Coëfficienten a, a’, a^, b, .... d' gegeben, so sind. damit auch die 
Puncte A, B, C, D bekannt, und es fragt sich jetzt, ob jene Coefficien- 
ten sich so bestimmen lassen, dafs auch die Bedingungen V.,... VIII. 
erfüllt werden. 
Man setze deshalb, weil nach V., F ein Punct der Ebene BCD 


sein soll: 
(OF = (RB + f'yC +/"9D, 

wo f, f, /" zu bestimmende Coéfficienten sind. Substituirt man in die- 
ser Gleichung die Werthe von QB, y C, 0D aus den dpi ec so 
kommt, nachdem man gehörig geordnet hat: 

(( — fV — fe F = (flo! + fd) G+ (fd fl) H + (fo! + fro) T. 

Diese Gleichung drückt im Allgemeinen aus, dafs Fin der Ebene 
GHI liegt, so lange wenigstens, als von den Coéfficienten der Puncte 
G, H, I nicht jeder einzeln — 0 ist, indem, diesen Fall ausgenommen, 
die Lage von F gegen G, H, I in der Ebene dieser Puncte durch die 
Verhältnisse zwischen den Coëfficienten derselben immer bestimmt ist. 
Da nun F, G, H, I nicht in einer Ebene liegen, sondern die vier Spitzen | 
einer Pyramide sein sollen, schliefsen wir, dafs 
par + f/d' = 0, Pat fh = 0, fh Ife — 0, 

und hieraus ergiebt sich nicht nur das gegenseitige Verhältnifs zwischen 
f, f, f", sondern auch nach Elimination dieser Coëfficienten die Bedin- 
gungsgleichung paie del 2310 

wenn Fin BCD liegen soll. — Auf eben die Weise Er die Bedin- 
gungen VL, VIL, VIIL zu den Gleichungen: 
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2) cda! = —c'd" a", 
3) dab! = — da’ b", 
c4 abc = —al bo". 


Es giebt aber das Product sowohl aus der Gleichung 1) in 3), als 

aus 2) in 4): 
qb od sat Boll di, 

woraus man ersieht, dafs von den vier Gleichungen 1)..4) eine jede eine 
Folge aus den drei übrigen ist. Sind mithin die Bedingungen L,... IV., 
und noch von den Bedingungen V., .. VIII. irgend drei erfüllt, so ist 
es damit auch die vierte der letztern; und da durch Vertauschung der 
beiden Pyramiden auch die Bedingungen L,... IV. und V., .. VIII. ge- 
zenseitig in einander übergehen, so schliefsen wir, dafs wenn von allen 
acht Bedingungen irgend sieben erfüllt sind, damit auch die achte besteht. 

Ist demnach eine Pyramide 4BCD (Fig. 1. Taf. IV.) gegeben, so lafst 
sich eine zweite FG H7, welche der erstern zugleich ein- und umschrieben 
ist, etwa folgendergestalt construiren. — Man lege durch die Spitze D der 
Pyramide 4BCD eine Ebene, welche die Kanten BC, CA, AB in 4’, B', €‘ 
schneide. In dieser Ebene sei nach IV. die Seitenfläche FGH der Py- 
ramide FGHI enthalten. Weil nach V.,.F zugleich in der Ebene BCDA‘ 
liegen soll, so wird / irgend ein Punct der Geraden DA’ sein müssen; 
und eben so wird man wegen VI. und VIL, G und H beliebig in DB’ 
und DC’ zu nehmen haben. _Vermöge L, IL, III. ist ferner Z als der 
gemeinschaftliche Durchschnittspunct der drei Ebenen GH, BHF, CFG 
zu bestimmen, und es ist somit den Bedingungen L, . . . . VII. Genüge 
geschehen. Zufolge des erwiesenen Satzes mufs alsdann, wie es VIII. er- 
' fordert, Z in der Ebene ABC liegen. | 

Statt die drei Ebenen GH, . . . zu legen, kann man zur Bestim- 
mung des Punctes Z auch so verfahren. — Man ziehe GH, welche die 
Gerade Æ4/B'C' in F' schneide, so ist F’ ein Punct der Ebene ABC, und 
folglich AF’ der. Durchschnitt der Ebenen GH und ABC, worin J lie- 
gen mufs. Eben so ziehe man HF, FG, welche A4'B'C' in G^, H' schnei- 
den, und es mufs Z auch in BG’, CH’ enthalten sein. Die drei Geraden 
AF’, BG’, CH’ müssen sich folglich in einem Puncte, nämlich in J, 
schneiden. 

. Hieraus fliefst zugleich folgender nicht uninteressante Satz: 

ABC, FGH sind zwei Dreiecke, MN eine gerade Linie, welche mit je- 


-— 
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dem der beiden Dreiecke in einer Ebene liegt, also die Durchschnittslinie 
der beiden Dreiecksebenen, wenn die Dreiecke in verschiedenen Ebenen 
liegen. Wird nun MM von den Dreiecksseiten BC, CA, AB, GH, HF, 
FG resp. in 4’; B', C', F', G', H' geschnitten und begegnen sich 4/F, 
D'G, C'H in einem Puncte D, so treffen auf 4F’, BG’, CH’ in einem 
Puncte Z zusammen. ER 

So wie dieser Satz eine Folge des Vorigen ist, so kann man aus 
ihm auch umgekehrt jene Eigenschaft der Pyramiden selbst herleiten. 
Es läfst sich aber dieser Satz, unabhängig von dem Vorhergehenden, mit 
Hülfe eines andern Theorems (Baryc. Calcul, §. 291.) und seiner Inverse 
darthun, wonach, wenn die drei Spitzen eines Dreiecks (GH mit einem 
vierten in der Ebene desselben liegenden Puncte D durch Gerade ver- 
bunden werden, und wenn eine beliebige andere Gerade MV der Ebene 
von den Seiten des Dreiecks GH, HF, FG in F’, G', H' und von jenen 
drei Geraden DF, DG, DH in A’, B', C' geschnitten wird, — das Pro- 
duct aus den drei Verhältnissen 

(G’4': H' A!) (BY: F* B) (F' C : GC) = à ist. 

Denn eben so mufs auch, mit Anwendung der.Inverse, weil BC, 
CA, AB die Linie MN in A’, B', €C' schneiden, und weil AF’, BG’, CH’ 
in einem Puncte Z zusammen kommen sollen, 

(BE: C' F^) (C'G': A‘ G^) (A! H'; BH’) = 1 sein. 

Diese Gleichung ist aber mit der vorigen identisch. 

Zusatz. Obschon es durchaus unmöglich ist, zwei Dreiecke zu 
construiren, von denen ein jedes in das andere eingeschrieben und folg- 
lich auch um das andere umschrieben ist, so läfst sich doch bei mehr- 
seitigen Vielecken diese Unmöglichkeit nicht ohne vorangegangene nä- 
herer Prüfung behaupten. 

Seien z.B. 4, B, C, D (Fig. 2.) die auf einander folgenden Spitzen 
eines ebenen Vierecks; a, à, c, d vier durch sie resp. gezogene Geraden, 
so bilden diese ein um .4BCD umschriebenes Viereck, dessen Spitzen 
die Durchschnitte von a mit b, von 4 mit c, etc., oder, wie ich der 
Kürze wegen schreiben will, ab, bc, cd, da sind. Soll nun dieses Viereck 
zugleich ein eingeschriebenes sein, so mufs ab in einer der Seiten von 
ABCD, und zwar in CD, liegen, wenn nicht die Seiten des einen Vier- 
ecks mit denen des andern zum Theil zusammenfallen sollen. Eben so 
mufs de in DA, cd in ZD, da in BC liegen. Man denke sich daher 


~ 
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die Linien a, b, c, d resp. um 4, B, €, D sich drehend; a willkührlich; 
b dergestalt, dafs der Punct ob in CD fortrückt; c so, dafs bc in AD, 
und d so, dafs cd in AB fortgeht. Der Punct ad wird alsdann eine 
Curve beschreiben, und wenn er dabei einmal durch die Gerade BC 
geht, so wird das in diesem Momente von den Linien a, 5, c, d gebil- 
dete Viereck zugleich ein eingeschriebenes sein. 

Um nun die gedachte Curve und ihre vielleicht möglichen Durch- 
schnitte mit BC zu finden, so setze man zuerst, weil D mit 4, DB, € in 
einer Ebene liegt: 
9D —aA--QB-- 6, 
oder kürzer, wenn man hier und in dem Verfolg der Rechnung für «J, 
BB, yC, dD schlechthin 4, B, €, — D schreibt: 

4A-- B--C--D-o. 

Man bezeichne ferner die Puncte ab, bc, cd, da mit F, G, H, J, 

und setze, weil F in CD liegen soll: 

F= C+ x D ; 

(oder vielmehr fF = yC—xdD, wo f—"7y— dx ist, und y, — dx die 
Gewichte sind, womit die Puncte C, D belastet, F zu ihrem Schwer- 
punct haben. Eben so aber, wie vorhin in € und D die Coëfficienten 
y und — à, so wird hier in F der Coéfficient f mit eingeschlossen ge- 
dacht. Dieselbe Bemerkung gilt auch für die in der Folge vorkommen- 
den Buchstaben G, H, I. (Baryc. Calc. $. 235. etc.)) | 

Substituirt man für C seinen Werth aus der vorhergehenden Glei- 
chung, so kommt: | 

F-——A4—B-—D--«D 
und 
F-4-B--—4-(x—1)D = G, 
weil G der gemeinschaftliche Punct von FB und AD ist. Dies giebt 
weiter: 
à G = ——4-—(x—1)(44-B-4-€, 
G -- (x —1)€0 = —«x4 —(x-—1)B = H, 
weil GC und .4B sich in H schneiden; 
H ———x4-4(x—1)4--6€4-D)-2-—44 A o 
= — A+ (x—1) D+ (x—1)F—xD), 
H+(x—3)D = —At+(e—))F = I, 
als dem Durchschnitte von HD mit 4F'; 
I= BOLD (x —12(€4-xD) = B--x€40—x4T 7D. 
Crelle's Journal. III. Bd, 3, Hft. | 36 
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T ist also der Schwerpunct der Puncte B, C, D mit Gewichten, 
die sich wie 1:2:1— x + a? (oder vielmehr wie ß:yx:— d(1—x + 2?) 
zu einander verhalten. Läfst man nun F (oder ab) in der Geraden CD 
sich fortbewegen, so erhält x nach und nach alle möglichen Werthe, 
und alle die damit sich ergebenden Schwerpuncte Z (oder od) liegen in 
einem Kegelschnitte (B. C. $. 130.). Dieser Kegelschnitt kann aber der 
BC nicht begegnen, oder, was dasselbe ist: J kann niemals mit B und 
€ in eine Gerade zu liegen kommen, weil der Ausdruck von Z durch 
B, C, D sich niemals auf B und C allein reduciren kann. Denn für kei- 
nen möglichen Werth von x kann der Coefficient von D, 1-c- ?=0 
werden. 

Es ist folglich auch nicht möglich, dafs von zwei Vierecken ein 
jedes dem andern zugleich ein- und umschrieben sein sollte. — Auf Viel- 
ecke von mehreren Seiten habe ich die Untersuchung nicht ausgedehnt. 





Anzeige einiger Fehler und Verbesserungen in meinem Aufsatze über Vielecke im 
Kreise, im ersten Hefte des dritten Bandes. 


Seite 7 Zeile 18 v. o: statt d. h. lies und folglich die Summe aller m Bógen. 


— 8 — .8v.o.statt ungeraden lies geraden. 

— 11 — 7v u. statt 16 lies 10. | 

— 14. — 12 v. o. statt sinI(x--8....) lies sini(—mx--B8....). 

— 15 — 9 v. o. Multiplicirt man je zwei unter einander geschriebene Factoren etc. 


Dies pafst nicht mehr ganz, da die Formel in den vier ersten Zeilen die- 
ser Seite im Manuscript nur zwel Zeilen einnahm. | 
— 16 — 6 v. u. statt nach lies für. 
— 16 bei der lezten Formel lies IV* statt VI*. 
— 18 Zeile 16 v. o. statt vor lies von. 
bcde 


% 


— 22 — 15 v, u. setze vor das Zeichen —, 





— 29 — 9wu statt aus dieser Gleichung für das Vieleck lies: aus dieser 


Gleichung, aus der Gleichung für das Vieleck. 
— 34° — 2v u. statt — seize =. 


\ 
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24. 
' Bévreisé dé; EEE No. 16. im 9. Heft des 
3. Bandes dieses Journals. 


16. Tsshrekti Bekanntlich können die Seiten eines Dreiecks oder 
ihre Verlängerungen von 4 Kreisen berührt werden. Ist das Dreieck 
rechtwinklig, so ist der Radius des Kreises über der Hypothenuse so 
grofs als die Summe der Radien der 3 übrigen Kreise, und ferner: Bei 
dem bekannten Pythagorischen Dreieck, dessen Seiten durch irgend eine 
Längen-Einheit gemessen, 3, 4, 5 sind: sind die Radien jener Kreise 
durch die nemliche Einheit gemessen, 1, 2, 3, 6. 


(Erster Beweis vom Herrn Professor Dr. Lehmus zu Berlin.) 
Bezeichnen @, 6, c die 3 Seiten eines Dreiecks; S den Ausdruck 
a-+b-+e; 4 den b+c—a; B den a+c—b; C den a+b—c; 0 
den Halbmesser des Kreises im Dreieck, « den aufserhalb des Kreises 
jenseits c, (2 den jenseits 5, "y den jenseits c, so ist 
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also, weil nach der Voraussetzung o? = b° + c? ist: 
1 1 a 
| TO LOC i 
Eben so erhält man 
| qe Po 
A SENS ge 
und folglich 
nt py 
Ars zu d 
also auch, wenn £^ den Inhalt sin Trace Re 
<P _ 
x ME pd n 
Nach $. 303. meiner Ce ist s 
2F Ya NL OR Na 
PNR EE à e= => BSR Yee 
und folglich Tus 
| =e+rPrY 


Verhalten sich ferner a, b, c wie 5, 4, 3, so geben diese Formeln 
sogleich, weil F= 6 ist: «= 6, Pe, y =? a1. 
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(Zweiter Beweis von Herrn Remy, Stud. phil. zu Berlin.) - 

Es sei 4BC (Fig. 3. Taf.IV.) das gegebene bei 4 rechtwinklige 
Dreieck, dessen Seiten, den Winkeln 4, B, C gegenüber, «, b, c sein mö- 
gen. Die Mittelpuncte O, M, P, N der Kreise, welche die Seiten des 
Dreiecks und ihre Verlängerungen berühren, liegen in den Durchschnit- 
ten der geraden Linien 40, BO, CO, MN, NP und PM, welche die 
Winkel bei 4, D, C halbiren. Zieht man von den Mittelpuncten M, P, 
. JV, O nach den Berührungspuncten D, F; Z, Gs 7T, 0; W, U die Ra- 
dien MD, MF, PZ, PG, NT, NO, OW, OU, so erhält man, wie leicht zu 
sehen, die 4 Quadrate ADMF, AGPZ, ATNQ, AWOU. Es sei 
MD oder AD=a, GP oder AG=, NT oder AT=y, WO oder AW =. 
Nun ist | 
AD + AF = 24D = DB+CF+b+c, 
und da, wegen der Congruenz der Dreiecke DBM, BMV und VMC, 
CME, 

DD--CF-BF-rTZC-a 
ist, so 1st auch 
24D = a+b+c, 
und folglich 
| 1): 4D. — a — ee 4 
Eben so ist auch 
LB + BG oder 2BG = a + b 4-c, 


also 
go lctbte 
und folglich 
BG — AB oder AG = EH +, 
also 








a--b—c 
2) p x E I 
Ganz auf dieselbe Weise erhält man 
a-d-c—b 
3 AT = y = EE, 
Endlich ist auch 
| AW +AU =2AW = b--ce—UFB4- UC) 
oder, da WB=BY und UC=FC, also WB+UC — a, 
“ 2AW =b-+c—a, 
mithin 


Dy. AP À er, 


24. Beweise des Lehrsatzes No. 16. im 2. Hefte des 3. Bandes d. Journals. 281 


Addirt man nun die Ausdrücke (2. 3. 4.), so ergiebt sich 


B+y+o= Eoo parent bres ent. 








Nach (4.) ist aber auch 


2L a+b-+c 
d P ow. 
folglich 
a=PB+y-+0. 
Für das Pythagoräische Dreieck ist 
4+3—5 4 
cart ins As y — (Y tien 
D+4—3 = 
Lu rin whe mdi: Wi s ot 


(Dritter Beweis, nebst einigen Zusätzen; von einem Ungenannten. ) 

. ABC (Fig. 4. Taf. IV.) sei ein beliebiges Dreieck, dessen drei Seiten, 
den Winkeln 4, B, € gegenüber, a, b, c sein mögen. Der Halbmesser des 
Kreises P, welcher die 3 Seiten des Dreiecks innerhalb berührt, sei r.. 
Der Halbmesser des Kreises Q, welcher die Seite a aufserhalb und die 
Seiten 5 und c innerhalb berührt sey r,. DE berühre den Kreis Q, und 
sei mit BC parallel. Alsdann sind die Dreiecke ADE und ABC ähnlich, 
und wenn man DE — n.a setzt, so ist 4E —nb und 4D — nc. Nun ist, 
wenn man den Inhalt des Dreiecks {BC durch A Per cid bekanntlich 

1 2A 

— a-db-4qe 
DS m, = _2An = _2rA 

E n(ad-b--c)  atb-+o’ 
weil der Inhalt des Dreiecks 4DE == n*A ist. Der Inhalt des Vier- 
ecks BCDE ist aber gleich (n?—1)A, und durch r, ausgedrückt, weil 
BD —(n—1)e, CE — (n—1)ó, BC —a und DE=na ist, 
3. 2(n?—1) A= r[(241-1)a4-(n—1)54- (5à—1)c] =r, [n(a-+b-+-c)—(b--e—a)]. 


Hierin den obigen Ausdruck (2.) von r, gesetzt, giebt 


Eben so ist | 











2(n —1)4A = TUI .[2(a 4-5 4- c) — (b 4- c—0)], oder 
a b-+-c—a 
| Dor AR ere de 3! 
woraus 
__ a-+-b-+c 
& Cape eae’ 


also 
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D tre Ooms 
? 5 bHc—a 
. folgt. Ganz auf dieselbe Weise findet man, wenn man die Halbmesser 
der Kreise, die 5 und. c aufserhalb berühren, 7, und r, setzt, 
| p he an i e PAS 
ad-c—b' TT a+b—c' 
Zusammengenommen also ist | | 
PAPA 24 2 A 228 
6, (iter EME Po see OE epi fS um peg ca rii CAM 
Man gebe diesen vier Ausdrücken das Product ihrer Nenner, welches 
nichts anderes ist als 16A°, zum Nenner, so gehen sie in folgende über: 


5. 


8Ar, = (a+c—5) [e—(c—2)] (d+0—0) = (e*—e— EE 2ob) (ce), 
SAr, = (a+0—b) [a— (0—5)] (abc) = (W—e—b’+2cb)(a+ö+e), _ 


Rar, = (a+b-+te) [a—(b-+0)] (c—a—b) = (a'—c° 8°28) (c—a—L), 
SAr, = (a+b-+e) [ao—(5--c)] (6—c—a) = (a —e—b’— Zeh) (b—c—a). 
Gesetzt nun, das Dreieck sei bei 4 rechtwinklig, so ist c? = 6% + c 


und 2cb ist alsdann gleich 4A. In diesem Falle also gehen die vor- 
hergehenden Ausdrücke in folgende über: 


207 dice 


8Ar, = 4A(b--c—20) oder r, = 
À SAr, = 4A(a--b-]-c) oder r, = £(b--c-4-a), 
|. 18Ar = 4A(a+b—c) oder r4 = $(5—c-+a), 


SAr, = 4A(a+tc—b) oder r, = (a +c—b). 
Dieses sind zugleich die Ausdrücke der Radien der vier berührenden, 
Kreise für das rechtwinklige Dreieck, und es folgt aus denselben 
unmittelbar, dafs re==r,-+-r;-+ 7, ist, wie in dem Lehrsatz behaup- 
tet wird. | 


Aus den Ausdrücken (7.) kann man leicht noch einige Zusätze 
herleiten. Du. | 
Es ist nemlich 


a = c+ 6° —2bccosA, 
also 


9, a& —c?— p? — —9bc cos À. 

Setzt man dieses in die Ausdrücke (7.), so verwandeln sie sich in 
: 4Ar, bc(1—cos.4)(b + c — a), 
4ar, = bC(1—cos 4)(a + b + €), 
4Ar = bc(1--cos.4)(a-]- b — c), 
4Ar, = bc(1--cos 4) (a 4- c — 5). 
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Dieses giebt z. B. 
4A(n-+Hr,-+r,) = GR Me ee oder 
& A(r,A- r,d-r) = be(i—cos 4)(a + b g- c) + 4 abc cos A, 
folglich, vermöge des 2ten Ausdrucks (10.), | 
4A(n Ars +r) = 4Ar,+4abccosa 


oder 

Gl ke Er its imis Ex. + cos A. 
Es ist LATE wenn man den Halbmesser des um das Dreieck ABC be- 
schriebenen Kreises durch R bezeichnet, bekanntlich 


abc 
LT AA! 
also 1st vermoge (11.) 
rt nr rn —4Rcos4 = r,, und eben so 
13. (r-4d-r,4-r,—4RcosB = n, 
tn tz —4RcoC = r,, 
das heifst: Für die Halbmesser des innern und der drei äufseren berüh- 
renden Kreise in einem beliebigen Dreieck ist der Halbmesser eines be- 
liebigen äufseren Kreises gleich der Summe der Halbmesser der drei 
übrigen Kreise, weniger dem vierfachen Halbmesser des umschriebe- 
nen Kreises multiplicirt in den Cosinus des Winkels in welchem der 
einzelne berührende äufsere Kreis liegt, oder was dasselbe ist: weniger 
dem vierfachen Abstande des Mittelpuncts des umschriebenen Kreises von 
. derjenigen Seite des Dreiecks, die dem Winkel gegenüber liegt, in wel- 
chem sich der áufsere Kreis befindet. 
Wenn einer der Winkel des Dreiecks ein rechter ist, so ist des- 
sen Cosinus Null und man erhält dann den Lehrsatz des Hrn. Steiner. 
Ferner geben die Ausdrücke (10.) 


4A(r, + r,-- rj) = bc[3a+b+c+cos 4 (o — 5 — €)] 
4A tr +r) = bel — cos 4)(b + e — 0) + &abc, 
also vermóge des ersten Ausdrucks (10.) 
4ZA(r,+r; br) = 4Ar, + abc, 
und vermöge (12.) 


'oder 


A(r,-d-r;4- rn) = Ar, +4AR 
14. nmtrtrhy =r, +4Re, 


. das heifst: In einem beliebigen Dreieck sind die Halbmesser der drei 


oder 


\ 
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äufseren berührenden Kreise zusammen so lang als der Halbmesser des 
inneren berührenden Kreises und der vierfache Halbmesser des umschrie- 
benen Kreises. 1 


Wenn das Dreieck rechtwinklig ist, z. B. bei 4, so ist 4R — 2a. 
Also sind im rechtwinkligen Dreieck die Halbmesser der äufseren Kreise 
zusammen so lang als der Halbmesser des innern Kreises und die dop- 
pelte Hypothenuse. Addirt man die Gleichungen (13. 14.), so erhält man 

3 +n+r+r)=en tn + rs bm AR + cos 4 + cos B + cos €), 
also den Satz: 
15. r,d- rn tr tr, = 2R(1 + cos 4 + cos B + cosC). 
Setzt man z. B. die erste Gleichung (13.) in (14.), so erhält man 
rn, tn +r, —4RosA+nrn+n,=rn+4AR, 


(o == 2R(1-+cos.4), und eben so 
16. / try, = 2 R(1-4- cos B), 
t^ +r; -—2R(-4osC). 

Für das rechtwinklige Dreieck giebt, wenn z. B. 4 der rechte Winkel 
ist, die erste Gleichung (16.) den Satz, dafs die Halbmesser der äufseren 
Kreise, welche die Katheten berühren, zusammen so lang sind, als die 
Hypothenuse, was auch folgt, wenn man die 3. und 4. Gleichung (5.) 
addirt. Aehnliche Sätze geben die Gleichungen (8.) für die Katheten. 
Es folgt aus denselben auf gleiche Weise: 

hrs, eSbDy6 ri ro Se EU 


oder 
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AT. | 
Auflösung der Aufgaben und Beweis der Lehrsätze 
9. 6. 7. 8, 9. im 1sten Hefte S. 96 und 29. 30. 31. 32. 33, im 
. 2ten Hefte S. 191 des 2ten Bandes dieses Journals. 
| (Von Herrn Stud. math. Heinen zu Bonn.) 


Aufgabe 9. Jeder beliebige Punct in der Ebene eines ge- 
gebenen geradlinigen Dreiecks kann einer der Brennpunete 
eines Kegelschnittes sein, der alle drei Seiten des Dreiecks 
berührt. Man soll nun untersuchen, welche Lage der Punct 
in Beziehung auf das Dreieck haben müsse, damit der Ke-- 
gelschnitt entwederParabel oder Ellipse oder Hyperbel sei? 
Die Beantwortung dieser Aufgabe giebt der 32. Lehrsatz des 2ten 
Hefts Bd. II. Dieser Satz findet sich auch in Plückers ,,Analyt. geometr. 
Entwickelungen."*) Wenn námlich drei gerade Linien und ein Punct ge- 
geben sind, so giebt es einen Kegelschnitt, welcher die drei gegebenen 
geraden Linien berührt und den gegebenen Punct zum Brennpuncte hat. 
Wir kónnen den zweiten Brennpunct dieses Kegelschnittes unmittelbar 
vermittelst folgenden Satzes bestimmen: Wenn man von irgend einem 
gegebenen Puncte Tangenten an eine gegebene Ellipse oder Hyperbel 
legt, und zwei gerade Linien nach den beiden Brennpuneten zieht, so 
bildet eine dieser geraden Linien mit einer Tangente denselben Winkel, 
als die andere gerade Linie‘ mit der anderen Tangente. (Entwik. 333.) 
Sobald nun die beiden Brennpuncte gefunden sind, ergiebt sich sogleich 
die Natur des Kegelschnittes aus dem bekannten Satze, dafs der Ort der 
Brennpuncte aller derjenigen Parabeln, die drei gegebene Geraden be- 
rühren, derjenige Kreis ist, welcher um das von den gegebenen geraden 
Linien ‚gebildete Dreieck beschrieben werden kann. | 
Aufgabe 6. Fället man ausirgend einem Peripherie- 
puncte P des um ein gegebenes Dreieck beschriebenenKrei- 
ses Lothe auf die Seiten des Dreiecks, so liegen bekannt- 
lich die Fufspuncte dieser drei Lothe allemal in irgend 
einer Geraden G. Man soll denjenigen Punct P finden, für 
*) Analjtisch® geometrische Entwickelungen von Dr. Plücker. Erster Band. | Mit, acht Ku- 


pfertafeln, Essen bei G. D. Baedeker 1828. 
Crelle's Journal. III. Bd. 3. Hft. 37 
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welchen die ihm zugehörige Gerade G mit einer gegebenen 


Geraden parallel ist. | | 

a "Auflösung. Nach Sätzen, die wir‘ Fisch anführen gu iioi. 
sen wollen, beruht die Construction der vorstehenden Aufgabe darauf, 
den Brennpunet. derjenigen Parabel zu bestimmen, welche die drei Seiten 
des gegebenen Dreiecks berührt und deren Durchmesser senkrecht ste- 
" hen auf der gegebenen Geraden G. Es ist namlich I.) der Ort der Brenn- 
puncte aller-Parabeln, welche-die drei Seiten des gegebenen Dreiecks be- 
rühren, der: um: das Dreieck: beschriebene: Kreis. 11.) Wenn. man: von 
irgend» einem Puncte dieses Kreises Perpendikel. auf die drei Seiten. des 
gegebenen Dreiecks’ fällt, so liegen: die Fufspuncte dieser Perpendikeloin 
einer und derselben geraden Linie, welche diejenige: Parabel im Scheitel 
berührt, “welche die drei Dreiecksseiten. zu Tangenten | und) jenen Punct 
zum Brennpuncte hat. Um die eben angedeutete Construction auszuführen 
brauchen wir folgenden Satz: HL) Zieht: man von einem. wıllkührlichen 
Puncte aus zwei Tangenten an eine Parabel und eine Linie: nach dem 
Brernpuncte, so bildet diese gerade Linie mit einer Tangente dieselben 
Winkel, als die andere Tangente mit einem beliebigen Durchmesser: der 
Parabel. Wir wollen ihn zunächst beweisen, weil sich alsdann die bei- 
den angeführten unmittelbar ergeben. 

Es seien (Fig. 5. Taf. IV.) CD, CE die von einem willkührlichen 
Puncte C an eine gegebene Parabel gelegten Tangenten, und’? der Brenn- 
punct derselben. Man verbinde C mit P und ziehe durch € den Durch- 
messer CM der Parabel; alsdann ist darzuthun; dafs <MCH=<PCD | 
ist. Zu diesem Ende ziehe man vom Brennpuncte P nach den Berüh- 
rungspuncten D und E die geraden Linien PD, PE. Alsdann ist: 

<CPM + <CMP+ < PCM = <CPD+ <PCD + <CDP = 22. 
Oder da nach bekannten Sätzen (Hamilt. V. 10. u. II. 16): 
<CPM=<CPD und <CDP= <PCD+ <PCM, und <CMP=2MCE, 
so folgt | | 
«9 MCE + « PCM = <2PCD+< PCM, 
mithin | 

<MCE = <PCD. 

Es sei, um Satz I. zu beweisen, 4B das von den beiden Tangen- 
ten CE, CD interceptirte Stück irgend einer dritten Tangente, und BG 
parallel gezogen mit CM, so hat man: 
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PAB + ABP 


sd ioeib3(I ish mr PB Sho Rie 
por 





MCB 
i | <APB = 2R— <ACH. 
| In jeder Parabel, welche‘ von den drei geraden Linien C4, CB und 
BA berührt wird, ergänzt also der Winkel 4CB den Winkel am Brenn- 
puncte 4PB zu zwei Rechten, oder der Ort der Brennpuncte aller Para- 
beln, welche von den drei Seiten des gegebenen Dreiecks berührt wer- 
den, ist derjenige Kreis, welcher um das Dreieck beschrieben werden kann. 


Eben so leicht knüpfet sich der Beweis des Satzes II. hier an. 
Denn, wenn wir von irgend einem Puncte C irgend einer Tangente CE 
eine gerade Linie CP nach dem Brennpuncte der Parabel und eine zweite 
gerade Linie CD so ziehen, dafs der Winkel PCD, welchen sie mit der 
erstgezogenen bildet, gleich ist demjenigen Winkel ECM, den die Tan- 
gente mit einem Durchmesser der Parabel bildet, so ist nach IH. diese 
gerade Linie eine zweite Tangente der Parabel, und umgekehrt: wenn 
man von einem Brennpuncte einer Parabel aus nach allen. möglichen 
Tangenten unter demselben gegebenen Winkel gerade Linien zieht, so 
liegen die Fufspuncte aller dieser geraden Linien auf einer neuen gera- 
den Linie, die selbst eine jener Tangenten ist und mit den Durchmes- 
sern der Parabel den ‘gegebenen Winkel bildet. Ist dieser Winkel ein 
Rechter, so ist diese gerade Linie offenbar die Tangente ım Scheitel der 
Parabel. Da wir nun die drei Seiten irgend eines Dreiecks ansehen 
können als die Tangenten einer Parabel, welche nach ll. irgend einen 
Punct des um das Dreieck beschriebenen Kreises zum Brennpuncte hat, 
so haben wir beiläuñg den in der Aufgabe als bekannt vorausgesetzten 
‘Satz bewiesen, dafs die von irgend einem Puncte des um: irgend ein ge: 
gebenes Dreieck beschriebenen Kreises auf die Seiten des Dreiecks ge- 
füllten Perpendikel in ‘gerader Linie liegen. Nach diesen Sätzen 
sich folgende Construction: 

"Essei’HM (Fig: 6. Taf. 1V.) die der pets nach : on ira 
Linie, 4BC das gegebene Dreieck. Man fülle.aus'einem beliebigen Winkel- 
puncte des Dreiecks, etwa aus C ein Perpendikel auf HM, welches mit der 
einen durch © "gehenden : Dreiecksseite 4€ einen Winkel a!  bildet;: und 
lege endlich durch denselben Punct C eine zweite gerade, Linie,, welche 


mit der Anderen durch C gehenden TReicekaleite BC denselben Winkel & 
37* 


also 
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bildet. Diese letztgezogene Linie schneidet den um das Dreieck be- 
schriebenen Kreis in dem verlangten Puncte P. — 

Die eben gegebene Construction, zu der wir mittelst obiger Sätze ge- 
langten, läfst sich auch ohne Hülfe derselben folgendermafsen rechtfertigen. 

Es seien E, G, D (Fig. 6. Taf. IV.) die Fufspuncte der vom Puncte 
P auf die Dreiecksseiten BC, B.4 und AC gefällten Perpendikel. Alsdann 
liegen die vier Puncte P, E, C und D auf dem jid aa desselben Krei 
ses. Hieraus folgt, dafs 

<CED = <CPD; und da | 
<ECF = <PCD, so ist in den Dreiecken CPD und CEP auch 
« PDC = «EFC = R, also ED senkrecht auf CM. q. e. d. 

Statt durch E, P, D und € können wir auch durch P, £, B und 
G einen Kreis legen, und es zeigt sich dann sogleich, indem wir BZ 
parallel mit CM ziehen und P mit B verbinden, das A EZB c A PGB, 
daher << HIB — «— EFC = R, folglich auch die durch E und G gezogene 
Linie senkrecht auf CF ist, daher die drei Puncte Z, G und D in gera- 
der Linie liegen. 

Lehrsatz 7. Halbiret man in einem Viereck im Kreise, 
sowohl die Winkel zwischen den Diagonalen, als auch die 
Winkel, welche die gegenüberliegenden Seiten einschliefsen, 
so sind von den 6 Geraden, welche diese Winkel halbiren, 
drei und drei parallel *). 

Beweis. Wir wollen 

(b) yte_r 
für die Gleichung des Kreises nehmen, und zwei gegenüberstehende Sei- 
ten des in demselben beschriebenen Meere darstellen durch eine ein- 
zige Gleichung: 
(yin ra eem op yea bd Varie d e MR 

Wenn wir voraussetzen, die Coordinaten- Axen seien so bestimmt, 
dafs sie denjenigen beiden geraden Linien, welche die von jenen Vier- 
ecksseiten gebildeten Scheitelwinkel halbiren, parallel sind, so haben wir 
offenbar folgende Bedingungsgleichung: 

a+a = 0, 
und mithin reduzirt sich die Gleichung jenes Linien-Systems auf: 


*) Ein cities Beweis dieses Lehrsatzes steht im dritten Bande dieses Journals Heft f. S. 84, 
Anm. d. Red. 
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(2) y*-Faa'a* 4 (b-4-U) y + (ab + a b)x 4- b^ = o. 
Alle Gleichungen des zweiten Grades, die sich durch Verbindung von 
(1.) und (2.) ergeben, sind in folgender enthalten: | 

ey (aa) oy (+), (at p ab bb’ — wr 
CRE aia rei is age ic? YT ius “+ rei 
wo wir durch x einen unbestimmten Coefficienten bezeichnen. Bei einer 
gehörigen Bestimmung dieses Coefficienten stellt diese Gleichung jede be- 
liebige Linie zweiter Ordnung dar, welche durch die vier Winkelpuncte 
des in den Kreis beschriebenen Vierecks gehet. In jener allgemeinen _ 
Gleichung sind also auch enthalten die Gleichungen. der beiden übrigen 
Liniensysteme, die durch jene vier Puncte gehen, nämlich des Systems 
der beiden noch übrigen gegenüberliezenden Seiten und des Systems der 
beiden Diagonalen des in den Kreis beschriebenen Vierecks. Für jeden 
dieser beiden Fälle mufs die Gleichung (3.) folgende der Gleichung (2.) 
ganz entsprechende Form annehmen können: 
vit (a d-a)&y J- aa'2* + (oP eB) + (Bp) y = 0, 
und da in der Gleichung (2.) das mit xy behaftete Glied fehlt, so folgt hieraus 
e -d- a = 0, 

d.h. diejenigen beiden geraden Linien, welche die von den beiden Li- 
nien jedes der resultirenden Systeme gebildeten Scheitelwinkel halbiren, 
sind wie in dem ursprünglich angenommenen Systeme den beiden Coor- 
dinatenaxen parallel. Hiermit ist also der obige Saiz bewiesen. 








= 0, 





In dem oben citirten Werke N. 293. wird aus Entwickelungen, die 
mit den vorstehenden im Wesentlichen übereinstimmen, unmittelbar der : 
bekannte Satz angeknüpft, dafs Peripheriewinkel auf demselben Bogen 
einander gleich sind. Diefs führt uns darauf hin, dafs unser Satz sich 
auch aus diesem ergeben müsse. 

Ist nämlich (Fig. 7. Taf. IV.) 4DBC das in den Kreis beschriebene 
Viereck, dessen Diagonalen sich in E und dessen gegenüberstehende Seiten, 
AD und BC in G, und 4C und DB inf schneiden, so hat man, wenn GH, 
welche €D in M schneidet, den Winkel DGB und EX den NUL AEC 


halbiret, 
< AEC = < ECB + < EBC 


<ECB = <CGD+<GDC 
<AEC = <CGD + < GDC + <EBC 
= <CGD+2<GDC, 
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di 3 AEËEC = 4GCD-+ GDC, oder raidtürffoteli 
— KEC = « EMH, daher EK + GH. a oo 
Hieraus ergiebt sich leicht der vollständige Beweis des obigen Satzes. — 
Lehrsatz 8. Vier beliebige Geraden in einer Ebene 
bilden zu drei und drei genommen vier Dreiecke. In jedem 
dieserDreiecke schneiden die drei Lothe aus denSpitzen auf 
die gegenüberliegenden Seiten einander in einem Puncte, 
und diese vier Puncte liegen allemal in einer Geraden. 


Beweis. Es seien bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten: 


(1.) y+ ax + b UU 
(27 y + a/x + b — 0, 
(3.) y tax +b” = 0, 


( 4. ) y + ac + UU = 0, 
die Gleichungen der vier gegebenen geraden Linien. Alsdann findet man 
leicht für das von dem Durchschnitte von (1.) und (2.) auf (3.) gefällte 


Perpendikel folgende Gleichung: 
PRE ern M 


und durch Vertauschung ergiebt sich für das vom Durchschnitte von 
(1.) und (3.) auf (2.) gefällte Perpendikel: 
pp ba^ — b^ 
(6) e'y—xr-4 cun hue up 
Multipliciren wir die Gleichung (5.) mit e’ und die Gleichung:(6.) mit 


a/, und ziehen die erstere von der letzteren ab, so erhalten. wir: 
a d a!! fos Er 1)(b/— bi’) Va: get Cm 1) (b —b'^4- aa (a^^ — 1) (b — b^) 


zem UL 


für die Abscisse des MN Ar der Perpendikel in dus von den 
drei ersten geradén Linien gebildeten Dreieck. | 

Wenn wir nun annehmen die zweite Axe, über welche ursprüng- 
lich durchaus keine Bestimmung gemacht worden ist, gehe durch den 
eben bezeichneten Kreuzungspunct, so erhalten wir folgende an | 


gleichung: | 
(7.) gave” (b/— b^) — g'aa"(b—b")+ gaa’ (b—b’) = 0. 
(Wir wollen nämlich der kürzeren Bezeichnung wegen c'— 1 = g, 


qU— 1g, ai =e", a’ — 1 = 37" Setzen.) Soll die zweite Axe - 
ebenfalls durch den Kreuzungspunct in dem vón den Geraden (1), (2.) und 
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(4). gebildeten Dreieck gehen, so mufs eine zweite Bedingungsgleichung: 
(8.) gala! (5j — 5^) — g'aa'" (& — 5/7) + gaa! (b —b/) v 
Statt finden, die wir unmittelbar aus (7.) erhalten, indem wir die zwei- 
mal accentuirten Buchstaben dreimal accentuiren. | Wir können endlich 
noch „zur „völligen, Bestimmung des Coordinatensystems annehmen, die 
erste Gerade (1.) gehe durch den: Anfangspunct. Alsdann ist ) — 0, und 

wir erhalten aus (7.) und (8.): | 


Sala’ (b/ bY): + go" b^ — ab = 0, 


fa (a (b — ^), An g Bauen et a! b! WS 


o 
o 


Eliminirt man rächen Bach beiden Gleichungen =, so findet man: 


CAR a’ a’! a’! (b — b'^) — ea‘ p. (bi bf’) +g Hat all (bt — b') === 0. 
Disselhe Gleichung erhält man aus (7.), indem man die nicht accentuir- 
ten Buchstaben dreimal accentuirt. Es geht also die Axe. der y auch 
durch den Kreuzungspunct der Perpendikel in dem von den Geraden (2.), 
(3.) und (4.) gebildeten Dreieck. Es ist also auch bewiesen, dafs die 
Kreuzungspuncte dreier der vier im Satze bezeichneten Dreiecke ın ge- 
rader Linie liegen, und da wir für dieselben je drei beliebige nehmen 
können, folgt auch, dafs alle vier Kreuzungspuncte in gerader Linie 
liegen. — 

^oLehrsatz 9. ‚Vier beliebige Puncte in der Peripherie 
eines gegebenen Kreises bestimmen zu dreien genommen 
vier Dreiecke. Die vier Puncte, in welchen die Lothe aus 
den Spitzen dieser vier Dreiecke auf die gegenüberliegen- 
den Seiten einander schneiden, liegen allemal in der Peri- 
pherie eines Kreises, welcher dem gegebenen gleich ist. 

Beweis. Es ist ein bekannter und leicht zu beweisender Satz, 
dafs die vier gegebenen Puncte und die vier Constructionspuncte alle acht 
auf ein und derselben gleichseitigen Hyperbel liegen. Wir: wollen die 
beiden Coordinatenaxen, was auf dreifache Weise geschehen kann, durch 
die vier gegebenen Puncte legen. Stellt alsdann die Gleichung: 

(1. y°+Hoauxy + Bat + oyy Hoir+e —= 0 
jene Hyperbel dar, so ist zunächst, wenn v den Coordinatenwinkel bedeutet,, 
1— 22a cosu + Q. = 0, 
und, da die gegebenen Puncte auf einem Kreise liegen, 
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p=1, 
1 
2 == } 
| (2) « cos U | | 
Wenn wir von denjenigen beiden (gegebenen) Puncten der Curve, welche 
auf der zweiten Axe liegen und deren Ordinaten wir y’, y^ nennen wol- 
len, Perpendikel auf die erste Axe fällen, so sind die zweiten Durch- 
schnitte dieser Perpendikel mit der Curve zwei der vier Constructions- 


puncte. DasSystem dieser beiden Perpendikel wird durch folgende Glei- 
chung dargestellt: 


À "m. ) x 
(ey E] Uy QAM m Tu 
die entwickelt folgende Form annimmt: | 
" 2 + 4 ‚u 
your am DE eee MM 
Wenn wir diese Gleichung von (1.) abziehen und neben der Gleispung 
(2e) zugleich auch berücksichtigen, dafs — (+7) = 2, yy e p. Ho 


ergiebt sich: 
(Pre Er )) Dh: PAR 


COS v 


mithin: 











Diese Gleichung stellt, wenn wir den Factor x fortlassen, diejenige ge- 
rade Linie dar, welche durch die béiden Constructionspuncte geht, und 
die, wie die Form der Gleichung zeigt, der zweiten Axe parallel ist. 
Es ist also bewiesen, dafs zwei gegebene Puncte und zwei Constructions- 
puncte die Winkelpuncte eines Parallelogramms sind, und dafs also, 
da wir die zweite Axe durch je zwei der gegebenen Puncte legen kön- 
nen, die vier Constructionspuncte ein Viereck bilden, das mit dem von 
den. vier gegebenen Puncten gebildeten Viereck identisch ist. Hieraus folgt 
denn auch der vorstehende Satz. — 
Wir hätten alle analytische Entwickelung bei Seite setzen können, 
wenn wir folgende beiden Sätze als bekannt betrachtet hütten:v © 
1) Wenn man durch die vier Durchschnitte irgend eines Kegelschnittes 
und eines Kreises paarweise genommen, zwei gerade Linien legt, so . 
schneiden dieselben die Axe des Kegelschnittes unter gleichen Winkeln. 
2) Der Winkel zweier zugeordneter Durchmesser der. gleichseitigen 
Hyperbel, weniger dem Doppelten desjenigen’ Winkels, den der eine 
dieser Durchmesser mit der Queraxe bildet, ist gleich einem  rech- 
ten Winkel. | 


^ 
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Lehrsatz 29. Die Leitlinien aller Parabeln in einer 
Ebene, von denen jede drei beliebige Geraden berührt, 
schneiden einander in einem und demselben Puncte, und 
zwar in dem nemlichen Puncte, in welchem die aus den 
Winkeln des von den drei Geraden eingeschlossenen Drei- | 
ecks auf die gegenüberstehenden Seiten gefällten Lothe 
einander schneiden. 

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir blofs darzuthun, dafs 
wenn eine Parabel von irgend drei geraden Linien berührt wird, die Leitli- 
. nien derselben durch den Kreuzungspunct der drei Perpendikel gehen, 
welche in dem von den drei Geraden gebildeten Dreieck von den Spitzen 
auf die gegenüberliegenden Seiten gefállt werden. Zu diesem Ende sei: 

y" e—9px 
die Gleichung einer gegebenen Parabel, bezogen auf ein rechtwinklizes 


Coordinatensystem, und 
ytbaı+b=0, 
y Tax +h = 
+ Qu p oh red 1 Os 

die Gleichungen dreier geraden Linien. Sollen diese Linien die gegebene 

Parabel berühren, so erhalten wir folgende drei Bedingungsgleichungen 


zwischen den Constanten 


DO yo pu = IE 
ia UL M Jar 3 nears 


Substituiren wir diese Werthe für 5, 5’, bj" in den Ausdruck für die 
Abscisse des Kreuzungspunctes der Perpendikel, welche von den Spitzen 
des von den drei geraden Linien gebildeten Dreiecks auf die gegenüber” 
liegenden Seiten gefällt werden, nemlich in folgenden Ausdruck: (siehe 


. den vidi. des Satzes 8.) 
a (a — 1) (/.— b^") — aa" (a^^ — 1) (b — 5") d- aa (a^^ — 1) (oa 
= Br WEN NET Er Er CABLE eL one 
| (a/— a) (a^— a”) (a""— a) t 
so ergiebt sich auf der Stelle: 


X = —— 


fs 


Der Kreuzungspunct liegt also auf der Directrix der Parabel. 
Lehrsatz 30. Berührt irgend eine Parabel dre: Gera- 
den, welche ein gleichseitiges Dreieck einschliefsen, so 
treffen die drei Geraden aus den Ecken des Dreiecks nach 
Crelle's Journal. III. Bd. 3. Hft. 38 
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den Berührungspuncten einander im Brennpuncte der Pa- 
rabel. 

Beweis. Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar, wenn wir bewei- 
sen, dafs umgekehrt eine gerade Linie, welche durch einen Winkel- 
punct eines um eine gegebene Parabel beschriebenen gleichseitigen Drei- 
ecks und den Brennpunct der Parabel geht, die gegenüberliegende Seite 
des Dreiecks in dem Berührungspuncte schneidet. 

Es sei nun 4BC (Fig. 8. Taf. IV.) das umschriebene Dreieck; £ 
der Brennpunct, welcher auf dem um das Dreieck beschriebenen Kreise 
liegen mufs. Man ziehe CF, welche BA im Puncte Z schneidet; alsdann 
ist E derjenige Punct, in welchem die Parabel von BA (genugsam ver- 
längert) berührt wird. Denn verbindet man den Punct F mit dem Puncte 
B und zieht hernach BG so, dafs die Winkel 4BF und GBC gleich sind, 
so ist BG ein Durchmesser der Parabel. Mit diesem Durchmesser par- 
allel ziehe man endlich durch Æ die Linie EH. Hiernach ergiebt sich 
nach allgemein bekannten Sätzen: 


<BE = = BFC) —<EBF 


< BAC 
< ABC 


Lg pe 
— <ABG 
ie DEH 
woraus dann folgt, dafs £ der Berührungspunct ist. 





Lehrsatz 31. a. Berührt irgend eine Fläche zweiten — 
Grades die sechs Kanten einer dreiseitigen Pyramide oder. 
ihre Verlängerungen, so schneiden die drei Geraden durch 
die Berührungspuncte der gegenüberliegenden Kanten, ein- 
ander allemal in einem Puncte. 


Beweis. Eine Flüche zweiter Ordnung ist durch sechs ihrer 
Tangenten und drei Puncte vollkommen bestimmt. Sind jene sechs Tan- 
genten die Kanten eines Tetraëders, und jene drei Puncte diejenigen Puncte, - 
in welchen drei dieser Kanten (die nicht in derselben Ebene sich be- 
finden) berührt werden, so erhalten wir die drei übrigen Berührungs- 
 punete auf der Stelle. Denn jede Seitenfliche jenes Tetraöders, etwa 
ABC (Fig. 9. Taf. IV. ), schneidet die Fläche zweiter Ordnung in einer 
Curve derselben Ordnung, die von drei Kanten 4B, AC, BC berührt wird. 
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Sind die Berührungspuncte M und O auf zwei dieser Kanten, auf 4C und 
4B, gegeben, so erhalten wir nach einem bekannten Satze den Berührungs- 
punct /V auf der dritten Kante CB, indem wir durch. den Durchschnitt 
von MB und CO, durch #, die.gerade Linie 4/V ziehen, die auf BC 
jenen Berührungspunct bestimmt. Ist aufser den Berührungspuncten M 
und O noch ein Berührungspunct z. B. P auf 4D gegeben, so erhalten 
wir, wenn wir wie eben construiren, auch die beiden übrigen Berührungs- 
puncte © und AR. Um nun zu beweisen, dafs diejenigen geraden Linien, 
welche diese Puncte, paarweise genommen, P und JV, Q und M, O und 
RB verbinden, sich in demselben Puncte schneiden, verfahren wir am kür- 
zesten auf folgende Weise, — . 
In den Puncten 4, B, C und D wollen wir uns vier Gewichte 
denken, die sich verhalten, wie 
‚04, MC ‚PD 
"OB'MA'PA' 
Alsdann fallen die Schwerpuncte der Gewichte 
A und B in O, D und C in A, 
. A und C in M, D und B in ©, 
| A und Din P, DB und C in N. | 
Mithin gehen OR, MQ und PN durch den Schwerpunct aller vier Ge- 
wichte, und der obige Satz ist also bewiesen. | 
Zusätzlich bemerken wir, dafs durch denselben Punct auch dieje- 
nigen vier geraden Linien gehen, die von jedem der Eckpuncte des Te- 
traeders nach dem Kreuzungspunct derjenigen drei geraden Linien gezo- 
gen werden, die in der gegenüberliegenden Seitenflache die Berührungs- 
puncte mit den gegenüberliegenden Winkelpuncten verbinden. | 


Lehrsatz 31.05. Berührt von zwei beliebigen Flächen 
zweiten Grades jede die sechs Kanten einer dreiseitigen 
Pyramide oder ihre Verlängerungen, so liegen die zwölf Be- 
rührungspuncte allemal in einer dritten Fläche desselben 
Grades. | 

Beweis. Wenn wir drei in derselben Ebene liegende Kanten 
des Tetraëders, etwa die Kanten 4B, 4C, BC (Fig. 10. Taf. IV.) nehmen, 
"welche in den Puncten O, M, N und O',. M‘, N’ von den beiden Flächen 
zweiter Ordnung berührt werden, so gehen nach der schon vorhin ge- 
machten Bemerkung die geraden Linien AV, CO und BM, so wie auch 

i ao 
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AN', CO', und BM’ durch denselben Punct. Alsdann ergiebt sich leicht, 
dafs die sechs Puncte O, M, N und O', M', N’ auf einem und demsel- 
ben Kegelschnitte liegen. Die vier Kegelschnitte, welche wir hiernach 
auf den vier Seitenflächen des Tetraeders construiren können, schneiden 
sich offenbar zu je zwei in zwei Puncten, und durch je zwei dieser Ke- 
gelschnitte kónnen wir beliebig viele Flüchen zweiter Ordnung legen. 
(Es ist leicht zu zeigen, dafs diefs überhaupt immer dann geschehen kann, 
wenn zwei Kegelschnitte im Raume durch dieselben beiden Puncte gehen.) 

Wenn wir uns auf die Fig. 11. Taf. IV. beziehen, so können wir 
z. B. einen Kegelschnitt durch die sechs Puncte O, O', N‘, IV, M, M’ und 
einen zweiten durch die sechs Puncte O, O', Q', Q, P, P' legen, welcher den 
ersten in den beiden Puncten O, OU’ schneidet. Durch diese beiden Kegel- 
Schnitte lassen sich unendlich viele Oberflächen zweiter Ordnung legen, 
die also durch die zehn Puncte O, O', M, M', IV, N', Q, 0', P, P’ gehen. 
Um eine solche Linie vollkommen zu bestimmen, müssen wir noch einen 
Punct annehmen; dieser Punct sei R. Die so bestimmte Fläche wird 
von der Ebene ZCD nothwendig in einem Kegelschnitte geschnitten. Auf 
diesem Kegelschnitte liegen die Puncte MM‘, PP’, RR’, also liegt auf 
demselben der Punct R’, welcher Punct mithin ein Punct der Oberfläche ist. 

Lehrsatz 33. 1) Wenn in einer Ebene zwei gerade 
Linien einander schneiden, so giebt es zwei andere Geraden; 
die ihre Winkel halbiren. 

2) Sind dreiGeraden gegeben, so wird jede derselben 
von den zwei Geraden, welche nach (1.) zu den beiden übri- 
gen gehören, in zwei Puncten geschnitten; zusammen giebt 
es also 6 solcher Durchschnittspuncte, und von diesen 6 
Durchschnittspuncten liegen 4 mal 3 in einer Geraden. 
| 3) Sınd vier gerade Linien gegeben, so wird jede der- 
selben von den vier Geraden, welche zu den drei übrigen ge- 
hören, nach (2.) in vier Puncten geschnitten; solcher Puncte 
sınd also zusammen 16, und von diesen 16 Puncten liegen 
5 mal 4 in einer Geraden. 

4) Sind 5 Gerade gegeben, so wird jede derselben von 
den 8 Geraden, welche zu den 4 übrigen gehören, nach (3.) 
in 8 Puncten geschnitten; dieses sind zusammen 40 Puncte, 
und von diesen 40Puncten liegen 16 mal5 in einerGeraden.— 
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Ueberhaupt bei 2 gegebenen Geraden wird jede von den 
'2"”Geraden, welche zu den 2—1 übrigen gehören, in 2””Punc- 
ten geschnitten, welches zusammen 2”*malnPuncte ausmacht, 
und von diesen Puncten liegen 2"" mal z in einer Geraden. 
Dieser Satz ist noch ein specieller Fall von einem allgemeineren Satze. 
Beweis. Wenn bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten 
| y+ax+b= 0 
irgend eine gegebene gerade Linie und (y/, x’) irgend einen gegebenen 
Punct darstellt, so ist bekanntlich der Abstand dieses Punctes von der 
zeraden Linie durch folgenden Ausdruck gegeben: 
(L) Be, 
(+ a?) 

Wir wollen x’ und y' als veránderliche Gröfsen betrachten, und alsdann 
diesen Ausdruck der Kürze wegen durch 4 bezeichnen, so daís mithin 
2:0 

die Gleichung der gegebenen geraden Linie ist. 
Wenn statt der gegebenen geraden Linie eine leva gegeben ist, 
so ändert sich die Form von (1.) nicht, nur e und à erhalten andere 








Werthe. Solche Ausdrücke, die sich auf eine zweite, dritte, ..... (n —1) 
gegebene gerade Linie beziehen, wollen wir durch 4°, 2 A Gar A” 
bezeichnen. Alsdann stellt die Gleichung 

AE, uio 


diejenigen beiden geraden Linien dar, welche die von zwei gegebenen 
geraden Linien gebildeten Winkel halbiren, und die Gleichung 
HEREIN. 
nach dem Ausdrucke des Satzes, die zu drei gegebenen geraden Li- 
nien gehörigen vier Geraden dar, und um gleich zum Allgemeinen über- 
zugehen, die Gleichung | 
CELO oed a bs A ER. I 0 

die zu 2 gegebenen geraden Linien gehörigen o”=! Geraden. Diese Glei- 
chung wird befriedigt, wenn folgende Paare von Gleichungen zugleich 


statt finden: 
Am 0, Wu EP UIS 47 0, 


AO, VAN ER Quo. ARNO, 


. 


PL 0, ud m suns ut). 


# 
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Wir erhalten hiernach 2 Puncte jener geraden Linie, nämlich die Durch- 


schnitte jeder. der 7 gegebenen - geraden Linien mit den zu den n—1 
übrigen gehörigen Geraden: | 


Den „allgemeineren Satz, von welchem der vorliegende ein spe- 
cieller Fall ist,” erhält man, wenn man die obige Construction auf irgend 
eine andere Ebene projicirt. Alsdann sind irgend zwei gegebene geraden 
Linien und die beiden zugehörigen Geraden solche Linien, die man Har- 
monicalen genannt hat. Wir brauchen aber in dem analytischen Be- 


weise dieses allgemeineren Satzes nicht zum Projiciren unsere Zuflucht 


zu nehmen; denselben Satz erhalten wir, wenn wir in der Gleichung 
(IL) jedem Gliede irgend einen Coéfficienten beifügen. — 


Man kommt zu einer neuen Reihe von Sätzen, wenn man die 
Gleichung (IL) auf eine andere Weise in zwei Theile zerlegt, um sie 
durch den Durchschnitt von Paaren gerader Linien zu construiren. Auch 
ergiebt sich leicht die geometrische Beziehung der zu 2 gegebenen ge- 
raden Linien gehörigen 2"^ Geraden. Hierüber vergleiche man die oben 
angeführten Entwickelungen von Hrn. Plücker (54, 1). 


Zugabe. 


Wenn man durch jede der drei Ecken eines gegebenen Dreiecks 


ABC und durch irgend zwei feste in der Ebene des Dreiecks beliebig 


angenommene Puncte 7 und 7° (Fig. 12. Taf. IV.) zwei gerade Linien zieht, 
so wird von diesen Linien jede der drei gegenüberstehenden Seiten in 
zwei Puncten /V und JV’, M und JZ’, O und O' geschnitten. Diese Durch- 
schnitte liegen alle sechs auf derselben Linie zweiter Ordnung. 


Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir nur zu zeigen, dafs 


in dem von jenen Durchschnittspuncten bestimmten Sechseck die gegen- | 


überliegenden Seiten OO! und M'IV, MM’ und O'JIV', NN‘ und OM sich 
in solchen drei Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen. Zu die- 
sem Ende stellen wir die Gleichungen der drei Dreiecksseiten (Gleichun- 


gen von der Form 4y + Bx+ € = 0) der Kürze halber folgenderma- 
{sen dar: 


c = 0 (AD), 
b — o (40), 
a, OF. (BG). 
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Alsdann erhalten wir für die drei durch 7 und die drei durch 7" ge- 
henden geraden Linien folgende Gleichungen: 
c— pub —0 für VA, c— yb —0 für 7A, 
C—ya =,0 - ZB, ane 0 i et le Be 
nb—va=0 - FC, pb—vya-—o - FC, 
wobei p und v, u/ und v’ gehörig zu bestimmende Coéfficienten bedeuten, 
deren Werth sich mit der Lage der Puncte 7 und 77 ändert, 


(Wir erhalten nämlich die allgemeine Gleichung aller geraden 
Linien, die durch den Durchschnitt zweier gegebenen gehen, indem wir 
die beiden Gleichungen der letztgenannten von einander abziehen (oder 
auch zu einander addiren), nachdem wir zuvor eine derselben mit ei- 
nem unbestimmten Coéílicienten multiplicirt haben. Nehmen wir ferner 
Gleichungen von der Form 4y + Bx- C = 0, so können wir hier- 
nach offenbar irgend drei durch denselben Punct gehende gerade Li- 
nien durch drei Gleichungen darstellen, von denen man eine durch Ab- 
ziehen der beiden übrigen erhält.) Wir erhalten ferner folgende Glei- 


chungen: 
c— ub—vVa=0 für VM, 


ec+pb—ye =o - MO, 
c—uwb+vVa=0 - WO", 
Denn die erste dieser Gleichungen wird befriedigt, wenn zugleich: 
a=0 und c—ub = 0 (im Puncte J), | 
b=0 - c—va=0 (im Puncte M, 
Die zweite derselben wird befriedigt, wenn zugleich: 
b=0 und c—va=0 (im Puncte M), 
e=0 - ab—va== 0 (im Puncte O). 
Die dritte endlich, wenn: y 
a — 0 und c— qb = 0 : (im Puncte N), : 
c — 0. - u'b— y'a — 0 (im Puncte 0’). 


(Die allgemeine Gleichung der Linien, die durch JV, den Durch- 
schnitt der Linien a — 0 und c—ub==0, gehen, ist nach dem früher Be- 
merkten £a --c— ub — 0, indem £ irgend einen unbestimmten Coéfiicien- 
ten bedeutet. Auf ähnliche Weise ist die allgemeine Gleichung der Linien, 
die durch M’, den Durchschnitt der Linien 6 — 0 und c—v/a —0 ge- 
hen folgende: £/b + c— y'a —0. Wenn wir & und £' so bestimmen, dafs 
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die beiden Gleichungen identisch werden, was dann geschieht, wenn 
E=—u, &=—v', so erhalten wir die obige Gleichung 
e — ub — y'a = 0 
derjenigen geraden Linie, die zugleich durch M’ und W geht.) Nun 
ist auch: | 
(1. c+ub+ra = 0 | 
die Gleichung einer geraden Linie, und diese wird befriedigt, wenn 
zugleich: 
DoD ieee blofs c = 0) und —(c—pb—v‘a) = 0, 
(0-499 mm: 0 too Tuo es 0s :- cHub—ya = 0, 
(p d- p )b = 0 | - - bed. - |. eccwWb--Fyo: = a, 
d.h. die Durchschnitte von 4B und NM’, von BC und OM und von AC 
und O'//' liegen auf der durch (1.) dargestellten Linie. | 


Beilaufig bemerken wir, dafs wir 60 verschiedene gerade Linien 
erhalten, die, ähnlich der durch (1.) dargestellten, drei Durchschnitte der- 
jenigen Linien enthalten, welche die sechs Puncte O, O', IV‘, JV, M", M 
paarweise genommen verbinden. 
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| 26. 
Beantwortung der Aufgabe S. 212. dieses Bandes: 


„Kann 4^7—1, wenn p eine Primzahl und « eine ganze Zahl © 
und kleiner als p und gröfser als 1 ist, durch py 
 theilbar sein.” 


(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacob) 


M eraulafst durch vorstehende interessante Aufgabe, ersuchte ich einen | 
meiner Freunde hieselbst, Hrn. Busch, die Congruenz 

| a 
in Bezug auf den Modul ur für die Primzahlen bis 37 nach allen ihren 
Wurzeln aufzulösen. Das Resultat dieser Arbeit enthält die unten ste- 
hende Tabelle. Es ist darin den Wurzeln die Form a-+ pa’ gegeben, 
' wo @ und @’ positive Zahlen sind, die kleiner sind als x; zu dem a, das 
in der ersten Verticalreihe steht, giebt sie für u = 3, 5, 7, 11, 15, 17, 
19, 23, 29, 31, 37, welche Zahlen sich in der obersten Horizontalreihe 
befinden, das entsprechende a‘, damit a + ua’ eine Wurzel sei. So z.B. 
sind die Wurzeln von x?-— 1 (Mod. 37°) 

1, 2-- 2.37, 34- 17.37, 4 4- 8.37, 5+ 24.37, etc. etc. 
Ist o^ — 0, so ist eine in der Aufgabe verlangte Zahl gefunden. Die 
Tabelle giebt o'— 0, für | 

we | a 


11 SR RON u 
29 | 14. 
a) TER, 


Die einfachste Losung giebt 3° == 243 — 2. 11° 1; also auch 3° —1, 
wenn man die Vielfachen von 121 fortläfst. 
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2 o | 
Suite des notices sur les fonctions elliptiques. . (V. p.192) 
(Par Ib 0 5.7 Jacobi, prof. en phil. à Königsberg. ) 


( Extrait d'une lettre de l'auteur au redacteur de ce journal, du 21. Juillet 1828, ) 





J'ajoute aux formules données dans ma dernière lettre les développe- 
mens des fonctions elliptiques de seconde et de troisième espèce. 
Soit en adoptant la notation de Mr. Legendre, A=y(1—#:sin®®), 


"p d Pop 5 T 
EQ — ^39, E = ‘ef A^oQ, FQ yes y 1 en de maniére 
que /" est ce que je désigne par X: si l'on mét : 


2 K x td 
QT ME ULT; g=e*, 


conformément à la notation dont j'ai coutüme de me servir pour ma 
part, on aura: 

1) F!'EQ— E'FQ = 

9sin2a — 2 q^ sin4 x --39*? sin6x — drop br 
iix 2g cos 4 x — 2 q? TSG, acta. 0. 
q sin 2x q? sin 4 x q? sin6a& | 
lier Ug ger guae E leq. 
Mr. Legendre a demontré que lexpression suivante, dépendante des 
fonctions elliptiques de seconde et de troisiéme espéce: 

p 2 k? sin 44 cos A A sing? aug 4 ) 
a m. UA, 

reste la méme si l'on échangé entre eux les A A et Q. Si l'on mét 
o= gv oe SR 


log 


QT 





K 

A ET. je trouve qu'elle est égale a _ 
pd cos 2 (ac — a) + 2 g^ cos 4 (x — «) —2 g? cos6 (x — e)4-.... 
1 —2 q cos2 (x + a) 4- 294 cos 4 (x + @) — 2 q? cos 6 (zc -- e) -.... 
__ Lo fg sin2«e sin2x g’sin4esindx | g?sin6asin6a _ ; 
Pd | In T 2(1— q*) i: 3(1— q^) T : 
. formules symmétriques en & et x, et dont la premiere embrasse tous les 
cas des fonctions elliptiques de troisieme espéce, pourvü qu'on donne à 
& des valeurs réelles ou imaginaires quelconques. 

On peut remplacer les fonctions elliptiques par la nouvelle trans- 





cendante : 
39* 


" 
7 ; mn 
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1— 27 cos2x + 29* coskx — 29° cos6x + 29^ cos8Bx —.... = Ox. - 


AS XR A M 
S1 l'on mét —logg == =4, z=y—-l, on aura 


3) Ota) = Ox, 

Gabry) es cn 
N q 

5 e()- 

6 Efr+5) = 06 —9. 





? 


Soit 
—iyg. eO (4-5) en iy 2.6 9 (»— >) = e on 
on aura 
“i he pr 2sinz yg — 2sin3a Y 9? + 2sinday 9 — Qin Try gg"... 
On aura de plus: 
7) Hats) = — Hz, 


8) B(x4- 7) «2 ie me. 
q 


i w\ te Ha 

9 Ol&+) = I, 

KM vg 

10) Hio = 0, 

t N LL px 
11) Hie) TRE 
q 
Les fonctions elliptiques peuvent être exprimées par les fonctions Ox et 
Hx quon peut réduire à une seule au moyen des formules: ; 








À 2K x 4 Hex 
12) BAG RE — Vi Oa? | 
, EE 
m aiit yk H(e+ 5) 
‘ ) cos j= = Ve: OZ 
| O(x-- 
HAVE Nem E ar 2) 
7 Ca 


Les constantes A, &’, K se trouvent à l'aide des formules: 


2K \ : | 
15) VE —e(2) = x 2p por +29 tag + 
16) 2rK __ 90 MN 1—29 +29 —29 + 2,99 — se 


ot 


17) p —y,.9( t iv) EE H( 2) ce bu oy 9 Love Hi 
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La fonstion elliptique de. troisiéme espéce 2. devient simplement: 
O(w—a) y 
| O(c-EFe) 
On tire de l'équation (12.) les deux autres (13., 14.), le théoréme d' t 


ler sur la sommation des fonctions elliptiques, l'équation différentielle 


: I 2K 
sinam = = LA cos am Aa m mor, 


N 


et quantité d'autres formules, à l'aide de l'équation identique: 


18) H,O An) — HL, 2) 9 ( 7) = 
SH GR E yep pin eee yg 


ou en d'autres termes: 

19) (sin x Y^q —sin3x'V-q? +sin 52V g°°—...)(A—2q cos2X + 2q4 cos X— 20? cos6 X 4...) 
— (sinXY^q —sin3XV^q? sino XV q**—. Aw d cos4a: — 24? cos 6x +...) 
= 2 (sin ZZ vg — sin? Be a +s un yo — EX 
(cos E n, + den, V9 + er V9 + PM 
équation remarquable et aisément à démontrer au moyen des premiers 

élémens de la trigonométrie. ! 
| Les fonctions O(x) et H(x) peuvent être resolues en facteurs. 
On trouve 
Ox = C(1—29e08 2x Nr ee 49°) (1 — 29° cos2a-+ 9^) -- 
FE nn 
2,9. C sin (1— 29° UE d oy 24) DE Mur — 95? cos 2x: + 9")... 
C étant une constante. En appliquant SIRE à ces formules le théo- 
réme de Côtes, on trouve sur le champ la théorie générale de la trans- 
formation et de la multiplication des fonctions © ou H, et par suite en 
méme temps celle des fonctions elliptiques. En effet on a suivant le 
théorème de Côtes, 7 étant un nombre impair quelconque: 


20) 920 (x - 756 (x 423), BET: (pU EUM, = C'O (nx, 9»), ^ 


2 4 7, 2(n—1 1 n 
21) HoH (x 4-72) H(s 4-72). . UR c] = €'H (nz, 4"), 
C’ étant une autre constante. Nommons X”, k® les quantités qui dé- 
pendent de la méme manière de 9” que X, k de 2: on tire de la formule 


2Kx NO 2 H(x,q) 
PETER CR 
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cette autre | | 

2 Kx , e) ne H (x, g"\ ; 

| VEO (ax, 7) 
Cela posé, les équations 20., 21. étant divisées l'une par l'autre, on en tire: 
Qn K mx , E") Ana 


sin am: 


/ 


sinam ("7 





td sinam d sin Ai (4-25) sin am 2B (a+ er. ‚sin im (x + An 
ft 7t 7t 7t " 


ke» n n 
formule générale pour la transformation des fonctions elliptiques, telle que 
je l'ai établie le premier. On trouve d'une maniére analogue les autres 
iransformations réelles ou imaginaires attachées au nombre 7. 

Puisque les fonctions elliptiques s'expriment aisément à l’aide de la 
fonction Ox, on peut essayer réciproquement à exprimer celle-ci par 


les fonctions elliptiques. On y parvient en intégrant l'équation 1. Cela 
donne 


Or fn. FEQ—E'Fy 
22) TT — X vor 
7t 


ben 2 K. | 
@ étant toujours l'amphtude de ——. . On peut aussi exprimer la fonction 


Ox . P LI 

log VE VE) au moyen d'une intégrale définie. En effet la formule 2. donne 

= | 

ji O 24 * 9 k2 sin 4 cos À N \ A sing? 

^ 3) ae EV: 7 Xe ta, eee PO Caen Oe o 
PES y o Ag(i—k? sin 4 sing?) 


* 


— 257 EA — EFA). 


Mies à ie wing objets. Etant mis, comme ci- dessus, 





zK* 
" = — ogg = EF M 
on a 
Ox = 1-——2e7"cos2x + 2e7*^cos 4 x: — 2e?" cos6x + .. 
Miss TUM PE 09 | 
Hx — 9c *sinx—2e *sin3x-4-2e *sinóx—2e *sin?7x-..:. 


De la on tire 





24) 7 ge = 4a, o? H sel 40H 


Ow ? Ox? " | Cw 





: Ne fan 1 Jj? z À z 

I] existe entre les deux intégrales de l'équation — I AE Ix za, 
; : uU. D 6 

z == H, la relation 


H x 


| 


iz i) (— Sa, 
md et) gs ci 


OU 


© x 
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», 7 | " P a v O7z Adz rel 
Généralement z — (x) étant une intégrale de l'équation Das $2 De 
auire sera 

* à; z nd f xe), 
théoréme facile à vérifier. 


Soit 
psu yen —1—29--2$-—29p-4-2455—.... 


= Ver), = avs — oy +10 — 14v 7? 
Paul Mid s) Ja duarepYof ador Qf uo de Year 
o0 400 oH 40H 














on tire des équations == =, 957 = 35 les SEN Golan sul- 
vans de © et de H, savoir: 
P i (22)* : Qu.,:(2x)^0?*u (2x)° Ou 
33) O = 24 pag I 580908 Fosses, 1 
dv (2x)3 Ov (2x) dv , (2æ)'osv |— 
26) 2H = 2xv + 2.300 wa 9.3.4.50 v? | 2.3.4.5,6.70 w3 “hy: 
Cela donne ! N 
| (22c)3 dv (2:2:c)5 0? v (22)! 03 v 
97 am =a d ‘eS oma 2.300 RAS LT SP ee 
pase C VOR d ur, Bs TMS (Qa) du 
| 1280 1 1.9.3.4 60* {23450003 T 
On trouve les valeurs de js En et au moyen de la formule 
| E 


Ra, BEN 
Ck 9 K\2? 
kn) (ES ) 
7L 


laquelle se déduit aisément des formules connues. 


Mr. Poisson, dans ses savans recherches sur les intégrales deh- 
nies a fait connoitre plusieurs propriétés de la fonction Ox. Les mé- 
thodes délieates, propres à cet illustre géomètre, trouvent une belle vérifi- 
cation dans la théorie des fonctions elliptiques. Par exemple Mr. Poisson 
démontre dans le dix-neuviéme cahier de l'école polytechnique la for- 
mule remarquable: 


y! £4 2e LD ex 9 en 4 9 19m LL, 7, 
c ne INT, TEN Toys mr NIRE PC 27 ko DR as 


_ 9m 167% 
1+2e *+2e *-L2e *-L2e * 4... 


Soit x — + en mettant au lieu du module £ son complément #'—=v"(1—##), 


x deviendra e = ak Or on a 
À ac 
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14-29-27 +29 +29 +. 


y28 
7 
= 1--2e7*-4-2e-* --2e-7* 4 ees De 
et par suite, en REDEEM k en is 
yos Fa 167% 


ll 


1426 +26 fh oat cae fie : 
De la on tire sur le champ la formule de Mr. Poissoi. 


Nous ferons encore quelques remarques sur la théorie de la trans- 
formation. Le module x étant changé e A par une transformation atta- 
chée au nombre z, on aura une équation alsébrique entre x et A dont 
le dégré, relatif à l'une ou l'autre des deux variables, est egal à la somme 
des facteurs du nombre n. On trouve toutes les valeurs de YA en met- 
tant dans l'équation 

PE 2Y q+2V 9 +2V De ur 

| 14-29 -4-24*-- 29 5-4... 
g^ au lieu de 7, aa’ étant égal au nombre n. Soit 

Oy . Mox 
VE) via-e)-rrs 

léquation différentielle à laquelle on satisfait par une expression ratio- 
nelle de y en x, dans laquelle x monte jusqu'à la 2""* puissance: on pourra 
exprimer M rationnellement en x et ^ au moyen de la formule generale 


n(k— k? :)04 
MM = —2)0x 1 


Eliminànt A au moyen de l'équation modulaire, on aura une équation du 
méme dégré entre £ et M. Ces équations entre £ et M jouissent d'une 
propriété remarquable. Savoir, 2 étant un nombre premier quelconque, on 
peut exprimer linéairement la moitié des valeurs de YAM au moyen de 
lautre moitié. En effet si l'on designe par M, M’, M", HW", ..., MC» 
les racines de l'équation du (z--1)*"* degré trouvée entre M et k: on 
aura 


ym = Won? 2) 4 

VM om AX M 40 + ag... pa), 

VM V A4 A uh 44 0 4 TRU Ne, 
(MI mA AR BAR Ba + s IAE ut m AC) 


° e w e e e o “ « e e. e e 


( 


e P! o . e * 


2 


~ 
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a, P, etc. étant les racines imaginaires de l'équation. x” — 1. Donc 
on peut exprimer linéairement les racines quarrées des 2 + 1 raci- 


2 ; 1 
nes par d'autres quantités dont le nombre n'est que ri Cela donne 


le théoréme énoncé, un des plus importants dans la théorie algébrique de 
la transformation et de la division des fonctions elliptiques. On aura le 
méme théorème par rapport aux équations qui donnent AM, AM, etc. en £. 
Une équation semblable pour 2 — 5, x = AM est 
x" — 10k a? 35 4° xt — 60 P a? + 55 fa — x (26 + 256 (6 — £)) +5 b= 0. 
Si lon fait x = y--£, cette équation se change en cette autre plus 
simple: | 
y? — 4 E y* — 256 (E — 1) d- ky) = 
On pourra satisfaire par l'analyse des fonctions elliptiques à une de- 
mande d'Euler à l'égard du théorème de Fermat, que tout nombre 
entier est la somme de quatre nombres quarrés: savoir de demontrer que 
la quatriéme puissance d'une série 

A+ Ag+ AMG + ANG + ATG +. 
puisse contenir toutes les puissances de y. En effet je trouve 


(+) = A LACE +29 +29 +. 
ge. 


16 24 

EE OA 2 + d sti u Fars 
ae S g^ TT 
VRR GR TONES TR NO. chien Era 
11H82 Pp) ig? $39? 437? HIFI FIT FH 
p étant un nombre impair quelconque et Q(p) la somme des facteurs 
du nombre p; formule dont le théoréme de Fermat est un corollaire. On 
tire encore de cette formule et d'autres semblables des théorémes sur 
le nombre de toutes les décompositions possibles d'un nombre donné en 
quatre nombres quarrés. Un théorème semblable a été proposé dans le 
deuxiéme cahier p. 191. En examinant avec attention l'algorithme de 
l'analyse qui conduit à ces résultats remarquables, on parviendra à éta- 

blir des nouvelles méthodes dans la théorie des nombres. 











Les fonctions elliptiques différent essentiellement des transcendantes 
ordinaires. Elles ont une maniére d'étre pour ainsi dire absolue. Leur 
caractére principal est d'embrasser tout ce qu'il y a de périodique dans 
lanalyse. En effet les fonctions trigonométriques ayant une période réelle, 
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les exponentielles une période imaginaire, les fonctions elliptiques em- 
brassent les deux cas, puisqu'on a en méme temps 
sinazn(u-|-4K) = sinam (u) 

| sin a z1 (u -27 K^) = sinam(u), 

i étant — y—1. D'ailleurs on démontre aisément qu'une fonction ana- 

lytique ne saura avoir plus que deux périodes, l'une réelle et l'autre 1ma- . 

ginaire ou l'une et l'autre imaginaires. Ce dernier cas répond à un mo- 


dule £ imaginaire. Le quotient = E des deux périodes d'une fonction propo- 


sée détermine le module £ des d elliptiques par lesquelles elle doit 


être exprimée au moyen des formules 15., 17. Ii conviendra peut être à 
> : ^ Re . K' 
introduire dans l'analyse des fonctions elliptiques ce quotient — comme 


module au lieu de A. A l'égard de ce quotient jai uh 


„que À ne change pas de valeur, si l'on écrit au lieu de 7 — — l'expression 
bK-+ib’K' _ KK'—i(abKK+a'b'K'K') 
aK--io'K' ~~ aa KK + «' a! KK ? 
„a, a’, b, b’ étant des nombres entiers quelconques, @ un nombre 
» impair, 6 un nombre pair, tels que ab’ — a’b =1;” 
théoréme remarquable et qui doit étre envisagé comme un des théo- 
rèmes fondamentaux de l'analyse des. fonctions elliptiques. 

Les méthodes qui m'ont conduit à la théorie générale de la trans- 
formation des fonctions elliptiques s'appliquent également à une classe très 
étendue d'intégrales doubles, triples, et méme d'intégrales multiples d'un 
ordre quelconque. Un premier essai sur cette matiére épineuse à été 
donné dans un petit mémoire qui.a pour titre: 

»De singulari quadam duplicis integralis transformatione” 
inseré au second volume de votre journal. 

Vous voyez, Monsieur, que la théorie des fonctions elliptiques est 
un vaste objet de recherches qui dans le cours de ses développemens em- 
brassent presque toute lalgébre, la théorie des intégrales définies et la 
science des nombres. Quel titre de gloire pour lillustre auteur du traité 
. des fonctions elliptiques, que d'avoir créé cette belle théorie et d'avoir 
allumé ce flambeau à la posterité. 
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| 28. 
Demonstratio duarum celeberrimi Gaussii propositionum. 
( Disqu. arithm. p. 17.) 
(Auct. Th. Clausen.) 


Denotent (a), (#, B), (a, D, y), etc. quantitates, quae ita a se invicem pendent: 
j (a) — Oy, 
(4,0) = (a) +1, 
(2, B, y) = y (e, (2) + (& 
(e, Q,,0) = daß, y) + (2,0), etc. 
ubi lex progressionis obvia est. Nunc dico, si fuerit: 
(1) (GB... A p)(B y... an) — (e, D. x, X) (B, Yu) = Eh 
fore etiam 


(e, D... B, V) (B, y... A, p) — (a, .... A (B, y... v) = + 1; 
in qua serie numerus quantitatum «,ß.... unitate auctus est, Habemus enim: 

(a, Q....u,v) = v(e,Q....A, p) + (e... A); 

(By... M, v) = (By... p) + (oy 4%), j 
quibus valoribus in aequationem posteriorem substitutis, aequatio(1.) staum 
sequitur. Nunc vero, cum sit: 

(a, 8, y) B — (e, B) (B, y) — (e By 4- a 4-00 — («8 4-1) (By 43-1)  — 15 
vel cum aequatio (1.) valeat pro numero quantitatum c,  ..... 35 sequitur 
illam etiam pro numero 4, omnibusque ulterioribus valere, sumto signo 
superiore, quando ille est par, inferiore vero quando est impar. 

Cum sit: (e,B....«, 4) = A(a,B....4,%) + (e,Q....0,2; 
| (7,0... UN) = AT. N) + (7,0... £5 V); 
erit: (5,6... 9 1) (es Bene ety) Ee (08. Ey) (65 B.) 
pes Og EIS AT, DD... by) LE (T0... A) (RD 
si enim aequatio prior in partem aequationis primam, posterior in se- 
cundam substituantur, aequatio fit identica. Eodem modo habetur: pars 
posterior aequationis 
= (7,0..../5x) (6,À ....0,0) H-.(7,0. 5. 2) (e, D... 09); 
unde concludere licet: 
(7,0) (e, B... 475,0) + (7) (e, B+. +0, 7) — (7,0. ...0, y) (e 2) + (0,0... 8,0) (0), vel 
TO (e. D....0,0) - v (00, (3....0,7) -e,(3....m,0) —(eß(7,0... 8 y)-Ha(r,0...50)+ (7, € ».0,ÿ); 
7(&ß...80)+ (a, B....7,e) = a(7,0....,Q) + (7,0....0, y); vel denique 
(2) (e«,Q....0,7) = (r,0....f,a). 
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Lehrsatz. (Zu beweisen.) 
(Von Herrn Dr. Hellerung zu Wismar. ) 


-— 


Ein Kegelschnitt und eine Gerade liegen in Einer Ebene. In der Geraden 
nehme man eine ungerade Anzahl von Puncten, und bezeichne sie ın 
willkührlicher Ordnung durch 1, 2, 3... 272-]- 1. Sieht man nun diese 
Puncte als Durchschnittspuncte der gegenüber liegenden Seiten einer in 
den Kegelschnitt, übrigens wilkührlich zu beschreibenden Figur an; so 
werden die 477 + 2 Seiten derselben sich zwar meistens kreuzen, aber 
die Figur wird stets eine geschlossene sein. | 

Nemlich durch den Punct 1 zieht man wilkührlich eine erste 
Gerade, welche den Kegelschnitt zweimal schneidet; durch einen dieser 
Durchschnitte und den Punct 2 zieht man die zweite Gerade; durch den 
noch freien Durchschnitt dieser. zweiten und den Punct 3 die dritte; u. 
s. w. durch den noch freien Durchschnitt der 27mten Geraden und den 
Punct 272 +1 die 272 + 1te Gerade. Alsdann durch den freien Durch- 
schnitt dieser Geraden und den Punct 1 die 272 + 2te Gerade u. s. w. 
in derselben Ordnung der Puncte. Wenn man nun zulezt durch den 
noch freien Durchschnitt der 475 + iten Geraden und den Punct 27» +1 
die 4m + 2te Gerade zieht; so mufs diese allemal durch den noch freien 
(qurchschnitt der ersten Geraden gehn, und so die Figur schliefsen. 


Mehrere Lehrsatze und Aufgaben bleiben diesesmal wegen Mangel an Raum zurück. 
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Remarques sur quelques propriétés generales d’une 
certaine sorte de fonctions transcendantes. 
(Par Mr. N. H. Abel de Christiania. ) 





x 1. 
Si x désigne la fonction elliptique la plus générale, c'est-à- dire si 


ww fr > 


où r est une fonction rationnelle quelconque de x, et Rune fonction entière 
. de la même variable, qui ne passe pas le quatrième degré, cette fonction 
a comme on sait la propriété très remarquable, que la somme d’un nom- 
bre quelconque de ces fonctions peut être exprimée par une seule fonction 
de la même forme, en y ajoutant une certaine expression algébrique et 
logarithmique. 

Il semble que dans la théorie des fonctions transcendantes les géo- 
metres se sont bornés aux fonctions de cette forme. Cependant il existe 
encore pour une classe trés étendue d'autres fonctions une propriété ana- 
logue à celle des fonctions elliptiques. | 

‚Je veux parler des fonctions qui peuvent être regardées comme 
antegrales de différentielles algébriques quelconques. Si l'on 
ne.peut pas exprimer la somme d'un nombre quelconque de fonctions 
données, par une seule fonction: de la méme espéce, comme dans le cas 
des fonctions elliptiques, au moins on pourra exprimer dans tous les cas 
une pareille somme par la somme d'un nombre déterminé d'autres fonc- 
tions de la méme nature que les premiéres, en y ajoutant une certaine 
expression algébrique et logarithmique *). Nous démontrerons cette pro- 
priété dans lun des cahiers suivans de ce journal Pour le moment je 
vais considérer un cas particulier, qui embrasse en méme tems les fonc- 
tions, elliptiques, savoir les fonctions contenues dans la formule 


, v fv 


*) J'ai presenté un mémoire sur ces fonctions à l'académie royale des sciences de Paris vers 
la fin de l'année 1826. Note de l'auteur. 
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R étant une fonction rationnelle et entière quelconque, et r une 
fonction rationnelle. 
Ww dà 

Nous allons d'abord établir le théoréme suivant: 

Théorème I. Soit ®x une fonction entière dex, décom- 
posée d'une maniére quelconque en deux facteurs entiers 


Q,x et Q,x, ensorte que Qx — (Q,x.Q,v. Soit fx une autre fonc- 
tion entiére quelconque et 


Ufa oom | 
2. pe =f en 


où & est une quantité constante quelconque. Désignons par 
0,02) sine CCC APA d quantités quelconques dont 
l’une au moins Soit variable. Cela posé, si l'on fait 

+ aa Ho tuae sss de tua). (lot Fat on) Qu 

2nd ln en tone! tan eine 
ou 4 ne dépend pas de x, je dis qu'on aura 

| 4. &xpx, +e dx, + 3%; dr... $e, Pe, 
= Kerne ee e Heo eigen) cra 
ga 

où € est une quantité constante et r le coéfficient de A dans 
le développement de la fonction 

SHORE Jog {@orhare ro... + ane") Y (gi x) + (Cobos odi. TE 
(x—a) Y px" (ao a1 De Ha) Y (9, c") Y (Pz ac) — (tote: cH... +... +om&”)V (pa x)? 
suivant les puissances descendantes de x. Les quantités ¢,, 
$5... & sont égales à +1 ou à — 1, et leurs valeurs dépen- 
dent de celles des quantités .x, (2) 4:2 Xy 

Désignons le premier membre de l'équation (3.) par Fx et faisons 

pour abréger: | 
5. 0x = a,--ax--ex-....- 4, 

0x = c+cx+en+....+c,x, 


6. Fx = (0xy.Q,x — (0,2y.Q,x. 
Celà posé, soit x une quelconque des quantités &,, 4,,. : : : Ty; On aura 
l'équation 


nous aurons 


T. Fax md 
De là, en différentiant, on tire 


8. F'x.0x-FOFx — 0, 
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en désignant par F’x-la dérivée de Fx par rapport à x, et par 0 Fx la 
différentielle de la méme fonction par rapport aux quantités a@,, a,, 
Woy + ++ 5 Coy Cas Cas +--+ Or en remarquant que Q,x et @.,x sont in- 
dépendants de ces dernieres variables, l'équation donnera: 

9. ÔFx = 20x.Q,x.00x —20,x.(Q,2.00,x, 
donc en vertu de (8.) | 

10. F'x.0x = 20,x.@,x.00,x — 20x.Q,x.00x. 
Maintenant ayant fx —0— (0x).@,x —(0,x).@,x, on en tire: 
11; 10x Qm =e 26,0. y,.0.2;3 

ou £—--1. De la vient 

dr. OT e s0 ai (D y. Qr) 40,2. (Qa), 

0 ai Qi xim On. Va 0, 2), 2m 202.5 (02), 


donc lexpression de F’x.0x P ITA étre mise sous la forme 





124 F0 e. oz. Y: z— 0,r.002z]. (Qa). 
Céla donne, en multipliant par e. vba dom st 
13 aes OF __ fo. (202.00, x —20, x. 90) 
"tx — a) Y(gpa) :. | (x — e) Flac ) 


En faisant pour abréger 
144 A(x) = 2/2(02.00,2 — 0,x.00x), 
il viendra: 
th nt nie una 
*' (ac— «) -a)V (px) (a—a). Fx’ 
où Ax sera une fonction entière par rapport à a. 
Désignons par Zlx la quantité 
1,1, +13, +...+Tz,; 
et remarquons que l'équation (14.) subsiste encore en mettant l'une quel- 
conque des quantités z,, 2,,.... æ, au lieu de x, cette équation donnera 


_ fx.d2 0x ARV TN 
19. UE. Y SEVERI m a E —— du 


Cela posé, on pourra chasser sans difficulté les quantités z,, 2,,.... x, 
du second membre. 
En effet, quelle que soit la fonction entière Az, on peut supposer 
Ar = (x—a).Àx+Aa, 





Y . ey ° À REA . 
ou A,x est une fonction entière de x, savoir — ^. En substituant 
cette valeur dans (15.), il i 
{ em 
16. dv mos — Ae. GI or 


41* 
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Maintenant d’après une formule connue on aura : 
1 | 1 
4 RUDI Y Puy o RER 
ayant égard que 
Fa = dA(a—z,)(4—2,)....(a—4£,); 
donc wes 


E Aoc 
18. du = TH i 


! 4 iv ruv 
Il reste à trouver Z Wu Or cela peut se faire à l'aide de la formule 











(17). En effet en ME Le selon les puissances descehdantss de 


a, il viendra 


1 1 1 1 1 | E ack 
19. Fa LI ixbtpixtiq pid em. 


Y . k , ee . 1 £ r 
dou lon voit que 2 i a est égal au coefficient de s dans le dévelop- 
1 k 
pement de —, ou bien à celui de — + dans le développement de FI De 
Fa a Fa 
' À 
là on voit aisément que x ou A,x est une fonction quelconque en- 


ira , ua). 1 N 
tiere de x, sera égal au coefficient de — dans le développement de la fonc- 





. À I . | 1 » f , 
tion —— selon les puissances ascendantes de —. Si pour abréger on dé- 
: Fa x 1 


signe ce coefficient compris dans une fonction quelconque r développable 
de cette manière par IIr, on P 
A, x 


20. I “el rm 
Or la Forms (16.), en EN Ret par Fx.(x—«), donne 


bep. Asx seth. de 
21. maar M Ip - 





en remarquant que IL est toujours égal à zéro. Donc l'éxpres- 
sion (16.) de dv deviendra 

22. dus s A: 1-— 
Maintenant on a (14’.) 


he = 2fzx.{0x. 00,2 — 0, 5.00], 
. donc en mettant A au lieu de x, 
Ad = 2fa(0a.00,*« — 0,2.00aj. 
En vertu de cette expression et en substituant pour Fx sa valeur 
(02). Q, a — (0,2). Q,€, on obtiendra 


us 


# t 
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AP 2fa.(8e.00,a—0,a.009) , 7 2fx 04500,m—-0; 2.004 
PS I IH ur TI lu I 1 Saale 

| (0a)*.9, € — (0, «)?.p, a esa (02)? sg rac — (0, )* 1g zac 
On trouvera aisément lintégrale de cette expression; car en remarquant 
que fa, Q,a, Q,a, fx, x—^«, P,x, P,x sont des quantités constantes, on 


aura en vertu de la formule 


Vp HL. Sm 1 8. ar), 

















p^m—q^n^ 2Y(m. pin pV m—qvYu 
Qiu nemi mice ee (EV mE Oa (pua 
i d» RE Y (ga) Y (9, «)— 0, e. Y (9, a) 
AN MAY Ox. Y (ps 20) He 0, 60. Y pa m) 
F oes a) Y (qo)' log lo Y (fx CEU SYNC 


Or l'équation (15.) donne 


ef fx.0x 


(x—a)V (pax) — wur 


yh c AO oc 
dp a CEA I 


et désignant par &, &, - ++ » €, des quantités de la forme +1, on aura 
la formuie 


donc en faisant 


ex, tar + ax +. ..te ea, — 


| ru. Lt i. ge .V (o, e)--0,«. Yig.e 
25 V pa 98 Ga. Y (9p, @)—O, a. Y (9; 
0x. Y (o, 2) -0, x.V (9, x) 
+ ren SE Y (g2)250, x. RUM 
qui s’accorde parfaitement avec la formule (4.). 





/ 








Les valeurs de ¢,, &,.... €, ne sont pas arbitraires, elles dépen- 
dent de la grandeur de &,, X,, .. .. x, et celle-ci est déterminée par 
l'équation 

munt 0x. V (Q,x) = :0, x V (Quo), 
équivalente aux équations 

26. 0x,. v (Q,2,) = & IV (RR); 02, y (Mr) — 6 0 Xs V (MR); 
Gz, VO, Ty) <= Eu 0, c uv (D; Tue 
D'ailleurs les quantités ¢,, &, .... s, conserveront les mémes valeurs pour 
toutes les valeurs de z,, 2,, .. .. z,, comprises dans certaines limites. 
I] en sera de méme de la constante C. 
| | " 
La démonstration précédente suppose toutes les quantités 2,, z 3 

z,, différentes entre-elles, car dans le cas contraire fx seroit égal 

à zéro pour un certain nombre de valeurs de z, et alors le second mem- 
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bre de la formule (14.) sé présenteroit sous la forme 9. Néanmoins il 
est évident, que la formule (25.) subsistera encors dans le cas méme, ou 
plusieurs des quantités 7,, 2,, .... æ, sont égales entre- elles. | 


En faisant x, = 2,, on aura (26.) 
Dx, pr) Em e Vi V (Dir). EUR V (0, 4), : 
et cela donne, en supposant que 0,x@,x et Üx.@,x n'aient pas de diviseur 
commun: 
EME 8e 

En vertu de cette remarque on aura le théorème suivant: 

Théorème II. Si l’on fait 

07:5 (02). Pia (@r). Qr = A . (x —a,)"* (x — zy" eO (@—2,)"4, 

où les fonctions entières 0x.@,x et 0,x.@,x n'ont pas de divi- 
seur commun, on aura: 

e, m, Np z, + emdx, + sm Ya; +... d e, mr, = 

Ca fox 1b PLACE Dr at ARE 








20: Y (pe) Oa.V(pia)—0,a.V (9,«) 
HU. ^ ufu le 
+H (xay pa) 8 Do V (g; x) — 0, x. Mi 
4. 


Si lon suppose fx divisible par z —«, on aura f& — 0, donc 
en mettant fr.(x—a«) au.lieu de fx, il viendra: 

Théorème III. Les choses étant supposées les mêmes 
que dans le 2. Théorème, si l'on fait 

AR a LF rod 
Mtn Y (go) 
ou fx est une fonction entiére quelconque, on aura 
29. &m Sur u e, 71,2, .... + em, spa, 


EHI UA NEM E MEE DEP MN 


Fa! "Mae. VY (9, 2) — 0, x Y (px) 


re 


J. 

Si dans la formule ci-dessus on suppose le degré de la fonction 
entière f(x) moindre que la moitié de celui de Oz, il est clair que la 
partie du second membre affecté du signe Il, s'évanouira. Donc on aura 
ce theoréme: 


Theoreme IV. Si le TOME de la fonction entière (fx) 
est moindre que celui de ®x, et qu'on fait 
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fx.0% 


den (z—e)Y (ga) 


"on aura | 
30, em, ax, + & mz, +.. z oum 


— 5 TX 0 c. Y (¢,a)+0,0.V (pa) 
7 Var Y (g c)' log I5: .Y (9,0)— 01e .Y (o, ai 


6. 
En faisant fa = 1 dans le théoréme précédent et différentiant 
k— 1 fois de suite, on aura le théorème suivant — 


Théoréme V. Si l'on fait 
id dur 
ve = [ve 








on aura | 
e m,spz, Lem’, d... d emos, 
d'hier ql no coma RR [Pe Y Gre +00. V ga 
TTS £2... (k—1): 005-7 (ga) " 5 Üc.Y (p,c)—0,ce.V (p.c) 
7. | 


Si dans le théorème IIT. on suppose le degré de (fx)* moindre que 
celui de Pr, le second membre se réduit à une constante. Cela donne 
aisément le théoréme qui suit: 

Théoréme VI. Si l'on désigne par Wz la fonction 

(052- 0, c L0, x? - .... 2-0,. 6") 0x 


————————————— ——————————————— HO M 


: VA, poet Bao Ba ^ 
ic 


v 
ou y'—-—5——1,51v est impair, et y/— ;- —2 si y est pair, on 


aura toujours: 

31. ¢,m,)(2,) + & m, (22) 4- ...-d- e,m, sp (x) = à une constante. 
On voit que v’ a la méme valeur pour y — 272 — 1 et pour v — 27n, 
savoir y/— n — 92. 


a 


8. 
Soit maintenant 
Ox 
we = [TI 
Y (go) : 
ou r est une fonction rationnelle quelconque de z. Quelle que soit la 
forme de r, on pourra abd faire 


X Vechta mr 


ou fz, ri; fx, .... f,æ sont des fonctions entières. Cela posé, il est 
clair qu'en vertu des théorémes III. et V. on aura le suivant: 
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Théoréme VIL Quelle que soit la fonction rationelle 
r, exprimée par la formule (32), en faisant 


4 ER A onn 0x.Y (q,x)4-0;-x.Y (pix) ... 
ESTER Ba uum) Gavin o 
on aura toujours: 


e, mam, +8, mex m, +... tem, p x, = Ot ve Lx) 


Ä 1}, Ohrt fe 1, (059 11 fu 
34. "OY toe, Yu) TE md Vigan) » .logxz,—.... 


REN SE 
C Ik. dake V (900) 


en representant par T‘(k) le produit 1.2. ge Np EN 
9, 


Précedemment nous avons considéré les quantités x,, x,, .... x 





log X Qus 


u 
comme des fonctions de 6&,, Gy G5 see + Coy Cyy Coy © + + + Supposons 
maintenant qu'un certain nombre des quantité x,, 2,, .... T, soient 
données et regardées comme des variables indépendantes; et soient Ti, 
MS ce DEN: quantités. Alors il faut déterminer @,, @,,.... €, Cys eee 
de manière que le premier membre de l'équation (3.) soit divisible par 

(r—z,)(x—2z,.-...(r—z,) 
Cela se fera à l’aide des équations (26.). Les y’ premières équations 

Oxo) mm STATUTS 

0x,.V (Q,x,) = £0, 1;. V (Par), 

Oz VOS) = Eu Eu m i2, V. T, ) 

donneront un nombre w‘ des quantités SSI MT Se RITE UI n FIR expri- 
mées en fonctions rationnelles des autres et de z,, 1,, .... x; ¥ (02), 
V (0 2;), AEN boul v(Px,). 

Le nombre des indéterminées @,, &,, + . . . ds Cos Ci s+ ig, RED 
est egal à m --n-]-1; donc, comme il est aisé de voir par la forme des 
équations (35.), on pourra faire u' — 7 -l-n-]1. Cela posé, en substi- 
tuant les valeurs de @,, @,,.... ... 05, ©, +»... dans les fonctions Oz, 
6,2, ...., la fonction entiére (92). Q,z — (0,2). 0,2 deviendra divisible par 
| (r—2,)(1—23) .... (@ —2,)- 

Désignant le quotient par R, on aura | | 
36. R = A(e—27,4,)(@ ayy) se (a —ax) 
Done les k— u^ quantités Zus Luttes +» + + Puy Seront les racines d’ane 
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e 


équation R=0 de degré p — u', dont tous les coëfficiens sont exprimés 
rationnellement par les quantités z,, x,, 25, .... cd MCA Dig CD Wale et 


Y (Q2,). 
Faisons À 
£, —— EEE = ], 

DRE Eu fo ne Ty 
qim 42 = 34 - Re Rh 
Hy up yo. my 

cn aura, en désignant par Ÿ(x) la fonction vss 

3T. va x... jaya D, —....— a, 
-— u— Py, — —#ŸY:— on à omm ys 


ou v est une expression algébrique et S ud Les quantités z,, 
Way se Day) Tuy Tes ee. 2,, sont des quantités variables quelconques, et 
Vis Yoo ++ ++ y» Seront déterminables à l'aide d'une équation du degré y’. 

Maintenant nous verrons qu'on pourra toujours rendre y‘ indepen- 
dant du nombre p,-]- u, des fonctions données. En effet cherchons la 
plus petite valeur de y. 

En supposant indeterminées toutes les quantités Quod LC 
€,5 +++, il est clair que p sera égal à l'un des deux nombres 27 + y, et 
om -]- v, , où y, et v, représentent les degrés des fonctions P dS À ui p. ex. 

B= Qn + y,, 
on doit ayoir en méme tems: 
BUS -21 +; 


d'où, en ajoutant, on tire 


PSm-+n+-3— n 


=u—p=um—m—n— 1, 


ou 


donc 


(= Yı +; 
T E 
sir GAR ? 


ou bien, désignans le degré de @x par v, 


38. NS 1. 


. - j— 1 vy 
De là on voit, que la plus petite valeur de v' est —— ou 5 — 1, selon 


-— 


que y est impair ou pair. 
Done cette valeur est indépendante du nombre u, + 4. des fonc- 
tions données; elle est précisément la mème que le nombre total des 
Crelle’s Journal. LI, Bd. 4. Hft. 42 
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coéfficiens à, 0,, das + . . . dans le 6"* théorème. On aura maintenant 
ce théoréme: 


Théorème VIII. Soit Lx = Vr ou r est une fonc- 


tion rationnelle quelconque de x, et Qx une fonction entiére 
de.degré 2» —1 ou 2v, 6t soient Yuan Mal Ws X15 pp e UN 
des variables données, Cela posé, quel que soit le nombre 
m + mm des variables, on pourra toujours trouver au moyen 
une équation algébrique, y —1 quantités y,, ys, +--+ Yon, tel- 
les que: j| 
39. patates. nu, m px PH Pee en os 
= v+e. dy bay tee 4e dy, | 
v étant algébrique et logarithmique, et &, &, . . . . $., éga- 
les à --1 ou à — 1. 





On peut ajouter que les fonctions y,, Ya, .... Vy. restent les mé- 
‚mes, quelle que soit la forme de la fonction rationelle r, et que la fonc- 
tion v ne change pas de valeur en ajoutant à r une fonction entiére 
quelconque du degré v — 2. 


10. 
Les équations (35.) qui déterminent les quantités &, e, .. . . 
Cos €, «+ + - . deviendront en vertu de la formule (39.) 


Ox, > Y (®,%) = 0, 9, v (®, 2)5 Bos V (, x) =— TT 0, ps Y (0,2), 
40, 0x. Me = 0, Ce es Ox; WY = — 0,%,. OR 
82, (92) N NR er. x e. s 


Pour qp ud Bb ES ele Epes eS DIL AUTOS A 
0y,. y (0, y; — 80, y. V (Gy); 
44 Üy,. MA — NY? 


pe /—1 V@y ax dis ET LS. y, V9 NE 


Les fonctions y,, y,, . . . . Y,_, sont les racines de l'équation 


"o eor Hy. Par (9: y) ed pe ee on 
(Y—7:)(7 —x,).. (y —Xu,) (y —2a,)(y —2)....(y7—x,,) 


; J-»—1— . Fa 
Le degré de la fonction 0y est n = a i i s et celui de 
0,y est zn — n--w—v. 


L4 
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Lis 
. La formule (39.) a lieu si plusieurs des quantités $,, 2,4... , 
UM x^; .... sont égales entre elles, mais dans ce cas les équations (40.) 
ne suffisent plus pour déterminer les quantités @,, &,, .... Cos Gy ... .5 
Car si p. ex. X, — X,—....:-—,, les À premières des équations (40.) 
deviendront identiques, Pour avoir les équations nécessaires dans ce cas, 
soit pour abréger | 


0x. (Q, x) — 0,2. V (Q,o) == Ax. 


| - Ax . L 2 ^ . 
L'expression YOU" à doit avoir une valeur finie en faisant x —x,. De 
L— 04 


Ja on tire d’après les principes du calcul différentiel, les # équations 
HD TC 0 N 05 Mea = OS: aber NT Di, 0 
et ce sont elles, qu'il faut substituer à la place des équations 
j Aa —0, At, =0, .... AX, =O, 
dans lesens ou 7" nr 


42* 


# 
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31. 
Ueber die Krümmung einer beliebigen Fläche 
in einem gegebenen Puncte. 
(Von Herrn Dr. Plücker zu Bonn.) 


1. In die Reihe der zierlichsten Resultate, zu welchen die allgemeinen 
Untersuchungen über krumme Oberflächen geführt haben, gehört unstrei- 
tig auch der von Euler zuerst bemerkte Satz, dafs jede Fläche ın je- 
dem ihrer Puncte nur zwei Krümmungen hat, und die Richtungen die- 
ser beiden Krümmungen auf einander senkrecht stehen. Dafs dieser 
Satz allen möglichen continuirlichen, d. h. durch eine Gleichung 
darstellbaren Flächen zukommt, beruhet offenbar darauf, dafs ein 
Element einer solchen Fläche im Allgemeinen als ein Element einer 
Fläche zweiter Ordnung in allen denjenigen Beziehungen anzusehen ist, 
wo in der analytischen Entwicklung nicht höhere Differential - Coeflicien- 
ten, als die der zweiten Ordnung, in Betracht kommen, oder mit andern 
Worten, wo wir auf der Fläche nach jeder Richtung hin nur drei auf 
einander folgende Puncte, oder, was dasselbe heifst, nur zwei geradlinige 
Elemente berücksichtigen. Zugleich erblickt man aber auch auf diese 
Weise, dafs der Eulersche Satz für gewisse Puncte seine Anwendung 
verliert, nemlich für solche Puncte, in welchen die Berührungs- Ebene 
mit der Fläche einen Contact höherer Ordnung hat, wobei zugleich mit 
den ersten Differential- Coefficienten (bei gehöriger Coordinaten - Bestim- 
mung) auch die zweiten verschwinden. Alsdann kann man aber noch 
immer nach den Krümmungsrichtungen der Fläche, d. h. nach denjeni- 
gen Richtungen fragen, nach welchen man zu Puncten der Fläche kommt, 
in denen die Normalen der Normale im Berührungs-Puncte begegnen. 
Die Absicht dieses Aufsatzes geht nun eines Theils dahin, den Euler- 
schen Satz in sofern zu vervollständigen, dafs jene Krümmungsrichtun- 
gen bestimmt und geometrische Beziehungen derselben nachgewiesen wer- 
den sollen. 

Ferner hat Euler ebenfalls zuerst gezeigt dafs, wenn man durch 
einen gegebenen Punct irgend einer Fläche nach allen beliebigen Rich- 
tungen Normalebenen legt, von allen, auf diese Weise auf der Fläche be- 
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stimmten Durchschnittscurven, diejenigen in dem gegebenen Puncte ein 
Maximum oder Minimum der Krümmung haben, welche in den beiden, 
die Krümmungsrichtungen der Fläche enthaltenen Normalebenen sich be- 
finden; und dafs, wenn die Krümmungen nach diesen zwei Richtungen 
bekannt sind, sogleich sich die Krümmung nach jeder beliebigen dritten 
Richtung bestimmen läfst. Für die in dem Obigen schon bezeichneten 
Puncte ist, nach dem gewöhnlichen Ausdrucke, die Krümmung nach 
allen Richtungen hin Null, d. h. der Osculations- Kreis und überhaupt 
jede Osculations- Linie zweiter Ordnung geht in eine gerade Linie über. 
Aber nichts desto weniger lassen sich die nach verschiedenen Richtungen 
genommenen Krümmungen in solchen Puncten unter einander verglei- 
chen, und für das Maafs solcher Krümmungen können wir allgemein 
den reciproken Werth des Parameters p einer Parabel der 2 Ordnung 
(1.2....n)py = x" 

nehmen, wenn der Contact von der (n—1) Ordnung ist. Wir können 
also auch nach einem Maximum oder Minimum der Krümmung fragen 
und uns die Aufgabe stellen, die Krümmung nach einer beliebigen Rich- 
tung zu bestimmen, wenn dieselbe nach gewissen Richtungen schon be- 


kannt ıst. 
2. Es sei, in.der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten, 


(1) v=906y,9)=0 
die Gleichung der gegebenen Fläche. Zugleich sei der auf der Fläche 
gegebene Punct zum Anfangspuncte der Coordinaten und die Tangential- 
ebene in diesem Puncte zur Ebene der x, y genommen, wonach also die 
Normale, Axe der z wird. Die Normale in irgend einem andern Puncte 
der Fläche, dessen Coordinaten x, y und z sind, hat, auf die Tangential- 
ebene projicirt, folgende Gleichung: 

Y—y= AR), 
indem wir Y und X als die les veränderlichen Gröfsen (coor- 


données courantes) betrachten und 65) aus (1.) in der Voraussetzung 


." herleiten, dafs z constant sei. Soll die Normale der Axe z begegnen, so 
~ mufs offenbar ihre Projection durch den Anfangspunct gehen. Hiernach 
erhalten wir folgende en 


Mh 
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Diese Gleichung stellt, indem wir x, y und z als veränderliche Gröfsen 
betrachten, eine Fläche dar, deren Durchschnitt mit der gegebenen Fläche 
diejenigen Puncte bestimmt, denen Normalen entsprechen, die der Nor- 
male im Anfangspuncte begegnen. Diese Puncte liegen im Allgemei- 


nen auf einer Curve doppelter Krümmung. Wenn (7) unabhängig ist 


von Z, d. h. wenn die Gleichung der gegebenen Fläche unter folgender 
Form sich darstellt: 
= X (x, y) 


so ist (2.) auch die Gleichung der Projection dieser Curve. Im entge- 
gengesetzien Falle müssen wir, um diese Gleichung zu erhalten, z zwi- 
schen (1.) und (2.) eliminiren. Unsere Aufgabe, diejenigen Richtungen 
zu bestimmen, nach welchen wir; von dem auf der Fläche gegebenen 
Puncte aus, gehen müssen, um zu solchen consecutiven Puncten zu kom- 


men, denen Normalen entsprechen, die der Normale in jenem Puncte be- 


gegnen, — reducirt sich hiernach offenbar darauf: an die eben bezeichnete 


Linie doppelter Krümmung, im Anfangspuncte der Coordinaten (der ein 


vielfacher Punct ist) Tangenten zu legen. Da diese Tangenten auch die 


vezebene Fläche een müssen, so liegen sie in der Ebene der x, y, 
und die Construction derselben läuft darauf hinaus, an die Durchschnitts- 
curve dieser Ebene und der Fläche (2. [Curve, ‘deren Gleichung man 


erhält, indem man in (2.) z — 0 setzt] im Anfangspuncte der Coordina- 
ten Tangenten zu ziehen. 


3. Nachdem wir diese Bemerkungen vorausgeschickt haben, wol- 
len wir nun die einzelnen Fälle discutiren und zu diesem Ende anneh- 
men, die Entwicklung von (1.) gebe: 

3) z= 4ÿ +Byx+Cxe +Dy + Ey x + Fy x + Gr + .. 

+ My LE Ny 0 + O0 yet +... HO par Ryo Sr 
(Nach der oben gemachten Coordinatenbestimmung fehlen nothwendig das 
constante Glied und die mit x und, y behafteten Glieder.) Alsdann er- 
halten wir, wenn wir entwickeln, statt (2.) pe Gleichung: 

o=Dy+2(C—Ayc—Bx | 

| + By GI—3D)yLG6-2Bys Fs 

(4.) Heute. 
+ Ny FQ —nM)y7 xt... E (08—20) yan? — Ro? 
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Die drei ersten Glieder dieser Gleichung für sich alli gleich Null gesetzt: 
By? +2(C—A)yx — Bx? = 0 
stellen das System der beiden Tangenten im Anfangspuncte dar, und die 
trigonometrischen Tangenten derjenigen Winkel, welche diese beiden 
Tangenten mit der Axe der x bilden, sind durch die Wurzeln folgender 
Gleichung gegeben: 
(5) Be+2(C—At—B= 


die wir erhalten, indem wir alle Glieder der vorhergehenden Cleichung 
durch x? dividiren und T mf setzen *). Diese Gleichung hat immer 


reelle Wurzeln; bezeichnen wir dieselbe durch ¢’ und /^, so kommt: 
Us i-o 

d.h. die durch (5.) bestimmten Richtungen, die Krümmungsrichtun- 

gen der gegebenen Fläche in dem gegebenen Puncte, sind auf einan- 

der senkrecht. 


4. Wenn wir die Axe der y in der Ebene der x, y drehen, bis 
sie mit der Axe der x irgend einen Winkel o unge: so erhalten. wır 
nach den bekannten Coordinatenformeln 

x + ycosw für x, ysinw für y. 
Um ferner zu der Gleichung der Durchschnittscurve der gegebenen 
Flache und der neuen Ebene der z, y zu kommen, brauchen wir nur in 
der Gleichung (1.) oder (3.) die der obigen Coordinatenverwandlung ent- 
sprechenden Substitutionen zu machen und alsdann x — 0 zu setzen; oder, 
was dasselbe ist, sogleich in diesen Gleichungen ycoso für x und ysine 
für y zu schreiben. Auf diese Weise ergiebt sich aus (3.): 
z = y*(Asin°o + Bsino cosw + Ccos’w) ^ 
+ 5? (D sin? o + Esin?*wcoso + F'sinw cos’w-- G cos’ v) 
(6.) T.... 
+ y" (M sin"e + /Vsin"? e cosw +....+ Rsinw cos" ^ e ]- S cos" o) 
es de 


Der Krümmungshalbmesser dieser Curve im Anfangspuncte der Coordi- 


naten ist, da = verschwindet, gleich dem reciproken Werthe von 


d? - 
; = = 2(4sin*w + Zsinwcos® + cos’). 
us 





*) Vergl. Euler Introductio in Analysin infinitorum II. 
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Um das Maximum oder Minimum dieses Krümmungshalbmessers, wenn 
wir den Winkel » als veränderlich betrachten, zu erhalten, brauchen wir 


TERN ^ \ E 
nur den vorstehenden Werth für ay in Beziehung auf » zu differentii- 
Td x 


"dy? À LAURE, T 
ren und alsdann TE gleich Null zu setzen. Auf diese Weise kommt, 





wenn wir zugleich durch cos’ dividiren und £ für tang schreiben: 
| Bet (C—A)t—B= 0. 

Diese Gleichung ist identisch mit (5.). Die beiden Kriimmungsrichtun- 
gen der gegebenen Flache in dem auf derselben gegebenen Puncte sind 
also gugleich diejenigen Richtungen, nach welchen Ebenen, die auf der 
Tangentialebene senkrecht stehen, die Flache in Curven schneiden, de- 
ren Kriimmungshalbmesser in dem gegebenen Puncte grofste oder kleinste 
Werthe erhalten. 

Wenn wir endlich den Werth des zweiten Differentialcoëfficienten 
gleich Null setzen, so erhalten wir diejenigen Richtungen, nach welchen 
wir Schnitte führen müssen, damit die Krümmungshalbmesser der Durch- 
schnittscurven unendlich werden. Auf diese Weise kommt, wenn wir 
hier tang w —u setzen: 

- 4u* d- Bu-- C =o. 

Diese Gleichung hat reelle, imaginäre oder gleiche Wurzeln, je nach- 
dem der Ausdruck (B°—4AC) positiv, negativ oder Null ist. Bezeichnen 
wir die Wurzeln dieser Gleichung durch x‘ und u”, so ist 

| u u‘ = —B. 
Wenn wir also voraussetzen, dafs die Coordinaten- Axen ursprünglich so . 
angenommen worden sind, dafs u/-]- u” — 0, so verschwindet auch B, 
und die Gleichung (5.) giebt 7 — 0 oder 7 — oo. Wir sehen hieraus, dafs 
die Krümmungsrichtungen der Fläche die Scheitelwinkel halbiren, welche 
von denjenigen Richtungen, nach welchen die Krümmungshalbmesser der 
Schnitte unendlich sind (von den Richtungen hóhern Contacts), ge- 
bildet. werden. | | 

Die Bestimmung der Richtungen höhern Contacts, wenn die bei- 
den Krümmungsrichtungen gegeben sind, ist eine unbestimmte Aufgabe. 


5. Wir gehen nun weiter und wollen voraussetzen, dafs in der 
Gleichung (3.) der gegebenen Fläche 4, B und C Null seien. Alsdann 
erhalten wir folgende Gleichung: 
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000). By + QF—-3D)y2+ (39G—2EÀ)yx* — Fi = 0; 

welche das System dreier Tangenten der durch (4.) dargestellten. Curve 
in dem Anfangspuncte der Coordinaten, welcher ein dreifacher Punct (point 
iriple) derselben ist, darstellt. Durch diese Tangenten sind die Krüm- 
mungsrichtungen der gegebenen Fläche bestimmt, d.h. wenn wir nach 
der Richtung dieser Tangenten, vom gegebenen Punct aus, auf der Flüche 
fortgehen, so begegnen wir solchen consecutiven Normalen, welche. die 
Normale in jenem Puncte schneiden. Diese Richtungen bilden mit der 
ersten Axe Winkel, deren trigonometrische Tangenten durch nachstehende 
Gleichung, die wir aus (7.) erhalten, indem wir durch o? dividiren und 


£ für schreiben, gegeben sind: 
(8) EP--QF—32D)P?--(36G-—2EBE)t —F--o. 

Wir erhalten die Gleichung der Durchschnittscurve der Fläche 
und einer durch die Axe der z gehenden Ebene, die mit der Ebene der 
zx irgend einen Winkel » bildet, wenn wir in (6.) 4, B und € gleich 
Null setzen. Da für diese Gleichung alsdann die beiden Differentialcoeffi- 

à dz d*£z 
cienten Ls und os 
so wird der Hadius des Krümmungskreises für den Anfangspunct unend- 
lich und das Maafs der Krümmung der Durchschnittscurve in diesem 
Puncte ist der dritte Differentialcoefficient: 


— = 2.3 (Dsin’v + Esin’w cos» + F'sir w cos®’w-+ G cos’ o). | 
Wenn wir w als veränderlich betrachten, so erhalten wir für das Maxi- 
mum oder Minimum dieses Ausdrucks, indem wir wie oben tango =f 
setzen, folgende Bedingungsgleichung zu erfüllen: 
Ep-L-9OF—32D)P--(3G—2BE)t—F- o. | 

Diese Gleichung ist identisch mit (8) und somit ist dargethan, dafs die 
Krümmungsrichtungen der Fláche zugleich diejenigen Richtungen 
sind, nach welchen die Schnitte der Fläche ein Maximum oder Minimum 
der Krümmung haben. 

Der dritte Differentialccofficient verschwindet, wenn wir den Win- 
kel w vermittelst folgender Gleichung, in der wir u für tango schreiben, 


bestimmen: 





verschwinden, wenn wir zZ und y gleich Null setzen, 


: (9) DZ? +LEu+LFu+G = 0. 
Da diese Gleichung vom dritten Grade ist, so giebt es im Allgemeinen 
Crelle's Journal. III. Bd. 4. Hft. 43 | 


gr 
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drei Richtungen, nach welchen hin die Fläche mit der Tangentialebene 
einen Contact noch höherer Ordnung (der dritten) hat. Diese Richtun- 
gen höhern Contacts stehen mit den Krümmungsrichtungen in ge- 


genseitigen Beziehungen, worüber wir in einige Entwicklungen einge- 
hen wollen. 


6. Wenn F=0, so wird eine Wurzel der Gleichung (8) gleich 
Null, d.h. die Axe der x fällt mit einer der drei Krümmungsrichtungen 
zusammen. Aber alsdann ist zugleich, wenn wir die drei Wurzeln der 
Gleichung (9.) u', u^ und u” nennen: 
u' u" Lulu" us uu — 0; 
mithin auch, wenn wir durch u'u' u‘ dividiren: 


(10.) Gg nO u) 
Es ist also die Summe der Cotangenten derjenigen drei Winkel, welche 
die drei Richtungen höhern Contacts mit einer beliebigen der drei Krüm- 
mungsrichtungen bilden, gleich Null. Wenn wir also, bei einer beliebi- 
gen Annahme der ersten Axe, die Winkel, welche die erstgenannten drei 
Richtungen mit dieser Axe bilden, a’, & und «‘“ nennen, und c denjeni- 
gen Winkel, welchen eine der drei Krümmungsrichtungen mit derselben 
Axe bildet, so ist 
(11.) cot (a’—w) + cot (a^ —w) + cot(a/" —w) = 0, 
mithin: | 
ciui BAL Ali 1--tango^ tango , 1-] tango" tango 


Fina Cae A PIRE SC FR — = 0. 
tang af — tang w tang @’’ — tang o tang o//’ — tang w 





Diese Gleichung ist, wenn wir entwickeln, in Beziehung auf tango vom 


dritten Grade, und durch ihre drei Wurzeln sind die Krümmungsrich- 
tungen alle drei bestimmt. 


7. Wenn wir G — (0 setzen, so ergiebt sich aus dori: Anblick 
der Gleichung (9.), dafs ein Werth von z Null wird, d. h. dafs die Axe 
der x mit einer der drei Richtungen. höhern Contacts zusammenfallt. 


Alsdann folgt aus (8.), wenn wir die Wurzeln dieser Gleichung ¢’, #7 
und //" nennen: ; à 


a Mes [UP ir d 

oder aif fg ar cd Tops t 

(29, bucks 00 aa | 

Es istalso die Summe der Producte je zweier der trigonometrischen Tan- 
genten derjenigen drei Winkel, welche die Krümmungsrichtungen der 
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. Fläche mit einer beliebigen der drei Richtungen höhern Contacts bilden 
gleich (—2.), oder, was dasselbe heifst, die Summe der Cotangenten die- 
ser drei Winkel, negativ genommen, ist gleich dem. doppelten Product 
derselben Cotangenten. Wenn wir, bei einer beliebigen Annahme der 
ersten Axe, diejenigen Winkel, welche die drei Krümmungsrichtungen 
mit dieser Axe bilden, o', & und o'"^ nennen und & denjenigen Winkel, 
welchen mit derselben Axe eine beliebige der drei Richtungen höhern 
Contacts bildet, so erhalten wir- folgende Gleichung: 

(13.) tang(w'— a) tang (w"—«) + tang (o’— «) tang (o^ — a) 

+ tang (w/— a)tang (w/"—«) +2 = 0, | 
die zur Bestimmung von & durch w', o^ und w“ zu einer Gleichung des 
dritten Grades führt. 

8. Wir wollen noch einige einzelne Fälle besonders bemerklich 
machen. Wenn zwei der drei Richtungen höhern Contacts zusammen- 
fallen, so fällt mit denselben auch eine der drei Krümmungsrichtungen 
zusammen. Dies folgt sogleich daraus, dafs, wenn man die Coefficienten 
F und G der Gleichung (9.) gleich Null setzt, auch in der Gleichung (8.) 
das von Z unabhängige Glied ausfällt. Wenn alle drei Richtungen hö- 
hern Contacts zusammenfallen, so fallen mit ihnen auch zwei der drei | 
Krümmungsrichtungen zusammen und die dritte steht auf ihnen senk- 
recht. Der letztere Theil dieser Behauptung ergiebt sıch aus dem An- 
blick von (15.), in der, wenn „— a —w"—x—0, nothwendig o'"'— x 
gleich sein mufs uu Die Fläche hat also im engern Sinne nur eine 
einzige Krümmung, und die Richtung derselben ist senkrecht auf-den 
Richtungen höhern Contacts. | 

Wenn eine der Richtungen höhern Contacts und eine der Krüm- 
mungsrichtungen auf einander senkrecht stehen, so halbiren dieselben so- 
wohl diejenigen Scheitelwinkel, welche von den beiden übrigen Linien 
höhern Contacts, als auch diejenigen, welche von den beiden übrigen 
Krümmungsrichtungen gebildet werden. Dies erhellet daraus, dafs wenn 


wt ~ 
man in (12. ae O vnd in (10.) m == 0 setzt, man aus diesen beiden 


Gleichungen folgende zieht: | 
Heke t's = u!-d- u^ = 
Wenn die drei Richtungen höhern Contacts UR. gleiche Winkel bil- 


den, so werden dieselben von den drei Krümmungsrichtungen halbirt, so 
43 * 


3929. Jb EX ücker, über die Krümmung, einer beliebig. Fläche in eem gegeb. Puncte, 


dafs diese unter einander ebenfalls gleiche Winkel bilden und auf does 
senkrecht stehen. ! | 
Es können zwei der drei Krater Pe 170 
Soll diefs in der ersten Axe geschehen, so erhalten wir ign beide — | 
dingungsgleichungen: | 
ws V s X010; 3G = 2k, 
und hiernach zur pi Aine der Richtungen hóhern Contacts, aus (9.): 


1 1 D 

= +3, Tig 
Zwei Wurzeln dieser .Gleichung sind nothwendig imaginär, weil der 
Coefficient von ie positiv ist. Wenn alle drei Krümmungsrichtungen zu- 


sammenfallen, so ist zugleich D — 0. Die letzte Gleichung zeigt, dafs 
alsdann die einzige reelle Richtung höhern Contacts auf jenen Krüm- 
mungsrichtungen senkrecht ist. 

9. Die vorstehenden Entwiklungen können wir ohne Schwierig- 
keit auf den allgemeinen Fall ausdehnen, wo die Fläche in dem ge- 
gebenen Puncte mit einer Ebene einen Contact der (2 — 1)ten Ordnung hat, 
und also der zweite Theil der Gleichung (3.) mit denjenigen Gliedern 
anfängt, die y und x in der zten Potenz enthalten. Statt der Gleichun- 
gen (8.) und (9.) finden wir alsdann folgende: 

(44) NL (GO—nM ES +... + (nS—20)t—R = 0, 

45) Mu? Nutt Ow? +e. + Ow + Rut S — o. 
Diese Gleichungen haben beide, wenn 7 eine ungerade Zahl ist, wenig- 
stens eine reelle Wurzel; es giebt also, wenn eine Fläche in einem ih- 
rer Puncte mit einer Ebene einen Contact von gerader Ordnung hat, in 
diesem Puncte wenigstens eine Krümmungsrichtung und eine Richtung 
eines Contacts der ztenOrdnung. In demjenigen Falle, wo die Ordnung des 
Contacts eine ungerade ist, braucht die Fläche in dem gegebenen Puncte 
nach keiner Richtung hin mit der Tangentialebene einen Contact hö- 
herer Ordnung zu haben; sie hat aber immer wenigstens zwei 
Krümmungen. Um diese letztere Behauptung zu beweisen, wird es 
hinreichend sein, beispielsweise denjenigen Fall zu betrachten, wo 2 = 6. 
- Die Gleichungen (15.) und (14.) werden in diesem Falle: 

(16) Mu + Nu + Ouf + Pu + Qu +HRu+S = 0, 

(17. Jt$4-(20—06M)r-4-(3P—52N)r--4(9Q—0)P?--OR-—3P)? 
+(0$—-40)r— R=0. 


f 
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Wir konnen, ohne der Allgemeinheit dieser Gleichungen irgend Abbruch 
zu thun, annehmen; JV sei positiv. Wenn alle Wurzeln der Gleichung 
(17.) imaginär sein sollen, so mufs nach der allgemeinen Theorie der Glei- 
chungen, bei obiger Voraussetzung, R negativ sein; es mufs ferner der 
Coefficient von Z? positiv sein, und folglich ist, da RO, auch P noth- 
wendig negativ; endlich mufs auch der Coefficient von # positiv sein, 
und folglich ist, da P — 0, auch JV nothwendig negativ: was im Wider- 
spruche mit dem Vorstehenden ist. Wir können also als vollständig be- 
wiesen ansehen, dafs jede Fläche in jedem ihrer Puncte wenigstens eine 
oder zwei Krümmungen hat, je nachdem. sie in jenem Puncte mit einer 

Ebene einen Contact von grader oder von ungerader Ordnung hat. 

10. Wenn wir die erste Axe so bestimmen, dafs sie mit einer 
Krümmungsrichtung zusammenfallt, so wird eine Wurzel der Gleichung 
(17. Null, und mithin kommt R=0; und hiernach folgt aus der Glei- 
chung (16.), dafs die Summe der reciproken Werthe der Wurzel dieser 
Gleichung Null ist. Also: 

Wenn irgend eine Fläche in irgend einem ihrer Puncte mit einer 
Ebene einen Contact der (7 — 1)ten Ordnung hat, so ist die Summe der Co- 
tangenten derjenigen Winkel, welche die 7 Richtungen, nach denen die 
Fläche (im Allgemeinen) mit der Tangentialebene in jenem Puncte einen 
Contact der zten Ordnung hat, mit einer beliebigen der nKrümmungsrich- 
tungen bilden, gleich Null. 

Wenn wir 2 — 2 nehmen, so erhalten wir aus dem vorstehenden 
Satze, als besondern Fall, den E ulerschen Satz, dafs in den gewöhnlichen 
Fällen die beiden Krümmungen in beliebigen Puncten einer Flüche auf 
einander senkrecht stehen. : 

11. Es bleibt uns jetzt nur noch übrig, die Krümmung der Flache 
in dem gegebenen Puncte nach einer gegebenen Richtung zu bestimmen, 
wenn dieselbe nach gewissen Richtungen bekannt ist. Nehmen wir so- 
gleich den allgemeinen Fall, dafs die Fläche mit der Tangentialebene in 
dem gegebenen Puncte einen Contact der (2 — 1)ten Ordnung habe, so erhal- 
ten wir (nach No. 4) für die Gleichung der Curve des Durchschnittes 
der Fläche und einer Normalebene, die mit der Ebene der zx irgend einen 
Winkel o bildet: 

rdi UM sin" w+ IVsin"^ cosw+....+ Rsinw Bio sister ibd ie atte "x 
Bezeichnen wir ferner (nach No. 1.) den Krümmungsparameter dione: 
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Curve im Anfangspuncte der Coordinaten durch p (bei einem Contacte 
der ersten SEM, ist p gleich dem Krümmungshalbmesser) so ergiebt sich: 


d" z 
17. a rios *) | 
(17. a.) Eh 
—2.3.. n (Min! o + IVsin"? v cosw + ..... + Rsinw cos’ w-+ S cos" o). - 
Wir können diese Gleichung als einer Curve angehörig betrachten, in- 
dem wir p und « als Polarcoordinaten construiren. Um zu rechtwinkli- 





. ee . x oo oe . 
zen Coordinaten überzugehen, brauchen wir nur i3 für cos, = für sın® 


und Ey (x y?) für p zu substituiren. Auf diese Weise kommt: 


ni | 

(48) (a?- y?) * 2.3... (My EN y? ct... LRya LS 27) —0, 
die Gleichung einer Curve, die im Anfangspuncte der Coordinaten einen 
conjugirten Punct hat. Wenn wir also diese Curve in der Tangential- 
ebene construiren und von dem Berührungspuncte, dem conjugirten Puncte 
der Curve, nach einem beliebigen Puncte derselben eine gerade Linie zie- 
hen, so bestimmt die Lünge dieser Linie den Parameter p einer Parabel 
der nten Ordnung (nach No. 1.), die mit derjenigen Durschnittscurve, welche 
in der durch jene gerade Linie gelegten Normalebene sich befindet, im 
Anfangspuncte der Coordinaten dieselbe Krümmung hat. Wenn z.eine 
ungerade Zahl ist, so können wir zum Behuf der eben angezeigten Con- 
struction in der Gleichung (18.) beliebig das Zeichen + oder — neh- 
men. Wenn ader 7 eine gerade Zahl ist, so steigt diese Gleichung durch 
Fortschaffung der Wurzelgrôfse bis zum 2nten Grade; alsdann ist der 
conjugirte Punct zugleich der Mittelpunct der Curve. 

Die Asymptoten der Curve (15.) sind parallel den Richtungen ho- 
hern Contacts; die von dem conjugirten Puncte nach der Curve gezoge- 
nen Normalen bestimmen die Krümmungsrichtungen der Fläche, die im 
Allgemeinen zugleich das Maximum oder Minimum der Krümmung der. 
verschiedenen Durchschnittscurven anzeigen. 

Da die Gleichung (18.) z:-|- 1 Constanten hat und die bezügliche 
Curve also durch eben so viele Puncte vollständig bestimmt ist, so braucht - 
man auch nur irgend 2--1Krümmungen der Fläche nach gegebenen 
Richtungen zu kennen, um die Krümmung derselben nach jeder beliebi- 
gen Richtung zu bestimmen. Zu dieser Bestimmung ist ebenfalls hin- 
reichend, die z Richtungen höhern Contacts und aufserdem noch die Krüm- 
mung nach einer beliebigen Richtung zu kennen. 
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12. Wir wollen das Vorstehende an zwei Beispielen alien A 


machen. Es seien: 

j Are ra 32 vul) cU 

(19) 

z = &(y +3y x+Lox) LU, 

(indem wir in U alle diejenigen Glieder zusammenfassen, in, denen y 
und x in höherem als dem dritten Grade vorkommen), die Gleichungen 
zweier gegebenen Flächen. Diese Flächen haben mit der Ebene der ry 
einen Contact der zweiten Ordnung. Für dieselben verwandelt sich die 
Gleichung (18.) der vorigen Nummer, wenn wir in derselben das Zeichen 
+ nehmen, in folgende beiden: 

y Lx0T-35y'n—2ya--— 0, 

PPE Y + aya +22 = 0. 

Diese Gleichungen sind (fiir eine beliebig angenommene Einheit) in (Fig. 1: 
und Fig. 2. Taf. V.) construirt, was sehr leicht ist, weil, wenn man in densel- 
ben y — mx setzt, für jede beliebige Annahme von 72, für x drei Werthe 
sich ergeben, von denen zwei Null sind. Denken wir uns nun die Ebene 
der Zeichnung als die Tangentialebene der beiden Flächen, OF und OX 
als die beiden ursprünglichen Axen der y und x, so stellt die von O 
. nach einem beliebigen Puncte M einer der beiden Curven gezogene ge- 
rade Linie OM den Krümmungsparameter derjenigen Curve dar, die 
aus der bezüglichen Fläche durch eine Normalebene geschnitten werden 
kann, welche die Papi tein ie in eben dieser geraden Linie OM 
schneidet. 

Im ersten Falle sind (Fig. 1.) DD, EE und FF die drei Rich- 
tungen des Contacts der dritten Ordnung zwischen Flache und Tangen- 
tialebene. Im zweiten Falle (Fig. 1.) giebt es nur eine solche Rich- 
tung, nemlich DD. Wenn in den Gleichungen (19.) ‚U fehlt, so bestim- 
men die eben genannten Richtungen gerade Linien, in welchen die Tan- 
gentialebene von der bezüglichen Fläche geschnitten wird. 

Im ersten Falle sind die trigonometrischen Tangenten derjeni- 
gen Winkel, welche die Kriimmungsrichtungen mit der ersten Axe bil- 
den (nach No. 5.) durch folgende Gleichung gegeben: S 

32? —4r°—6t+2 —0. 
Die Richtungen dieser Krümmungen sind (Fig. 1.) durch die drei ge- 
raden Linien O4, OB und OC gegeben und die Parameter derselben 
durch die Länge dieser Linien. Diese drei Parameter sind Minima. im 
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zweiten Falle erhalten wir statt der letzten. Gleichung Een: 
P—?—=0, ses: 

und mithin fallen zwei dieser Krümmungsrichtungen i ın dic erste I 

(Fig.2.) in OA zusammen, während die dritte in OP fällt. Nach 04 ist 

der Krümmungsparameter der Fläche ein Maximum, nach OB weder | 

ein Maximum noch ein Minimum. 


13. Wir können auch, indem wir in à der Gleichung (17. a.) p = VÀ 


seizen, in dieser Gleichung: 


mi ad An (M sin” w + Po conatych TERRE DNA, 


ym 


r und o als Polarcoordinaten betrachten. Wenn wir alsdann, wie in der 
11. Nummer, zu rechtwinkligen Coordinaten übergehen, so kommt: 


20), Hy)’ 2 2.3... Rn (M y^ H- Ny ct... Rys T +S x m 
Wenn wir diese Gleichung, wie oben die Gleichung (18.), in der Tangen- 
tialebene construiren, so ist allgemein durch die mte Potenz der, vom 
Anfangspuncte der Coordinaten nach irgend einem Puncte der Curve ge- 
zogenen geraden Linie der Krümmungsparameter der Fläche nach der 
bezüglichen Richtung gegeben. Wenn 77 positiv ist und kleiner als 7, so 
hat die durch (20.) dargestellte Curve im Anfangspuncte einen conjugir- 
ten Punct. Wenn == z, so verwandelt sich diese Gleichung in: 

4 —2.3....n(M y" d- IN y"? x A- sd ARAyv 7 + Sx"). 
Die Construction, welche dieser CIS RE entspricht, hat Herr Du- 
pin für den gewöhnlichen Fall n = 2 vor längerer Zeit schon gege- 
ben. Wenn 77 negativ ist, so hat die durch (20.) dargestellte Curve 
im Allgemeinen mehrere Zweige, die sich im Anfangspuncte der Coor- 
dinaten schneiden; und die Tangenten der Curve in diesem Puncte. be- 
summen die Richtungen eines Contacts der 2ten Ordnung. 


———— 





—— —— 
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32. 
Anabyedelie Auflósung dreier Aufgaben der 


'^ . Calendarographie. 
(Von Hın. W. Matzka, Ober-Feuerwerker im K. K. Bonds i s zu Wien.) 


Der julianische und gregorianische Calender bieten dem Analytiker 
einige interessante Aufgaben dar, von denen ich folgende drei allgemein 
aufzulösen versuchte, da bisher, so viel mir bekannt ist, nur von einzel- 
nen Fällen derselben durch Herrn Ritter von Ciccolini in dem 10. 
und 11. Bande der ,,Correspondance astronomique, géographique, hydro- 
graphique et statistique du Baron de Zach, a Génes 1824 et 1825." Auf. - 
lösungen gegeben worden. Zur grofsern Einfachheit in der Darstellung 
bediene ich mich hier nebst den gewöhnlichen in den algebraischen For- 
men vorkommenden Zeichen noch folgender: 


$3] bezeichnet die ganze Zahl des Quotienten, welche man bei der 
Division der Gröfse 4 durch 7 erhält, * 
(4) stellt den bei dieser Division sich ergebenden Rest vor. 


So ist z. B. 


76 76 S N 35 
(5) = 8, (>) = 4; (7) = i; (>) = 0. 


Verlangt man jedoch in einer algebraischen Form, dafs für den 
besonderen Fall, wo 4 durch z vollkommen getheilt werden kann, die 
ganze Zahl des Quotienten um. Eine Einheit vermindert und der Rest 
dem Divisor gleich gesetzt werde, so sollen die Buchstaben e und r mit 


E und R vertauscht werden; die Ausdrücke (4) und {2 =), fordern 
demnach, dafs 


(> nicht — sondern = a — 1, 
n4E 
(=) nicht — 0 sondern = 2Z 

n /R , 


genommen werde. 
Es ist also 


Ge (2,215 Meer, 


Crelles Journal. Ill. Bd. 4. H ft. a | 44. 
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1. Aufgabe. Es sollen die zu demselben Jéhihaigde te | 
gehörigen Jahre der christlichen Aera bestimmt. werden, 
welche einerlei Sonntagszeiger (d. 1. den nemlichen zweiten Sonn- 
tagsbuchstaben) haben. 

Es sei 

IV ein gegebenes Jahr unserer Aera, 


S die Zahl der ın./V enthaltenen vollen Hunderte, oder S = (2 , 


n die von den zwei rechts stehenden Ziffern des Jahres /V gebildete 
Zahl oder 2 — (m) 
folglich 
JV = 1008 + 7; 
ferner sei 
hs (ES). im julianischen und 


( (7) +1) 


——— | im gregorianischen Kalender, 
(8 





so findet man den Sonntagszeiger 


MEO 


fa JR 





und den ersten Sonntagsbuchstaben 


EIS) 
Tl | 
Li = ( ? n? 


wenn 0 in Schaltjahren 1, in gemeinen aber O ist. 
Aus (1.) erhalt man 


CAPES jedes )*&- 7x oy: 
. es ist jedoch 


(3.) 4) = n—4(&) und (+) = n—7(3), 


daher verwandelt sich die Gleichung (2.), wenn man um abzukurzen 


@ = n—(F) -4(7) —^ 


n+ (4) = h—-L+76. 
Soll nun in demselben Jahrhunderte, nemlich bei gleichem Werthe von 
S und A auch das Jahr 1008 + n’ diesen Sonntagszeiger L haben, so 


setzt, ın 


-— 
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mufs auch | p di 
| ui -^4—Lr-TE 
sein. . Diese beiden letzten Gleichungen geben, falls n' gröfser als n vor: 
ausgesetzt wird, | 
n nr“ )-G)=7e@-9 = 7v. 
welcher Ausdruck, wegen der Gleichungen (3.), in 

(b). San) = 287 + (FZ) — (9. 
übergeht. Weil n'— 2, wie alle in dieser Gleichung enthaltenen all- 
gemeinen Gröfsen, ganz und positiv sein mufs, so findet man. mittelst 
des bekannten Verfahrens der unbestimmten Analysis 


n'— n = 28% +17 (7) + am) 


S Jt) 


SUN UO 


(2 (ru 3) 

(L) !=n+ EX Dm + 260. 

Nimmt man nun für 7 die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5 und 9, für 
(=) und » aber O, 1, 2 und 3, so erhält man nachstehendes Tätelchen 
der NEUN Werthe von 7’. 


oder, wenn man 


setzt, 














EN, sc À | 4 | 5 | 9 
A S Tio) 1t | 15 
i5 19 "s 14 | 21 | 16 | 20 
23 | 18 | 24 | 95 | 97 | 99 26 
381120 | 30013101 Blak 330 37 
34 143581 41 |; 36.| 3841,39. 1743 
45 | 40 | 47 | a2 |-49 | 44 | 48 
yi EH EHBHEHE 
- 56.1 5* 1158 In50Ia60- Lael) 1265 
62 l'ex n0 T 62166] 62 | 71 
7368 175 | 0 | 77 | 79 | 76 
59. | 74 |- 80 |-:81 | 83 | 78 | 82 
SA | 85 | 86 | 87 | 88.| 89.1 93 
90 | 91 | 97 | 92 | 94 | 95 | 99 
96.1.7 1.98 #1 
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Alle in einer verticalen Reihe stehenden Jahre haben daher in 
jedem Jahrhunderte denselben Sonntagszeiger. Ist es demnach bekannt, 
dafs ein Jahr (z.B. 12) einen gewissen Sonntagszeiger (z. B. 7) hat, so 
kennt man sogleich mittelst dieses Täfelchens auch alle übrigen Jahre 
(1, 7, 12, 18, 29, 35 u. s. w.) dieses Saeculums, welche gleichfalls diesen 
Souza (7 oder den Sonntagsbuchstaben G) haben. 

2. Aufgabe. Diejenigen Jahre eines gewissen Jahr- 


hunderts zu suchen, denen ein gegebener Sonntagszeiger 
angehort. 


Aus der Gleichung 
n4 )- p Sync 


erhält man, wenn darin 
n= 4(7) TG), 


5G) = 4-L—G) +78, 


folglich auch mittelst der Methode der unbestimmten Analysis: 


(2) = 75 2 — (2) 
ans prre] 
II, TERN 


7. 


(5) ne wo a( rete) | (+); 


7 4 
und wenn man 
n N 
b= (1-6) 
(IL) JV = 1008 + 289 4- 4 (2205757) +2. 


Bestimmt man demnach zu dem gegebenen Werthe von 5, 9 
dem in der ersten Aufgabe aufgestellten Ausdrucke, jenen des A, und setzt 
sowohl ihn als auch den gegebenen Werth von Z in diese Gleichung: 
nimmt man endlich für 4 und I die Zahlen 0, 1, 2 und 3; so erhält man 
aus ihr alle jene Jahre JV dieses Jahrhunderts, deren Sonntagszeiger L ist. 

Vereinfacht wird die Auflösung dieser Aufgabe, wenn man das, 
erste Schaltjahr dieses Jahrhunderts bestimmt, welchem der gegebene 


substituirt wird, 


oder 


daher 





setzi: 
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Sonntagszeiger zugehört und welches aus Gleichung (5.) durch die An- 
nahme 29 — 5 —0 leicht gefunden wird; man erhält nemlich 


wn 9hd-4IA 1: 3(h—L)\ |: 4 (L — n) 
(5) n= a) = Mo en LAW AR 
Sucht man nun dieses gefundene Jahr in dem eben aufgestellten Tafel- 


chen, so haben sofort auch alle anderen mit ihm in derselben Vertical- 
Reihe stehenden Jahre den nemlichen Sonntagszeiger. 


: Beispiele a) In welchen Jahren des laufenden Jahr- 
hunderts hat der Februar des gregorianischen Calenders 
5 Sonntage? 

Wenn irgend ein Jahr in diesem Monate 5 Sonntage haben soll, 
so mufs es ein Schaltjahr oder 3=0 und L —3 sein. Dann ist (nach II.) 


N = 1008 + 4(25-?) + 988. à 
Nimmt man nun S — 18, so ist für den gregorianischen Calender / -— 5, 
" daher auch. 


| N = 1824 + 289, 
und die Jahre i 
1824, 1852, 1880 


hio die verlangte Eigenschaft. © 
Anmerk, Von dieser Aufgabe giebt Herr Ritter von Ciccolini in der Corre- 
spondance astronomique vol. 10. pag. 380. eine andere Auflösung. Hieher gehö- 
ren auch die ibid. vol. 10. p. 448. und vol. 11. p. 150. vorgelegten und hiernach 
leicht zu lósenden Probleme. 

b) Die katholische Kirche feiert das Schutzengelfest 
stets an demjenigen Sonntage, welcher der nächste an dem 
1. September ist; man fragt nun: in welchen Jahren unseres 
Jahrhunderts fállt dieses Fest auf den 1. September selbst? 

Der erwähnten Anordnung gemäfs feiert man dieses Fest allgemein 


den 28 + >), ten August — (C. — 3ten September: 


es kann folglich nur für L — 6 auf den 1. September treffen. 

Setzt man sonach in der Gleichung (IL) L=6, 5 —18 und 4— 5, 
so sind alle Jahre welche diese Eigenschaft haben und zu dem gegen- 
wärtigen Jahrhunderte gehören in dem Ausdrucke 


WV = 1800 4- 288 +4(25°2) + à 


enthalten, und man findet sowohl nach dieser Gleichung, als auch (weil, 
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| nach Gleich. (6.), 2 = 16 ist) mittelst obiger Tafel die Jahre 
1805, 1811, 1816, 1822; 1833, 1839, 1844, 1850; 
1861, 1867, 1872, 1878; 1889, 1895; . 
in welchen das Schutzengelfest mit dem 1. September zusammentrifft. 


3. Aufgabe. Wenn man unter Festzahl die Anzahl 
von Tagen begreift, welche von dem 21. Márz bis zu dem 
Ostersonntage verfliefst; so sollen diejenigen Jahre eines 
segebenen Jahrhunderts gesucht werden, welche eine be- 
stimmte Festzahl haben. 


Erste Auflösungsart. Ist f diese bekannte ice so be- 

stimme man, indem 
für e die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5 und 6 
gesetzt werden, die Gröfse d aus 
d= (9o 1)— e, ; 

behalie aber von diesen Werthen des d nur jene, welche positiv und un- 
ter 30 sind. 

Setzt man nun für das gegebene, nemlich (i$ + 1)te Jahrhundert, 

m <== 15 im julianischen und 


me 4 hau (sais), 


Sd | im gregorianischen Calender, . 








so berechne man @ aus 





= fe m -19 E 
31 30 i 


tilge jedoch alle jene Werthe, welche die Zahl 18 überschreiten. Mit 
den annehmbaren Werthen von @ erhält man : 


n = 19«-r (er “), 


wo =O, 1. 2, 3, 4, 5 ist und 7 stets kleiner als 100 sein mufs. 





Ferner berechne man A aus 


NT CI) im julianischen und 


(7) a | 
lite Re im gregorianischen Calender. 


Alsdann ist 
(n) = 280 MEE +b, 
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indem màn Q und. gleich 0, 1, 2 und 3 setti band e) eu Zahl 48 
nicht überschreiten läfst. / 
Die Zahlen 2 welche in der Reihe der (n) und. n ‚erscheinen, ge- 
ben sodann die gesuchten: Jahre aus Ln | 
N= 1008 4 7. | 
Hierbei beachte man jedoch folgende zwei Ausnahmen: 
1) Wenn f= 29 und 77 eine der Zahlen 0, 2, 3, 5,:6, 8, 10, 11, 
13, 145 16, 17, 49, 1215.22, 24, 23,33%, 24 ns so setze man bei e==6 
nebst d — 22 auch noch d — 29. 
2) Falls f= 28 ist und 72 einer der Zahlen 2, 5, 10, 13, 16, 21, 24, 
29 gleicht, so nehme man d — 28 und = 21, bei e — 6. ‚Bei denselben 
Werthen von 77 und e ist jedoch für f— 35 jener von d unmöglich. 
Anwendung. o) Herr Baron von Zach erzählt in sei- 
ner Correspondance astron. vol.10. pag. 439., dafs die Kirche 
des heil. Johann des Täufers zu Lyon bereits seit dem 15ten 
Jahrhunderte das Privilegium besitze, ein besonderes Jubı- 
läum zu feiern, wenn das Frohnleichnamsfest auf den Tag 
dieses Heiligen, nemlich auf den 24 Juni fällt. In welchen 
Jahren unseres Jahrhunderts wird dieses Jubiläum Statt 
finden? 
Das Frohnleichnamsfest fällt jederzeit auf den 
f + 20sten Mai = f — 1iten Juni, 
demnach mufs im vorliegenden Falle f— 35 werden; dann erhält man zu 
Ctr Oy (T, ED, 09. 1, 8; 
Ot ZEN 3493, 32,0312 30, 29, 28, 
wovon nur. 
d—— und. 26: 
angenommen werden kann. | 
Da ferner S = 18, folglich auch 7z —23 ist, 50 findet | man 
TREE LOS 
von SU nur das zweite anwendbar ist; dieses giebt 
n = 19& +10, nemlich 
n — 10, 29, 48; 67, 86. 
Ferner ist 4 — 5, daher auch m 


(n) = 289 + (P559) +5, oder 
(n) = 25 13, 19, 24; 30, 41, 47, 52; 58, 69, 75, 80; 86, 97; 
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demnach n— 86, ünd blofs das Jahr 1886 des neunzehnten Jahrhunderts 
hat ein solches Jubiläum. | 

Setzt man diese Rechnung fort, so findet man, dafs in den Jahren 

1886, 1943, 2038, 2190, 2258, 2326, 2410 u.s. w. dieses Fest zu Lyon 
Statt haben könne, oder dann die Festzahl ihren grófsten Werth erhal- 
ten werde. ! 

Diese, nebst zwei verwandten Aufgaben, loset Herr von Cicco- 
lini in der Correspondance astron. vol. 10. pag. 549., dann vol. 11. pag. 48. 
und 144. nach einer andern Methode. | 

b Man suche diejenigen Jahre des zwanzigsten Jahr- | 
hunderts, in welchen der a Kies (Esto mihi) auf 
den 1. März fällt. 

Dieser Sonntag trifft auf den f — o8sten März, daher mufs für 
die vorgelegte Frage f — 29 sein; ferner ist i$ — 19, daher 772 — 24 und - 
h=0; sonach hat man 

ea, 25384 90,08, 6, 6; 


d — 28, 27, 26, 25, 24, 23, 22, 29, (Ausnahme 1.) 
a = 16, D 8, Y9, 0, 11, YY, 9; 
RES 16, 5:8, 99 49,830, ba Sy 


30,* 44 97, 3-0, 40: V. 45, i 
54 cob 7063 358595708] 9309; i 
4704500». 033 EE, 770,58 /p6M, PGR; 
92, . 84, 95, 8%. 
(ES 3, 8, 14,:25,:81, 36, 42, 53, 59, 64, 70, 81, 87, 92, 98, 
daher auch EL 
n = 8, 81, 87, 92 und N = 1908, 1981, 1987, 1992. 
Zweite Auflósungsart. Einfacher jedoch und interessanter ist 
folgende Auflösung dieses Problems. | 
Aus der gegebenen Festzahl f berechne man, indem man e — 0, 1, 
2, 3, 4, 5 und 6 annimmt, die Werthe von d aus 
(m (f— 1) — e, 
indem man zugleich jene dieser Werthe tlgt, welche negativ oder über 
29 sind, und obige zwei Ausnahmen berücksichtiget. 
' Berechnet man nun gleichfalls @ aus 


_ fltm+19a\ 
Men ( 30a cere 
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und vernachläfsiget diejenigen Werthe von a, welche die Zahl 18 über- 
steigen, bestimmt ferner g und 7’ aus 


PE), à nd 2 = jede ae pipa) oy 


Dee 
pains 


indem man 
DROLE RR 


setzt, wobei 
m= 15 
rry im julianischen und 


eer er ME em) 
ff gt 2) 


angenommen wird; so hat man sofort 


A Oe 





Me 
im gregorianischen Calender 





und das gesuchte Jahr 
N = 1008 + (281 4- 7). 

Da jedoch ¢ die Zahl 3 nicht überschreiten darf, so kann 7— ; nur ei- 
nen der folgenden Werthe annehmen, zu denen der darunter. stehende 
von 28t-+ 7 gehört, welcher stets kleiner als 100 sein mufs. Es ver- 
bindet sıch nemlich 
nur T—g = —18, — 9, — 8,0, fs 54510, 11; 40:90 
mit 287-7 — 44-38, g+19, 4-76, 2, 24-57, 8438, 8+95, e419, S+76. 

Z.B. In welchen Jahren unsers Jahrhunderts fällt 
Ostern auf den 1. April? 


Hier ist 
eem d; 112/2582 e Mas | 
ferner mufs f — 11 sein, wenn der Ostersonntag mit dem 1. April zu. 
sammentreffen soll. 


Man hat sonach 
0, 1, 2, o 4, o, 6, 


C= 

d'=:10, SHE 06. 19, 4 
a= 9%, 4 15, 26, 7, 18, 28, 
CU RNA AE D? LISE TETE 


Crelle's Journal, III. Bd. 4. Hft. 45 
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Trek, 10,521,277 | 
T—g =. — 9, 3,.. (—8) (0), . 
RELL), |i. o 2-2» 6, 
123500, '. o 7, 
18, 4120-5. 195523; 
Nun giebt nach dem Obigen 
Ts = 1} 20, —8, 0, 
28t+- T = g+57, g&4-76, ¢+76, 8, 
folglich, wegen | 
| d g-— 9, 1, 12/54 
28t-- T 66, 705 88, 4, 
und die Jahre . | 
| N = 1804, 1866, 1877, 1888 
haben die geforderte Eigenheit. 
Die Gründe, auf welche sich dieses Verfahren, so wie mehreres 
hier blofs Berührte stützt, werde ich dem mathematischen Publico eigens 


im Zusammenhange vorzulegen die Ehre haben, sobald alles hiezu No- 
thige vorbereitet sein wird. 
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33. 
; Auflösungen der Aufgabe No. 19. S. 99. im ersten 


Hefte des zweiten Bandes dieses Journals. 





Aufgabe. Aus dem Cardanischen Ausdrucke der Wur-.’ 
zeln der Gleichungen vom dritten Grade, oder demjenigen 
durch trigonometrische Linien, die Wurzeln derGleichung 
at + a+ a;x -]-a,— 0 für den Fall herzuleiten, wenn a,=0 ist. 


I. Solution par Mr. Victor Bouniakowsky de St. Petersbourg, docteur és 
sciences mathématiques. de l'académie royale de Paris. | 
On sait que l'équation 
4-0 Ail A Hi a 0 
peut être mise sous la forme 
ytpyty =0 
en faisant x = y (ci pn, les valeurs-de p et de ? étant fonctions des 
coëfficiens @,, 0,,.0,, €, savoir 


2 3 
I 


op Big = slopes 





et les trois valeurs de y, que l'on obtient NT la régle de Cardan, seront 


y= —Vitet Vee +e) — vBe—várd- 3p 


ya HD 1292 V GR EP aed (y GPS pL 
1 vs 


y M eb vor ups p eo. «pl 


Feen ac il est facile de voir que les trois valeurs de x de pio. 
tion (1.) seront les suivantes: 


oT MS Via Ey Be Vis id da 


| 














Wo emen 
Qo 
1 KR 1—Y —3 | 
$ Lus ett cc OR y By iion ove Lie veg) 
+4 x = — Pre tar 3 
ee aA en = ‚V(A—VB) 
an SR JR ye oi 5 cte ——, 
| ls 
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aprés avoir posé, pour abréger 
3 1 2 
A aes 37 a, — +. Qq,0,Q, d 7.030, 
B= (9 I is 232 Azo #2 
= (47a,—5$.0,0,0,-- $050.) + 3 oa) 
Si à présent l'on fait a, — 0, on obtiendra l'équation 
3 ax + asx +a; = 0, 
et 11 s'agit de trouver au moyen des expressions (2.) les racines de cette 
dernière équation. Done il faudra dans les expression (2.) supposer @,== 0. 
Cette supposition réduit premierement 4 et B aux valeurs suivantes 
3 
Ami 54 et, 1B == 0, 
et par suite, les trois valeurs de x, en vertu des formules (2) seront: 


et 














fa;-—ila,—34$a, a 
S ipie d des oy : p XE i 
ec V à ie 
A RE A 2 a et — & 
2 ares 0 TR TY u Ark} 
s 1—Y —3 , 1+-V —3 
TÉL rs a, + solls «$03 
Lr— EBX TH IT gm man NOI Ne UN IS. 


La premiére de ces valeurs est indifferente relativement à l'équation du 
second degré (3.). Elle se rapporte évidemment à l'équation (1.) mise sous 


la forme T bai a 
+ La tot lo. 


En effet, substituant à la A dé x cette première valeur, et 
faisant dans celte WU do mane on obtient 


a; «a 
+++ 
Or les deux derniers termes étant des quantités infiniment grandes d'un 
ordre inférieur aux deux premiers termes, ils doivent étre rejetés, et il 


ne restera que ü P 
pg 0. 


Ld Q 
HM @ 


| 


© 
© 


2| 


Cela est exact en effet. 

Pour ce qui est relatif aux deux derniéres valeurs de x des ex- 
pressions (4.), nous allons voir comment on peut en déduire les expres- 
sions des deux racines de l'équation (3.). 

En effet, puisque les deux derniéres valeurs de x des équations (2.) 
se réduisent à la valeur indéterminée 2; il est clair que pour trouver 
la veritable valeur de ces expressions, on pourra appliquer la régle que 
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X prescrit le calcul différentiel; c'est-à-dire, diviser la différentielle du nu- 
merateur par la différentielle du dénominateur, prenant e, pour variable. 
D'aprés cela les ei valeurs de x seront representées par 








(55) 
pA. LES (A+ ED umm 
doen Ny s Ga) 

Do Ac Nt vB) Vas ya) 








ee 
se T (AVE) (22 + Ge) 






































(ie) 
I oa Bie € (224 Du 
33 bx (4— B) ? Ks T 9v^B : 
Or l'on a E 
0 ao = — $+ A, Q0, ]- 03.055 | 
- OB A 2\ 2 
I De, — ar. Q1 — $.0,0,0, 300%) (— $. 0,0; ]- a; a.) +a, (2% Fi i 
es OB aN SEA 
et en supposant 2,— 0, les valeurs de 4, de B et de 3a Ja. Se réduiront à 
3 OA | oy: 
AZ 5 B= 0; Se en Boom 
Donc, sf, on aura. 
(x) (ox) 
x— 2 LV 3 9104 "Va, 1-V—3 9104 oa; 
= ar La? a \Oag FIVE d$. Dun a? Nas QV BF 
| OB 
320A (5) | 
6 rtu ue 
| Ga) (ou Gil 
pubs Vire, 9 ou 9as | 4 x teri 9194 Ma. 
X RER NOT DV B) Te ‘a? ag 2V B) 


. | OB 
oe N 


Remarquons qu'une partie E ces valeurs de x est encore indéterminée, 
| oB 


puisque la valeur de la fraction SUCH devient 8 pour a, — 0, car l'on a 


25 = =0 et B — 0. Donc il faudra employer de nouveau la règle prescrite 
o 
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par le calcul différentiel pour chercher sa valeur. Cela donne à 


| Ga) is) im =) 
WB aaa (08) 
VB 


Or cette seconde valeur de la fraction est indéterminée, comme celle de 











M : à B MNA 
la premiere, puisque pour 4, — 0, l'on a B — 0 et s — 0. Il en serait 


Oa, 
de méme si l'on continuait la différentiation. Donc il paroit au premier 


abord, que l'on ne puisse rien conclure sur la véritable valeur de la frac- 
tion que nous examinons; mais un artifice fort simple nous donnnera 
cette valeur immédiatement. Pour cela il n'y a qu'à resoudre la dernière 
Ga) 
équation par rapport à petals, 

2V B' 








Cette équation donne immédiatement 


Get (SFB 


VOB te a 


Ga) 
Qaol c5 1,4985 
CV UT V5) 
Telle est la valeur finale de la fraction qu'il s'agissait de déterminer. | 





d'ou l'on conclut 





9 - o? B * . . 
Pour ce qui regarde la valeur de ——, il est facile de la trouver: iln' 
Oa t y 


o 
a quà différentier encore une fois l'équation (5.) savoir: 
en 








2 

2 y? q 

da? = 20,(77 a, de a, +s Usar e ,) + 2 (25a, — 70,0) + $a: (1a,0,— 2) 
: j 2 oz B 

et faire 2, — 0; ce qui réduira la valeur de Fe à 

SUB UA ; m ix 
FON E I die | aut | 
0a; Tas 05 + re 4, %— 270,0, cant 37: 0407 — 77.0 at , 


et par suite 





(275) 
AG Gof us C 1 24? 
VB — V 97 a). 


Xa 


Substituant cette: valeur de Xm et celle de s c'est-à- dire — 7.0 a, 


dans les expressions (6.) des deux racines de l'équation 


ax? + alex +a; = 0, 


N *, < 


+4 
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» . 
on trouvera : 
3 V a Dante 
Wim AI F4, a, + (Br Le 2). vo 3} = a3 S24 y (a. 03 — 53), 
Q1 a, ay 


mi I LEM 1 (da p lhe 
r= \— 500, V Jeu ME oce ju). V—3 j=—3.2— (1.2—2), 


I I 


valeurs, qui, comme l'on MS sont en effet les racines de l'équation du 


second degré: 
0,2? + a,x + o, = 0. 


HL Auflösung von einem Ungenannten, mitgetheilt von Herrn Professor Dr. Lehmus 








zu Berlin. 
Aus der Gleichung 
ar +bx cz td = 
folgt, wenn man 2—z- für x schreibt: 
dida BIA RN ai q^ j 
Te, 
3ac— b? 53—9abc--27a*d 
‘oder, —35—,— — p und eu nn — 9 gesetzt: 
+p2+7 = 
Wird nun z durch u— iP ausgedrückt, so erhält man 
"= —319W GS + dep) 
folglich 
" Ls AD 
3u 
und 
b  Sau*?—pa-—bu 
uw. Ban Sau + 


3au*—pa—bu 


ae für a 20 


und es ist die Frage, welchen Werth «= F(a)= 
annimmt, d. h. wie grofs F(0) ist. 
Um sie zu beantworten, setze man die Werthe für p und 4 in 
den Ausdruck für u’, so erhält man 
B5 —b?’+2bca— 2 promo mIRC cac cite d)a-- 5. d’a?] 
oder, 25c durch 4; 22d durch B; 35*(bd— £c?) durch P; 3c(c* —254d) 
durch Q und a? durch À bezeichnet: 


: P E L4 aoa E aV EA). 
SN 2/a*.. 


also, wenn der Zähler dieses Ausdrucks — 1° gesetztwird : 


ru] 


3 


# 


* 
a” 
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392 
gi 
| j tu 92! 
worinnen . : 
y= —b+ Aa — Ba +3ay(P+0ca+Ro°) ist. 
LET T 
Substituirt man nun x für u und AE für p in 
Ansa Sm 
s LEE 3au pa a 
dau 
so entsteht | | 
y?—by—3ac+b? 








A= — 
Jav 
Für 2 —0 wird aber y= — ); und hieraus entspringen 


3 Werthe für v: 
1. y= — 1.5, 


I4V-3 , 

2 Eu 
ee 

Por y — Bee, 3.291 


Für den ersten Werth von v wird der Zähler 
”—bv—3ac-+ P 


DAY 


ad 1. 


des Werths von x gleich 
b? + b— 3.0.c + 0° =: 30, 


der Nenner aber = 0; folglich 
V, enim 0 





LO. 


Dieses Resultat erklärt sich leicht folgendergestalt: 


Aus der Gleichung | 
| a ba +cx+d=o 


entspringt 
b C d 
3 d. que th Ind 
+ De pte eto, 
, d | 2 
und es ist also — das Product der 3 Wurzeln derselben. Für a — 0 
wird aber dieses Product unendlich grofs, also mufs nothwendig wenig- 
stens eine dieser 3 Wurzeln unendlich grofs sein, wenn «a — O ist. 
f3w^-3 
9 


ad 2. Für den zweiten Werth von v, nemlich für v — : 


wird der Zähler 
i y—by—3ac--b- 


des Werths von x gleich | E. 
nd >, — 3.0.0 + 2 0; 


4 
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der hir auch — 0, de dis a unbestimmt. pi den wahren 
Werth zu finden, entspringt auf dem gewöhnlichen Wege: 
Ov Ov | 
Ms a Y — 3 


für a — 0, 





34. - "13 
Es ist aber aus = — 5b’ 4a— Ba? 3a. V O3 Qs + Ra: 
Ov Q 4-2 Ra 
Bas = A2 Bat dar + 3y (P --Qa a+ Ra), 
also, für e — 0, 
pe * Ov : 2 Bing 
3. 5 =") a, = ATSVP = 2be+t3.y[30(bd—zec)]; 


folglich, TE pA 
Ov || 3c-- Y (12b d— 3c?) 





dat B(-A4A-pLYvY-—3)"" 
und demnach, für c — 0: 
3 SotV¥ 12bd — 3c?) 
Y= OCC ——— co APR DL atta dias td 
7 PTE 
vor V. (125d-— 5.07) 
ite DV —3 IV 3c 
wa 
3cHV (Io —36bd) 10 (e #) 
n 6b E 9b — * M? b 


ad 3. Für den 3ten Werth von v erhält man eben so 
C o? dX. 
' = — ys) 
welches wirklich die beiden Wurzeln der Gleichung 5a*-- cx pd —0 
oder a^ La À = 0 sind. 
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34. | 
Memoire sur l'impossibili ité de quelques équations 
indéterminées du cinquième degré. 


(Par Mr. Lejeune Dirichlet, professeur en mathématiques. ) 
Lu a l'académie royale des sciences (institut de France), le 11. Juillet 1825, par l'auteur. 


 (D'aprés le rapport de MM. Lacroix et Legendre, ce mémoire a été approuvé, 
et.doit être imprimé dans le recueil des mémoires de savans étrangers *). ) 


On sait que la théorie des équations indéterminées des degrés supé- 
rieurs au second, est encore trés peu avancée; il est vrai qu'il y a une 
infinité d'équations de tous les degrés dont on peut démontrer l'impossi- 
bilité en faisant voir que quelles que soient les valeurs que lon attribue 
aux indéterminées, les deux membres de l'équation proposée ne peuvent 
jamais donner le méme reste lorsqu'on les divise par un certain nom- 
bre ou module; mais lorsqu'une équation ne peut pas être traitée par 
ce moyen, il devient difficile de prouver qu'elle est impossible, et on n'y 
est parvenu, jusqu'à présent, que pour un trés petit nombre d'équations. 
Toutes ces équations sont trés particuliéres, et d'une forme telle, que lors- 
qu'on cherche à les résoudre, on est naturellement conduit à une ou plu- 
sieurs formules quadratiques qu'il s'agit d'égaler a des puissances par- 
faites. On satisfait ensuite de la maniere la plus générale à cette con- 
dition, en exprimant les indéterminées par d'autres indéterminées, dont 
les premiéres deviennent des fonctions entiéres, etil se trouve, du moins 
dans tous les cas oà la méthode dont il est question réussit, que les nou- 
velles indéterminées ou d'autres quantités qui en dépendent d'une ma- 
nióre trés simple, satisfont également à une équation semblable à l'équa- 
tion proposée. Comme les nouvelles indéterminées sont en méme temps 
plus petites que les indéterminées primitives, l'impossibilité de l'équation 
proposée se trouve établie; car il est évident que si elle était possible, on 
aurait le moyen d'obtenir une suite décroissante et indéfinie de nombres 
entiers, ce qui implique contradiction. (C’est de.cette manière que Fer- 
mat et Euler ont prouvé l'impossibilité de plusieurs équations du troi- 
sieme et du quatrième degré. 


*) Ce mémoire n'a pas encore été publié jusqu'ici. (Note d. red.) 
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En essayant d'appliquer des considérations semblables à quelques 
équations du cinquiéme degré et d'une forme analogue à celles des équa- 
tions traitées par Fer mat et Euler, on est arrêté tout aussitôt. La 
formule quadratiqué à laquelle on arrive, et qu'il faut égaler à une cin- 
quiéme puissance, admet plusieurs solutions différentes, et parmi ces so- 
lutions, il ny en a qu'une seule qui conduise à une équation semblable 
.& Tequation proposée. En réfléchissant à cette difficulté, jai reconnu 
qu'elle pouvait étre levée trés simplement en assujettissant à quelques 
conditions le nombre déterminé qui entre dans l'équation. Il résulte d'un 
théoréme exposé dans les préliminaires, que lorsque ces conditions se 
trouvent remplies, les différentes solutions dont la formule quadratique 
est susceptible, en général, doivent étre rejetées, à l'exception d'une seule, 
qui est précisément celle de laquelle on déduit des nombres qui satisfont 
à une équation semblable à l'équation proposée. On parvient ainsi à éta- 
blir l'impossibilité d'une classe assez étendue d'équations indéterminées du 
cinquième degré. Lie premier membre de ces équations est la somme 
ou la différence de deux cinquiémes puissances, et le second membre est 
le produit d'une cinquiéme puissance et d'un nombre déterminé assujetti 
à différentes conditions. En attribuant à ce nombre des valeurs particu- 
liéres compatibles avec ces conditions, on peut obtenir autant de théorè- 
mes particuliers que lon veut. Cette généralité de nos théorèmes est 
d'autant plus singuliere, que les équations analogues du troisieme et du 
quatrième degré, dont l'impossibilité a été démontrée jusqu'à présent, ne 
sont qu'en nombre fini et móme trés petit. 


Théoréme I. 

„Soit Z un nombre premier impair non-diviseur du nombre « et 
supposons que lon ait 0*— as — 7 (1.); on satisfera, comme on sait, à 
équation d* — ae? — /"^ (2.) par les nombres d et e que donne la for- 
mule (0--sy^a)' = d+eyÿ a (3.), lorsqu'on y égale les parties rationnelles 
et les coéfficiens de Yas je dis de plus que les nombres d et e ainsi ob- 
tenus seront premiers entre eux *).” 





*) Si le nombre /, au lieu d'étre premier, était un nombre impair quelconque et que les nom- 
bres d et az fussent premiers entre eux, les nombres d et ae seraient également premiers entre 
eux, comme il est facile de s'en assurer par un raisonnement parfaitement semblable à celui dont 


nous faisons usage dans le texte. 
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Il est evident, par l'équation (2.), que si les nombres d et. e avaient 
un diviseur commun, ce ne pourrait étre que le nombre 7 ou une puis- 
sance de ce nombre. Il suffra donc de faire voir que d n'est pas divi- 
sible par Z La formule (3.) donne cette valeur de ^R 


2253 jg nu gei dise rn. à 2 7. weg etc. 


D'un autre coté on conclut de l'équation (1), en se servant du signe em- 
ployé par M. Gaufs 


ee, Pca, Pa, .... (mod. J), 





et en multipliant respectivement par 0", 04, .... 
| Oe Ot eue Of aen ari a uo nodal 
En combinant ces congruences avec l'équation qui donne d, on aura 


n(n—1 n(n— n —2)(n— 
eroe pe bee) 


ou ce qui est la même A. la quantité entre les crochets étant le dé- 
veloppement de z[(1--1)'4- (1—1)”] et parconséquent égale à 27”, 

d = 979" (mod. 2). 
Il est maintenant facile de voir que d n'est pas divisible par /, car il 
faudrait pour cela que 0 fut divisible par /; mais la seule inspection de 
l'équation (1.) montre. que cela est impossible, Ü et e étant évidemment 
premiers entre eux et @ non divisible par /. 


Théoréme Il. 


„La lettre 7 désignant un nombre premier impair non-diviseur 
de a, si l'on suppose que l'on ait d*—ae*—/" (4), d"— ae” =!" (5), 
les nombres d et e; d' et e’ étant premiers entre eux, je dis que l'on 
pourra trouver deux nombres Z et u satisfaisant a l'équation Z^— a u*—41 (6.) 
et en outre tels que lon ait (d/-c-e/y a)(tz-uy' a) =d-+eya (7.), les 
signes étant convenablement choisis et les parties rationnelles et les coëf- 
ficiens de Ya égalés separément.” | 


Les équations (4.) et (5.) donnent immediatement 
= ae’, d*=ae”’, (mod./", 
on conclut de la en multipliant membre par membre: 
14 d* d? = œee"® (mod. 2”), 
et en #ansposant | 
d* d'* — a ee"—=(dd'--aee)(dd'—aee)=0 (mod. 7"). 


ind 


- 
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On voit par cette congruence qu'un des nombres dd'--aee', dd'—aee' 


est divisible par 2” ou qu'ils sont l'un et l'autre divisibles par 7 *). 

Mais il est facile de voir que ce dernier cas est impossible; en 
effet, si ces nombres étoient tous les deux divisibles par 7, leur somme 
2dd' le serait également; il faudrait donc, dans ce cas, qu'un des nom- 
bres d, d' fut divisible par /; mais on s'assurera facilement que cela ne 
saurait être, en ayant égard aux suppositions faites dans lénoncé du 
dd’ 3- aee 

m 
un entier. Nous ferons, pour plus de simplicité, 7 = # 1, 7 étant choisi 
de manière a rendre entière lexpression précédente. 

Si l'on multiplie membre par membre les équations (4) et 6. h 


on aura celle- ci 


théorème.  L/'expression avec le signe convenable sera donc 


(d d' 3- a ee^y — a (d'ez- d e^ = e”, 
dans laquelle on peut prendre à volonté les signes superieüys ou les signes 
inferieurs. On a donc aussi 
? | (d d' A- iaee^y — a(d'e-]- id e'y — P". 
Le nombre dd'-|-iaee' étant divisible par 7”, et a n'étant pas divisible 
par /, on voit, par l'équation précédente, que d’e--id el est également di- 
visible par 7". Cela posé, je dis qu'on aura 


d d' d-iaee Lord diea PU 
t= wa po ADM Fes we pave 


i’ étant 1, ou — 1 selon que la woo les paranthéses est positive 
ou négative. En effet, on aura en divisant les deux nombres de l'équa- 


tion donnée plus haut par 7", 
e ee 
dn MS als) REA x Pod er N ER 
pn p 
ou ce qui est la méme chose, /7—- au == 1, et on s'assurera facilement 


par la substitution que les valeurs précédentes de ¢ et u satisfont aussi 


a l'équation (7.), en y déterminant les signes de cette maniére 
(d' —ie'y^a)(t -i'uy/ à) = d+eya. 
Remarque. Comme il est évident qu'on peut changer simulta- 
nément les signes de e‘, u, e dans l'équation 


(d'zEe' ya) (tuya) = d + e/a, 


*) Dans le cas de n — 1, la premiere hypothèse est comprise dans la seconde et a parcon- 
séquent necessairement lieu; mais le méme raisonnement prouverait toujours l'impossibilité de 


la seconde. 


- 
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on voit que l'on peut poser | 
(teYa)ttuye) = (dteya), 

le signe de e étant a volonté et les signes de e' et u étant convenable- 

, ment choisis. | ! 


Théoréme III. | 

„La lettre 7 désignant un nombre premier impair non-diviseur 
de a et À un nombre impair qui n'a pas de diviseur commun avec @ et 
qui n'est pas divisible par /, si nous supposons que lon ait ces deux 
équations .D?^— a E? =k, ®—ae—=7", et que les nombres D et £; 
d et e soient premiers entre. eux, je dis que l'on pourra trouver deux nom- 
bres D' et E‘, premiers entre eux, satisfaisant à l'équation .D^— SH” = £, 
et en outre tels que l'on ait 

(D' -- E' fa)\(dtefa) = D+ £Eya, 
les signes étant convenablement choisis et les parties rationnelles et les 
coëfficiens de Ya étant égalés separément.” 

La demonstration de ce théoréme est tellement semblable à celle 
du théorème Il. que nous nous dispenserons de la développer ici. 

Il y a ici une remarque semblable à faire et l'on voit trés facile- 
ment que lon peut poser 

(D'- E/fa)(dtefa) = Dt HYa, 
le signe de Æ étant à volonté et les signes de É' et e étant convenable- 
ment choisis. 

Les théorémes que nous venons d'établir et qui peuvent étre uti- 
les dans plusieurs occasions, vont nous servir maintenant à établir une 
proposition relative à la manière de rendre le binome P?—5 (^, dans le- 
quel P et © sont des nombres indeterminés soumis à la restriction d'é- 
tre premiers entre eux, égal à une cinquiéme puissance. Cette proposi- 
tion consiste en ce que, pour égaler le binome P?— 57 de la manière 
la plus générale à une cinquiéme puissance impaire et non-divisible par 
), on n'a qu'à poser 

P+ Qy5 = Qt Ny Sy( muy 5) 
M et N étant de nouvelles indeterminées soumises à la seule restriction 
d'être premières entre elles, l'une paire, l'autre impaire et la premiére 
de plus non-divisible par 5; et les lettres ¢ et w désignant la solution 
générale de l'équation £^ —5u* — 1; ce qui veut dire que toutes les fois 
que P et () étant premiers entre eux, le binome P?— 54" est une cin- 


\ 
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quiéme puissance impaire non-divisible par 5, il existe des nombres M 


et /V premiers entre eux et tels qu'on ait 
P+OVS = (M+NY5) (tuy 5, 

t et u satisfaisant à l'équation £? — 5 u? — 1. : 

Pour nous assurer de la verité de cette proposition, posons 
P—50°=L, L désignant une cinquième puissance impaire, non-di- 
visible par 5 et voyons ce qui en resulte sur la nature des nombres P, 
et 0. Désignons par / l'un quelconque des diviseurs premiers de L et 
soit /" la puissance la plus élevée de Z, qui divise L, de sorte qu'en fai- 
sant L=/!""L‘, L' soit premier à 7. Il résulte d'un théorème connu, 
que le nombre / qui divise P?—5 (* sera lui méme de la forme 0* — 58°. 
Si nous posons maintenant 

Q-pey5y = d-pey5, Q-ey 5)" = DEVS, 
d et e, D et E seront premiers entre eux en vertu du théoréme L, et 
l'on aura l'équation | 
| (d-tey5 = D-- Ey 5. 
Si l'on applique ensuite le théoréme III. aux équations 
D—5me-i, P-50— IL, 
qui se déduisent immédiatement de ce qui précède, on. verra qu'il existe 
des nombres P' et Q’, premiers entre eux et tels qu'on ait 
p^—5Q0^- Li, PLOVS = (D-EEyO5)P XQ y5, 
ou ce qui revient au méme en remplaçant D-- Ey 5 par (d--ey 5), 
P+ Qy 5 = (dz-ey 5j (P! 2- Qv 5). 
L'équation P^—5 Q^ = L' à laquelle nous venons de parvenir, est en- 
tiérement analogue à l'équation P?^— 5? — L, car le nombre L’ que l'on 
obtient en divisant L par / est une cinquième puissance, comme Z. Sup- 
posons pour un instant que la proposition que nous cherchons à démon- 
trer soit vraie pour l'équation P^—5 Q^ = L', et voyons comment on 
pourrait en conclure qu'elle a également lieu pour le binome P'— 5f. 
Dans la supposition que nous venons de faire, il existe des nombres M’ 
et JV’ tels qu'on ait 
P+QVYS5 = UTNys(ttuy. 

En mettant cette valeur de P/+Q'Y5 dans l'équation obtenue plus 
haut et dont le premier membre renferme P+Qy5, il viendra celle- cl: 
P-pQy5 = (M'z-N'ySy(dstey Sy (buy 5) 
dans laquelle les signes dépendent de ceux qui se trouvent dans les deux 


J^ Lj 


Y x a a. à 
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équations dont la combinaison la produite. Si nous posons maintenant 

MEN VS) (d se e ^5) = Mc N, 
le signe de /V étant + ou —, selon que le coéfficient de y^$, dans la 
valeur développée du premier nombre est positif ou négatif, l'équation 
précedente se changera en celle-ci: 

P--Qyb5- (M+ NVCSy (ER uv 5), 
qui est conforme à l'énoncé de la proposition dont nous nous occupons.. 

Ayant ainsi fait voir que la proposition en question et vraie pour 
le binome P^— 5 Q* égal à la cinquième puissance Z, si elle est suppo- 
see avoir lieu pour le binome P?— 50”, égal à la cinquième puissance 
L', qui a un diviseur premier de moins que L, il ne reste, pour rendre 
la démonstration complete, qu'à prouver la vérité de notre proposition 
pour le cas où le binome P*—50* est une cinquième puissance qui n'a 
qu'un seul diviseur premier Z Or, c'est ce qu'il est trés facile de faire 
en s'appuyant sur le théorème II. En effet, dans le cas que nous ve- 
nons d'énoncer, on a. P^ — 5 Q* 2 /"; dun autre coté, le nombre 7 pou- 
vant être mis sous la forme 0*— 52, si l'on fait | 
(Fey 5y = MENS, Oey" = DHEYS, 
lon aura aussi 
D+EVS = (M+NVSŸ, D—SEc-i, 
D et E étant premiers entre eux en vertu du théorème I. Cela posé, 
il resulte immédiatement de l'application du théorème II. aux équations 
P_—50° — P TES Ee — aa 
qu'on a la relation 
P+Qy5 = (DXEE/5)( uy 5) 
t et u satisfaisant à l'équation £— 55^ — 1 et les signes étant conve- 
nablement choisis; ou, ce qui revient au même, en mettant (M+ EN ee 5) 
à la place de DTEYS, 

P-LQy5 -—(MENySy(tz-uy5) 
 rósultat conforme à l'énoncé de notre proposition: Il est ainsi prouvé que 
toutes les fois que 7?— 50° est une cinquième puissance impaire, il 
existe des nombres M et /V qui satisfont à la formule précédente. Quant 
à Tinverse de cette proposition, savoir qu'en attribuant dans la formule 
précédente à HM et IV des valeurs soumises aux seules restrictions déja 
plusieurs fois énoncées, on obtiendra des nombres P et Q premiers entre 
eux et tels que P*— 5 (* soit une cinquième puissance; la demonstra- 

- M 


> u 
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tion en est tellement simple qu'il.est inutule de nous y arrêter. — Au 
moyen de ce qui précède il sera facile d'établir le théorème que nous 
allons énoncer et qui servira de base aux propositions qui font l'objet prin- 
cipal de ce mémoire, 

| Théorème IV. 

» Les nombres P et Q devant être premiers entre eux, l'un pair, 
l'autre impair, et le dernier devant être de plus divisible par 5, je dis 
que pour égaler le binome P°—50* de la manière la plus générale à 
une cinquiéme puissance, il suffira de poser 
| P-FQy 5 = @+PV 5). 

Les indéterminées ® et { étant premières entre elles, l'une paire, l'autre 
impaire, et la premiere de plus non-divisible par 5°*).” 

. Pour égaler P*— 5 (* à une cinquième puissance, nous poserons, 
d'aprés ce qui vient d'étre dit, 

P-Qys = (MLN 5) (uv 5). 
M n'étant pas divisible par 5, si nous faisons pour un instant 
(M Ny 5) = M4 UY v5, 
3l sera facile de voir que JV’ est divisible par 5, et que M’ ne l'est pas. 
En substituant l'expression précédente dans la valeur de P+Qy5, on aura 
P-- Qy 5 = (M'XNy»(txuy 5), 


OE E CHE CES Y LI 
IV! étant divisible par 5, et MW’ ne l’etant pas, il est évident que Q ne 
pourra être divisible par 5, qu’autant que uw le sera. Les valeurs les 


plus petites qui satisfassent à l'équation 
DP, — ou =, 


d'où lon tire 


sont celles - ci, 
Le OS Uu re 


Les valeurs générales seront par conséquent données par cette formule, 
t+uys = (9+4Y5}, 


dans laquelle p est un nombre entier, positif quelconque **); on tire de là 


u = Lge 4p PPT op qs + ns 





au LL... 

*) Il n'est peut-étre pas inutile de faire remarquer qu'il y a des théorémés analogues pour 
beaucoup d'autres nombres premiers, et que pour les établir, on peut faire usage des mêmes con- 
sidérations dont nous nous servons ici, 

**) Voyez les Additions à l'Algébre d'Euler (art. 75.). 

Crelle's Journal. III. Bd. 4. Hft. x 47 
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Tous les termes de cette valeur, à partir du second, étant divisi- 
bles par 5, quel que soit p, on voit que pour que u puisse être divisible 
par 5, il faut que le premier terme, et par conséquent aussi p, soit divi- 
sible par 5. Si nous faisons donc p =5p‘, p' étant un entier, et qne nous 
substituions la valeur de ¢-+-uy 5 dans celle de P+ QV^5, nous aurons 

P-4-Qy5 = MENS) xy Syn, 
résultat qui, par l'introduction des nouv elles indéterminées, ® et W qui 
sont telles que - 
UM NyS)(9T4y75)" = + vv, 
se change en celui-ci, 
P4 Qy5 = (04 vy 5y. 

La forme de la solution donnée par l'énoncé du théoréme se trou- 
vant ainsi justifiée, il ne reste plus quà déterminer la nature des indé- 
terminées. 

. Comme on a 
p?— 5 Q? — (q* — 54"), 

et que les nombres P et Q sont respect. divisibles par Q et W, on voit 
facilement que les indéterminées Q et W, doivent être supposées premió- 
res entre elles, l'une paire, l'autre impaire, et la premiere de plus non- 
divisible par 5. On peut méme ajouter que ® ou W sera impaire se- 
lon que P et Q l'est. Réciproquement, si les indéterminées ® et W sa- 
tisfont aux conditions précédentes, les nombres P et Q déterminés par 
la formule 5 

PrOVS = @4+079/, 
seront premiers entre eux, comme il est facile de s'en assurer. Ces pré- 
liminaires établis, nous‘ pourrons nous occuper des théorémes qui font 
lobjet principal de ce Mémoire. Le premier de ces théorémes peut s'é- 
noncer de la maniére suivante. 


Theoreme V. | 
„Les nombres 77 et n étant positifs, plus grands que zéro, et le 
second de plus différent de 2, et le nombre B n'étant divisible ni par 2 _ 
ni par 9, ni par aucun nombre premier de la forme 104-1, ıl sera 
impossible de trouver deux nombres x et y premiers entre eux, tels que 
x5 zb dum 207 n5 (oc) 
Supposons, contre l'énoncé du théorème, que l'équation soit possible. 
Comme le second membre est pair (m ayant été supposé > O), il faut 
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que. les nombres x et y, qui sont premiers entre eux, soient impairs l'un 
et l'autre. Si nous faisons et y=2p, z#y=29, et par suite 
: v= pty, Hy = p— 9%, m 
les nombres p et 7 seront entiers, premiers entre eux, et de plus l'un pair, 
l'autre impair. En substituant les valeurs précédentes de x et + y dans 
l'équation (c), on la changera en celle-ci: 
2p(p°+10p +59) = 275" Ag. 

Le premier membre ne peut être égal au second membre, qui est 
divisible par 5, qu'autant qu'on suppose p divisible par 5. Faisant donc 
p — 5r, nous aurons | 

BTS Sy, 59 5E LES! 89-9 SP z* 

Le nombre 7 est par hypothése égal à lunité ou plus grand que 
2. Si n est égal à l'unité, il faudra, dans l'équation précédente, suppo- 
ser Z divisible par 5. On pourra, dans ce cas, mettre 5z à la place de 
Z, ou, ce qui est la méme chose, donner à 5 l'exposant 6, dou l'on voit 
que l'on peut supposer dans tous les cas, 2n 752. Si lon met maintenant 
l'équation précédente sous cette forme, | 

| r(g*4- 2.5% g*p* -- 53 pt) — n 5072 1 £5, 

et qu'on.se rappelle que les nombres g et p — 5r, sont premiers entre 
eux, et de plus, l'un pair, lauire impair, il sera facile de voir que le 
facteur trinome est impair, non-divisible par 5, et premier à r; il faut 
donc que r soit divisible par 5, z étant 7 2. Choisissons actuellement 
deux nombres positifs, & et v, tels que *) z-]-u — 1, n-+-y—2, soient di- 
visibles par 5, et un nombre B qui n'ait d'autres diviseurs premiers que 
le nombre 4, et tel que le produit 4B soit une cinquiéme puissance. Si 
nous multiplions l'équation précédente par 2^5" B, nous aurons celle-ci: 

OND PG CE STO DT HOT) amet amm Fn. n 

Le second membre de cette équation étant une cinquiéme puissance, 
le premier membre en sera pareillement une. Or, je dis que les deux 
facteurs dans lesquels ce premier membre peut se décomposer, le facteur 
2“5’ Br et le facteur trinome, sont premiers entre eux. En effet, nous 
avons déjà vu plus haut que le facteur trinome est premier à 2"5"r, et 
il résulte d'un autre coté des théorémes connus d'Euler sur la forme 
linéaire des diviseurs premiers de la formule z"-- y" (Théorie des nom- 


“ 





*) Si m-—1 éiait divisible par 5, on choisirait pour w une autre valeur que zéro pour évi- 


ter les exposans négatifs dans ce qui va suivre. 
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bres, no.156.) que le facteur trinome, dans lequel 9 et r n'ont pas de 
diviseur commun, n'est divisible que par des nombres premiers de la 
forme 10A--1, qui d'aprés les suppositions faites dans l'énoncé du théo- 
réme ne convient à aucun des diviseurs de 4, et par conséquent aussi 
de D, D n'ayant pas d'autres diviseurs ‘premiers que 4. Il faut done 
que le nombre 2"5"Br et le facteur trinome soient de cinquiémes puis- 
sances l'un et l'autre. 

Le facteur trinome pouvant s’écrire de cette maniére, 

+5? — 5 (1079) 
et les nombres 9° +5°r°, 107? étant premiers entre eux, le premier im- 
pair et le second pair et divisible par 5, il suffra, en vertu du théo- 
réme L, pour égaler le facteur trinome avec toute la généralité conve- 
nable à une cinquiéme puissance, de poser ces deux équations, 
g-6Pbrt)5-412.5029-L555, 
107° = 5s(£*-F 02s +5). 

Les nombres s et £ doivent ótre supposés premiers entre eux, et 
de plus le premier pair et le second impair. et non-divisible par 5. Il 
suit de là que s doit être divisible par 5; en effet 7 n'étant pas divisible 
par 3, le second nombre de la seconde équation ne peut étre divisible 
par 5° qu’autant que s est divisible par 5; mais le premier nombre qui 
a 7? pour facteur, est divisible par 5°; donc s est divisible par >. 

Nous avons vu plus haut que 2^5"Br devait étre une cinquiéme 
puissance. Le nombre 2*^5" f*;?, carré du nombre précédent, devra 
donc étre une puissance du méme degré, et méme du dixiéme degré. 
Or, en multipliant par 2*"^75*"72* les deux membres de la derniere 
équation, on aura celle-ci: 

Qui oon pa — 2207 5? Bst + 102° s* +5 5%), 

Si donc nous faisons pour abréger, 2p— 1— g, 2y — h, B=C,: 
tout se réduira à faire voir qu'il est impossible de trouver deux nombres 
s et ¢ premiers entre eux, et dont le premier soit de plus pair et divi- 
sible par 5, tels que le produit 

225° Cs (+10 5° +55") (Q) 
soit une cinquieme puissance. 

En ayant égard à la nature des diviseurs premiers de C, on sas- 
surera facilement que le facteur 255^C5 et le facteur trinome sont pre- 
miers entre eux. Il faudrait donc, pour que le produit (ß) püt &tre une 
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cinquiéme puissance, que chacun de ces facteurs en füt pareillement 
une. Le facteur trinome peut s’écrire de cette manière: 
(OH 5.5")? — 5(28°). 

Comme les nombres P,--55,.2.5? sont évidemment premiers entre 
eux, et de plus le premier impair et le second pair et divisible par 5, 
le théoréme I. est applicable ici, et l'on pourra poser 

x f? + 5 8? = tf’ (4-4 2.5? L^? s^ -L- ane 
28° = Is (tt + 102^5^ -- 55^). 

Les nombres s' et 7 doivent être supposés premiers entre eux, et 
de plus le premier pair et le second impair et non-divisible par 5. Comme 
t! n'est pas divisible par 5, il est évident par la seconde équation, dont 
le premier membre renferme le facteur s*, et est par conséquent divi- 
sible par.5*, que s’ doit être divisible par 5. Ainsi, les nombres s’ et 
t’ sont premiers entre eux, de méme que les nombres s et £, et le pre- 
mier s’ est en outre pair et divisible par 5 comme s. 

ll est facile encore de voir que s' est plus petit que s; car on 
conclut immédiatement la dernière équation 5°s°<Z 25° et par suite 

5 

28° 
1 <V( 25 ) | 

On a vu plus haut que 2#5*Cs devait être une cinquième puis- 
sance. Le nombre 2*55*"60?5? carré du précédent, devra donc être une 
puissance du méme degré. Or, en multipliant les deux membres de la 
dernière équation par 27:75? (*?, on aura 

938 52h 2 52 — 929—1 52h33 C^ s' (£^ -- 102^ 5^ -- 5 5/5, 
ou ce qui'est la méme chose en faisant 29 —1 — g/, 2^ -- 1, 
C?^—C', dans le second membre, 

Que SACS 975v 0 ltr 101^ s! 4-555) (Q/) 
équation dont les deux membres doivent étre des puissances du cin- 
quiéme degré. 

Nous voila donc arrivés à un produit (D^) semblable au produit 
(ß), mais dans lequel le nombre s’ est plus petit que le nombre s du pro- 
duit (2), et ce produit (2’) serait une cinquième puissance, si le produit 
(D) en était une. En traitant le produit (2^ comme nous avons traité 
le produit (ß), on arriverait à un troisième produit (2^), dans lequel le 
nombre 5" serait plus petit que s’, et l'on pourrait continuer ce procédé 
aussi loin que lon voudrait. Il est facile de voir en outre que quelque 
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loin que l'on prolonge les séries 5, 5', 5", . . . .5 f, 1, 1", . ... ., on ne 
pourra jamais rencontrer un terme égal à zéro; car il est évident que 
si l'on supposait nul un de ces termes, on conclurait en remontant que 
s=0, cas évident, et qui d'ailleurs est exclu, puisque les nombres s et 
t ont été supposés premiers entre eux. ! 

Si done le produit (ß) pouvait étre une cinquiéme puissance, on 
pourrait obtenir, par l'analyse précédente, une suite indéfinie de nombres 
entiers positifs, dans laquelle chaque terme serait plus petit que le terme 
précédent, sans qu'aucun des termes ne füt nul; ce qui implique contra- 


diction. On doit conclure de là que le produit (ß) ne saurait être une 
puissance du cinquiéme degré. | 





Le théoréme V. se trouvant ainsi établi, nous allons donner le 

moyen d'en déduire un autre plus général. Considérons l'équation - 
o nk gets Satu de 
dans laquelle nous supposons x et y premiers entre eux,. m 750, et 4 
soumis aux mêmes restrictions que dans lénoncé du théorème V. Soient 
&, (2, y des nombres positifs moindres que 5, et tels que = «a, ty — (o, 
z=y (mod. 5) et soit encore H un nombre positif «725 et tel que 
or 4 = H (mod. 25). Comme 5 est un nombre premier, on aura 
x5 zx, yzmwy, 2 =z, (mod. 5): 
On conclut de là, en ayant égard à l'équation posée plus haut, 
x y ==2" Az, (mod. 5), 





et partant . 
a+-ß=Hy (mod. 5). 

Comme « est le reste de x, on pourra poser x — &+5#, k étant 
un entier; on tire de là, en élevant les deux membres à la cinquiéme 
puissance, | 

x = a 45.2 6E) + 2:5 (5) + eto, 
on'aura donc 
x = a (mod. 25). | 
On trouvera de la méme manière + y*zc(9, z’=y’ (mod. 25), et 
comme on a aussi 2".4 == H (mod. 25), on trouvera, en ayant égard a 
l'équation citée, | | 
o° +. 2° Hy: (mod. 25). 

Si maintenant, en substituant dans cette congruence, successive- 

ment pour «, (2, toutes les combinaisons que l'on peut former avec les 
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nombres positifs moindres que 5, et pour y les valeurs correspondantes 
également moindres que 5, données par la formule . 

e+-ß=Hry (mod.5), 
on trouve que la congruence «’ -++ {= Hy? (mod. 25) ne peut subsister 
que lorsque y est nul, on sera assuré que l'équation | 

a? hy? — 9" Az 

ne peut avoir lieu, à moins qu'on ne suppose z divisible par 5. On 
pourra donc, dans ce cas, mettre 5z à la place de z, ce qui change no- 
tre équation en celle-ci: 





au cis — Om OP ud Ze. 
qui rentre évidemment dans le théorème IL, et par conséquent est im- 
possible. Or, ce cas a lieu toutes les fois que le nombre A est un des 
huit nombres suivans 3, 4, 9, 12, 13, 16, 21, 22, comme on peut s'en 
assurer par un calcul trés simple. Nous avons donc ainsi ce nouveau 
théoréme: 
Théoréme VI. 

» lie nombres 72 et 4 étant soumis aux mêmes restrictions que 
dans lénoncé du théoréme IL, si le nombre 2".4, étant divisé par 25, 
donne un des huit restes suivans, 3, 4, 9, 12, 13, 16, 21, 22, il sera im- 
possible de trouver deux nombres x et y premiers entre eux, tels que 
Yon ait & ty’ = 9" 425.” 

Pour donner un exemple bien simple, considérons les deux équa- 
tions. stimme goa ce! iio 24 

Comme dans ces équations on peut, sans nuire à la généralité, 
supposer les nombres x et y premiers entre eux, il sera facile de voir 
qu'elles rentrent dans le théorème U. En effet, si lon fait 44— 1, et 
successivement 72 — 92, m==4, on aura respectivement 

Q" 4 — 4, 97.4 = 16. 

Il est donc prouvé que les deux équations précédentes sont impossibles. 

Considérons encore l'équation 

| 38 "br en: ans | 

qui est une de celles que Fermat a assuré étre impossibles. Par des 
considérations semblables à celles qui nous ont servi pour établir le théo- 
réme précédent, on peut s'assurer que cette équation ne saurait subsi- 
ster, à moins qu'une des indéterminées x,y, z, ne soit divisible par 5. 
Soit z l'indéterminée divisible par 5, car il est évident qu'on peut faire 
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en éorte qu'une quelconque des indéterminées se trouve toute seule dans 
un membre. D'un autre côté, si l'on suppose ces indéterminées premié- 
res entre elles, l'une d'elles sera paire et les deux autres seront impaires. 
Si z était paire; on pourrait remplacer cette indéterminée par 2.5.z, 
ce qui changerait l'équation greens en celle-ci: 
| WE QS 

qui est impossible, puisqu'elle rentre évidemment dans le théorème IL 
Il ne resterait donc qu'à traiter le cas où l'indéterminée divisible par 5, 
serait impaire; mais la méthode exposée dans ce Mémoire parait insuf- 
fisante pour ce cas, et je ne vois pas comment on pourrait compléter la 
démonstration du cas particulier du théoréme de Fermat, dont il vient 
d'étre question. 


Addition au Mémoire précédent. 


Depuis que le Mémoire précédent a été présenté à l'Académie, 
M. Legendre a publié un second supplément à sa Théorie des Nom- 
bres, dans lequel ıl démontre l'impossibilité de l'équation 
wA buys uem oa | 
Le cas de lindéterminée divisible en méme temps par 2 et par 5, est 
traité dans cet ouvrage comme dans le Mémoire précédent, et l'auteur 
prouve ensuite l'impossibisité de l'autre cas au moyen d'une analyse nou- 
velle. L'objet de cette addition est d'établir deux théorèmes nouveaux 
sur les équations indeterminées du cinquiéme degré et qui comprennent, 
comme cas particulier, le théorème de Fermat pour les cinquiémes 
puissances. J'y parviens en partant des resultats obtenus dans ce qui 
précéde et en faisant usage d'une analyse qui différe a plusieurs égards 
de celle de M. Legendre et entiérement analogue à la methode qui 
est exposée dans le Mémoire précédent. On a vu que le succès de. l'ana- 
lyse que nous y avons employée, est fondé sur ce que, pour égaler à une 
cinquième puissance impaire le binome P?— 5 Q*, dans lequel doit être 
DONIS par 5, il suffit de poser | 
PLOVS = (9 v5), 
parceque. cette circonstance donne lieu à la réproduction continuelle de 
lexpression que nous avons appelée facteur trinome, En traitant les 
nonvelles équations qui font l’objet de cette addition on est également 


4 


> 
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conduit au binome P?— 5 Q*, Q étant toujours divisible par 5; mais il y 
a cette difference que les nombres P et Q, qui précédemment étaient l'un 
pair, lautre impair, sont ici impairs tous les deux et que le binome 
P°— 5Q*, qui dans l'autre cas devait être une cinquième puissance im- 
paire, doit étre égalé ici au quadruple d'une pareille puissance. Or, la 
formule qui satisfait de la maniére la plus générale à cette derniére con- 
dition, est susceptible d'étre rendue parfaitement semblable à celle qui 
sert à remplir la premiére; car jai remarqué q'n peut la présenter de 


cette manıere 


P+ Qy^5 Buk Pius EDAM 


expression qui ne se distingue du résultat qu'on vient de rappeler qu'en 
ce que les indeterminées ® et Ÿ, au lieu d’être l'une paire, l’autre im- 
paire, doivent étre impaires toutes les deux. Des qu'on a fait cette 
remarque et qu'en traitant les nouvelles équations qui vont nous occuper, 
on est arrivé au binome qu'il s'agit d'égaler au quadruple d'une cinquième 
puissance, on voit d'un seul coup d'oeil qu'on doit réussir à prouver l'im- 
possibilité de ces équations, en faisant usage d'un procédé tout à faii 
analogue à la marche que nous avons suivie dans la démonstration du 
théorème V. — Nous allons maintenant entrer en matière, en commen- 
cant par établir la proposition que nous avons déjà énoncée. 


Les nombres P et Q, dont le premier est supposé n'être pas divi- 
sible par 5, étant impairs tous les deux, et n'ayant pas de diviseur com- 
mun, le nombre P?—5Q? sera de la forme Sk--4, et l'on pourra faire 

P—50 = AL, 
L étant un nombre impair et non-divisible par 5. Si nous multiplions 
membre par membre l'équation précédente et celle-ci: 
Ba sl E 
nous aurons 
(SPO) — OG PSO) — Tol. 
Comme les nombres P et Q sont impairs tous les deux, il est évi- 
dent qu'en déterminant convenablement le signe, les expressions 
3P#50 Pr-30 
MU CO rg: dU 
seront entiéres l'une et l'autre; faisant en conséquence 
3P+5 aid (fait 
pL IP e ed Es. Qf, 
Crelle's Journal, III. Bd. 4. Hft. 48 
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{ 
le signe en dehors de la parenthése étant choisi de maniére a donner 
une valeur positive pour Q', l'équation obtenue plus haut se changera en 
celle-ci: P?—5Q%= L, et lon s’assurera facilement que lon a 
P+OVS = (P -Qy 5) xy), 
les signes étant convenablement choisis, et que les nombres P' et Q' sont 
premiers entre eux, et de plus l'un pair, l'autre impair. 

Supposons maintenant que le nombre Z doive être une cinquième 
puissance. On satisfera à cette condition de la: manière la plus générale 
en posant , 

P'-- Q'y5 = MENVS5) 9 t4 V5). 
En substituant cette valeur dans la derniére équation, on aura celle-ci: 
P+0yY5 = (M+NY5’9+4Y5P@+Y5) 

dans laquelle les signes sont indépendans, comme dans les deux équations 
précédentes. On peut faire p — 5 £--r, & étant entier et positif, et r 
ayant une de ces trois valeurs, 0, 1, 2; la quantité (9-- 4/5) se dé- 
composera ainsi en ces deux facteurs (I+4Y5)* et (9--4,/5)^" dont - 
le premier peut être omis parcequil rentre dans (M+ VV 5). Si nous 
observons de plus qu'en vertu de l'équation 

| 9+4V75 = 9O+F4V5)%, - 
on peut changer dans (9--4,75) simultanément les signes de r et du 
radical, nous pouvons supposer le signe de r positif, et l'équation donnée 
plus haut deviendra 

P+OVS = (M c NV 5) (9 £45) BEV). 

L devant toujours être la cinquième puissance d'un nombre impair et 
non-divisible par 5, déterminons les conditions nécessaires pour que Q 
soit divisible par 5. Comme le coéfficient de Y5 dans le développement 
de (M+ IV ^5) est divisible par 5, et que la partie rationnelle de ce dé- 
veloppement ne l'est pas, M n'étant pas divisible par 5, on conclut, comme 
dans la démonstration du théoréme IV., que pour que Q' puisse étre di- 
visible par 5, il faut que le coefficient de Y5, dans la valeur déve- 
loppée de (9-3- 4^5) (3 4- y^5) le soit. 

Or, en substituant pour r successivement les trois valeurs O, 1, 2, 
on trouve que cela n'a lieu que dans le cas de r— 2, les signes des ra- 
dicaux dans les deux facteurs (9--4y^5y et (3+y 5) étant en méme 
temps opposés. Si lon fait attention que l’on a 


3 + V 5)? 4 
SEO EG WP AUR, IV = 


AT LE 
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lon trouvera que le produit précédent sera, dans le cas dont il s'agit, 
équivalent à GHV 

2 ; 
valeur dont la substitution dans Venu obtenue plus haut,.la change 
en celle- ci: 





Po d pd 
Les nombres M et N étant l'un pair, l'autre impair, les nombres 
@-et L déterminés par l'équation 
P+VVS = MENVSGEVS). 
seront impairs l'un et l'autre, et l'on aura 
| PLOV5 = GL 
et par consequent 


Au 53 2 4 53 y4 
TT BEN NA 


UN (Car mn AU ad ceat v^) 


Pour que P et Q soient premiers entre eux, il faut que ® et \ n'aient 
pas de diviseur commun, et que le premier de ces nombres ne soit pas 
divisible par 5, et réciproquement, si les nombres @ et +, dont le pre- 
mier est supposé ne pas étre divisible par 5, n'ont pas de diviseur com- 
mun, et sont impairs l'un et l'autre, les nombres P et Q seront entiers et 
premiers entre eux. En effet, le quart de la quantité @*+ LQG et Ry vo 
pouvant se mettre sous la forme 


(ET q*-4-5 y? yu 5 (Ly, 
et cette derniére expression étant évidemment le quadruple d'un nombre 
impair, on voit que la valeur de Q est entière‘et impaire; la même 
chose se prouvera pour la valeur de P, et lon s'assurera facilement que 


les nombres P et Q, qui sont impairs tous les deux, n'ont pas de diviseur 
commun. Nous avons donc ainsi ce théoréme: 
Theoreme VII. 

„Les nombres P et Q devant étre premiers entre eux, et impairs 
l'un et l'autre, et le dernier devant étre divisible par 5, je dis que pour 
égaler le binome P*— 50° au quadruple d'une cinquième puissance 
avec toute la généralité convenable, il suffira de poser 

5 
Po c EBEN, 
48* 
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les nombres indéterminés ® et Ÿ étant premiers entre eux, impairs l'un 
et l'autre, et le premier de plus non-divisible par 5 *)." | 

Voici maintenant le premier des théorémes nouveaux que nous 
avons annoncés au commencement de cette addition. 


Théoréme VIII. 

„La lettre 2 désignant un nombre positif autre que O et 2, et le 
nombre 4 n'étant divisible ni par 2 ni par 5, ni par aucun nombre pre- 
mier de la forme 10#<+ 1, il sera impossible de trouver deux nombres 
x et y premiers entre eux, et tels que 

a? y5 = SAS (y) 

Les nombres x et y peuvent être impairs tous les deux, ou l'un 
pair et lautré impair. Dans le premier cas, z sera divisible par 2, et 
lon pourra mettre 2z à la place de z, ce qui changera l'équation (y) en 
celle- ci: | 

RM ce QUEE. 
qui est impossible puisqu'elle rentre évidemment dans le théoréme V. 
Reste donc à prouver l'impossibilité du second cas où l'on suppose les 
nombres x, y, l'un pair, l'autre impair. Sı nous faisons 


chy SP tty. = f) 
nous aurons 


Qe = p+g E2Y = p—9, 
et les nombres p et g seront premiers entre eux, et de plus impairs l'un 
et l'autre. En substituant les valeurs précédentes de 2x et +2y dans 
l'équation (y), aprés en avoir multiplié les deux membres par 2°, on aura 
pp + 10p jf +589) = 25" Ar. 
Comme p doit évidemment étre divisible par 5, nous ferons p= 57, ce 
qui donnera 
9 r(9 62.57 r er) = By" Az. 
Le nombre 7 est par hypothèse égal à l'unité ou plus grand que à Si 
n est égal à l'unité, il faudra, dans l'équation précédente, supposer 2 di- 
visible par 5. On pourra donc, dans ce cas, mettre 5z à la place de z, 
ou, ce qui est la méme chose, donner à 5 l'exposant 6, d'où l'on voit 
que l'on peut supposer dans tous les cas que 77» 2. 
$1 l'on met l'équation précédente sous cette forme 
r(g* 4- 9.5? g? P? -I- 555) — 05242, 
*) Ce théorème, comme le théorème IV., a ses analogues pour beaucoup d'autres nombres 
premiers. | 
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et qu'on fasse attention que 27-2, et que 9 est premier à p — 5r, on 
voit que r doit étre supposé divisible par 5. 

Choisissons maintenant un nombre positif y tel que n-]- v —2 soit 
divisible par 5 et un nombre B qui n'ait d'autre diviseur premier que le 
nombre 4 et tel que le produit 4B soit une cinquième puissance. Mul- 
tipliant la dernière équation par 5" B, nous aurons 

5'Br(gf+2.5 gr +5rt) = 92'57*-4Bz. 

Tous les diviseurs du facteur trinome dans lequel 9 et r sont pre- 
miers entre eux, étant de la forme 104-]-1, il est evident quil n'a au- 
cun diviseur commun avec D; il n'est pas moins évident qu'il est aussi 
premier à 5’r, et par conséquent à 5" Zr. | 

Comme le facteur 5"Br et le facteur trinome sont premiers entre 
eux, et que le premier de ces facteurs est impair, il faut en vertu de 
la dernière équation, dont le second nombre est le produit de 2° et de 
la cinquième puissance d'un nombre impair, que 5” Br soit une cinquième 
puissance, et le facteur trinome une cinquième puissance multipliée par 2°. 

Le quart du facteur trinome devant être le quadruple d'une cin- 
quième puissance, et ce quart pouvant se mettre sous la forme 
Esse Ces 5 (5 ry, 
2 2.2 

où les nombres 2 ES —-, 5r*, sont évidemment premiers entre eux, 1m- 
pairs l'un et l'autre, et le dernier de plus divisible par 5, il suffira en 
vertu du théoréme établi au commencement de cette addition, pour éga- 
ler le quart du facteur trinome au quadruple d'une cinquième puissance, 
de poser ces deux équations 

g^ d-9*r* (t* + 2.5? t* s* 1-5? s?) 

IT = I I, 

















3 
à i^ 1-100 s? 55^ 
pa s De En 


les nombres indéterminés ¢ et s devant étre supposés premiers entre eux, 
impairs lun et l'autre, et le premier de plus non- divisible par 5. Comme 
£ n'est pas divisible par 5, et que r l'est comme nous l'avons vu ci- des- 
sus, il faut, en vertu de la derniére des équations précédentes, que s soit 
divisible par 5. | 

Nous avons vu plus haut que 5"Br devait être une cinquième 
puissance. Le nombre 5? B?r?, carré du précédent, devra donc être une 
puissance du méme degré, et méme du dixiéme degré. 
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Or, en multipliant par 2*.5"^7 B* les deux membres de la dernière 

équation, on aura celle- ci: 
9*5" Ber? = 5" B*s(t* 4- 108 s + 55*. 

Si donc nous faisons pour abréger 2v = 4, B* — C, tout se réduit 
à faire voir qu'il est impossible de trouver deux nombres £ et s premiers 
entre eux, impairs lun et l'autre, et dont le dernier s soit de plus divi- 
sible par 5, tels que le produit 

5" Cs (t*+ 102 5*-+ 55*) (8) 

soit une cinquième puissance mnltipliée pas 2°, 

ll est facile de voir que l'expression (0) ne saurait être le produit 
de 2* et d'une cinquième puissance, à moins que 5"Cs ne soit une cin- 


quiéme puissance, et le facteur trinome une cinquième puissance multi- - 


pliée par 2° 
Le quart du facteur trinome devant être le quadruple d’une cin- 
quième puissance, et ce quart pouvant se mettre sous la forme 


FF) — 567, 


, 55, sont évidemment premiers entre eux, impairs 





ou les nombres md 
‘ l'un et l’autre, et le dernier de plus divisible par 5, il suffira, pour éga- 
ler le facteur trinome divisé par 4 au quadruple d'une cinquiéme puis- 
sance, de poser ces équations 


a EN] en 2,58 219 tr D 


= 52 ; 
qo (t^ +10 4? s"? 4-5 5/4) 

les nombres 7’ et s/ étant supposés premiers entre eux, impairs l'un et 

l'autre, et le premier // de plus non-divisible par 5. Comme s est di- 

visible par 5, et que ¢’ ne l'est plus, il faut, d’après la dernière équa- 


tion, que s’ soit aussi divisible par 5. On conclut encore de la dernière — 


équation, que 225-7 s* et par suite que s/est beaucoup plus petit que s- 

Le nombre 5'Cs devant être une cinquième puissance, 5? €*s* 
carré du nombre précédent, devra être une puissance du même degré, 
et méme du dixième degré. Or, en multipliant par 2*5" C* les deux 
membres de la derniére équation, on aura celle-ci: 

Q5? C? 2 — 5241 085 (£^* -- 102^ s^ + 5 $5) 

ou ce qui est la méme chose, en faisant 24 -|- 1 =A‘, C* — C', dans le 
second membre, 


/ 
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ES Ce E 5% C's’(t*+ 10:1”s?+-5s*), (0^) 
équation dont les deux membres devront étre des cinquiémes S 
multipliées par 2%. | 
| Le produit (J’) étant parfaitement semblable au produit (0), et le 
nombre s’ étant beaucoup plus petit que le nombre 5, on conclura, comme 
dans la démonstration du théorème V. du mémoire précédent, que le 
produit (0) ne saurait être égal à une cinquième puissance, multipliée par 


2°, et que par conséquent l'équation (y) ne saurait avoir lieu. 


Le théoréme de Fermat, pour le cas des cinquiémes puissances, 
est compris comme cas particulier dans le théoréme que nous venons 
d'établir. En effet, l'équation 2?-- y? — z^ ne pouvant avoir lieu, à moins 
qu'une des indéterminées, z par exemple, ne soit divisible par 5, nous 
pouvons mettre 5z à la place de z; ce qui donnera a5-- y? = 552^, équa- 
tion impossible, puisqu'elle rentre dans le dernier théoréme. 

= Un raisonnement tout-à-fait semblable à celui au moyen duquel 
nous avons établi le théorème VL, en partant du théorème V., peut ser- - 
vir à déduire du théoréme que nous venons de démontrer un nouveau 
théoréme qui peut s'énoncer comme il suit: 


Théoréme IX. 

„Le nombre 4 étant soumis aux mêmes restrictions que dans l'é- 
noncé du théoréme VIIL, et ce nombre donnant un des huit restes suivans, 
9, 4, 9, 12, 13, 16, 21, 22, lorsquil est divisé par 25, il sera impossi- 
ble de trouver deux nombres x et y premiers entre eux, et tels que l'on 
ait A V == 2." 
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OD. | 
Ueber die Anwendung der e elliptischen Transcendenten 


auf ein. bekanntes DS 4 a der Elementarseometrie: 


„Die Relation zwischen der Distanz der Mittelpuncte und 
den Radien zweier Kreise zu finden, von denen der eine 
einem unregelmälsigen Poly gon eingeschrieben, der an- 
dere demselben umgeschrieben ist.” 


(Von Herrn Prof. Dr. C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Preufsen.) 


1. 

Bei einem jeden Dreieck findet bekanntlich eine Gleichung zwischen 
den Radien des eingeschriebnen und umgeschriebnen Kreises und der 
Distanz ihrer Mittelpuncte Statt, welche Euler zuerst aufgestellt hat. 
Weniger bekannt scheint die ähnliche Relation bei einem Viereck zu 
sein, das zu gleicher Zeit einem Kreise eingeschrieben und einem an- 
deren umgeschrieben werden kann; doch kann sie hier noch leicht auf 
mannichfachen Wegen gefunden werden; wie denn die Theorie dieser 
Vierecke háufiger untersucht worden ist. Schwieriger ist das Problem 
beim Fünfeck und bei den hóheren Polygonen, so dafs Herr Steiner, 
der es gewohnt ist, die bekannten Gränzen hinter sich zu lassen, diese 
Theorie wesentlich erweitert zu haben schien, indem er im 2ten Bande 
dieses Journals S. 289., nachdem er zuvor S. 96. desselben Bandes das 
Problem wieder in Anregung gebracht hatte, noch für das Fünfeck, 
Sechseck und Achteck die entsprechenden Gleichungen aufstellte. Lei- 
der aber hat dieser grofse Geometer nicht die Analysis dieser interes- 
santen Resultate mitgetheilt. 

Ehe wir nun aber selbst unsre Weise dieses Problem zu behan- 
deln den Geometern vorlegen, sehen wir uns genöthigt, im Namen des 
vor Kurzem verstorbenen Russischen Staatsraths Nicolaus Fufs, die von 
Herrn Steiner gegebenen Resultate in Anspruch zu nehmen; welcher, 
ohne es zu wollen und ohne es zu wissen, dieselben und noch überdies 
die Gleichung für das Siebeneck, bei weitem die schwierigste, gefunden 
hat. Dieser ausgezeichnete Analyst war nämlich in dem leider nicht 


M 
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häufigen Irrthum, das Problem, das er sich stellte, nur in einem parti- 
culären Falle aufgelöset zu haben, während er in der That die allgemeine 
Lösung gab. at: | 
Man liest nemlich in dem 13ten Bande der Pétésibanedt INova 

Acta eine Abhandlung von diesem Verfasser vom Jahre 1798, welche 
den Titel führt: 

De Polygonis jor i qa irregularibus circulo. simul neon et 

circumscr ipiis. 
8.166 — 189. Schon im 10ten Bande der /Vove Acta für das Jahr 1792 
hatte Derselbe verschiedene und zum Theil neue Probleme über die Vier- 
ecke gelöset, welche zugleich einem Kreise eingeschrieben und umgeschrie- 
ben sind, und auch die Relation gegeben, welche zwischen den Rädien 
beider Kreise und der Distanz ihrer Mittelpuncte Statt hat. Er habe 
seitdem, erzählt er, diese Untersuchungen auf Polygone von mehr als 
4 Seiten auszudehnen gesucht; es sei ihm aber nicht gelungen. Denn 
mit der wachsenden Seitenzahl würden die Fundamentalformeln so ver- 
wickelt, dafs man an ihre Entwirrung Oel und Mühe verschwende. Er 
habe daher das mit den gröfsten Schwierigkeiten behaftete allgemeine 
Problem verlassen, und wolle sich hier auf solche Polygone beschränken, 
. welehe man symmetrisch unregelmafsige (symrmetrice irregu- 
daria) nennen könne, die nemlich einen Durchmesser haben, der durch 
beide Centra geht, und das Polygon in zwei gleiche und ähnliche 
Theile theilt. | 

Es thut aber diese bis rdnifboe bei dem ROUTE co, das sich Fufs 

in seiner Abhandlung stellt, nemlich jene Gleichung zwischen den Ra- 
dien und der Distanz der Centra zu finden, keinesweges der Allgemein- 
heit Eintrag. Denn zuerst ist klar, dafs, wenn eine Ecke des Polygons 
in jenem durch beide Centra gehenden Durchmesser sich befindet, das 
Polygon auch zu beiden Seiten des Durchmessers symmetrisch liegen 
wird. Es kann aber immer eine Ecke des Polygons in dem Umfange 
des Kreises, in welchen es eingeschrieben sein soll, beliebig angenom- 
men werden. Denn Herr J. V. Poncelet hat in seinem berühmten 
Werke, Zraite des Propriétés Prisa des Figures S. 361. den schö- 
nen Satz bewiesen, dafs 

„wenn irgend ein Polygon. zugleich einem Kegelschnitt eingeschrie- 

ben und einem andern umgeschrieben ist, es eine unendliche Menge 

Crelle’s Journal. III. Bd. 4. lift. 1 49 
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ühnlicher giebt, welche diese Eigenschaft in Bezug auf die beiden 

 "Qurven haben; oder wenn man nach dieser Bedingung von einem 
beliebigen Anfangspunct aus irgend ein anderes Polygon construiren 
will, es sich immer von selbst schliefsen wird; und umgekehrt, 
wenn man, von irgend einem Puncte aus, einem Kegelschnitt ein Po- 
lygon einschreiben will, dessen Seiten einen andern berühren, und 
es sich nicht von selbst schliefst, kein anderes diese Eigenschaft 
haben wird." (xs 

Für unsern Fall sind die Kegelschnitte nur Kreise. Aber auf die- 
sen Fall läfst sich der allgemeinere, leicht reduciren, indem man, wie 
Herr Poncelet an einem andern Orte gezeigt hat, zwei Kegelschnitte, 
wofern sie nur nicht 4 Puncte gemein haben, immer so perspectivisch 
projiciren kann, dafs man in der Projection zwei Kreise erhält. 

Da also die Annahme, die Fufs gemacht, dafs eine Ecke in dem 
Durchmesser liege, welcher durch beide Centra geht, der Allgemein- 
heit nicht schadet, so ist es auch nicht zu verwundern, wenn die For- 
meln, die er in seinem beschränkten Falle findet, wirklich allgemein sind, 
und mit den von Herrn Steiner gegebnen übereinkommen. Dieses letzte 
wollen wir kürzlich im Folgenden zeigen, da es nicht sogleich in die 
Augen fällt. 

2. 

Nennt man den Radius des umgeschriebnen Kreises R, des einge- 
schriebnen 7, und die Distanz der beiden Mittelpuncte a, so giebt Herr 
Steiner für das Fünfeck zwischen AR, r, a, die Gleichung: | 

r(Ri—a) = (R-4-o) v [Ut —r-4-2) (R—r—2)] + (4-2) v [Ut —r—2)2R]. 
Setzt man mit Fufs Rta=p, R—a=g, so verwandelt sich diese 
Gleichung in 
gr = py p r)(—nn + É»vIKo-—70o4 91. 

Fufs findet S.174 die Gleichung: 

PPIG—Tr(PPTID) __ omit 

pragtrr(ppteg) — tal 
Er bemerkt, daís dieser Gleichung die Werthe r — —p und TAE AE 
Genüge thun, und dafs sich daher die Gleichung, nachdem man das 
Wurzelzeichen weggeschafit, durch p--r und pg —r(p-1-9) werde divi- 


diren lassen. ‘Nach diesen Reductionen giebt er die Gleichung: 


p APP IG? Pt) PITT Hg} (pag) PN 
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Wenn man Herrn Steiners Gleichung: 


gr —py[p—r)(o—7] PY Ye —DCG 4- N] 

quadrirt, so erhàlt man: 

Pr—pPg—r)(2p+9y—r) = 2p Gy Topo 
Wird diese Gleichung wieder quadrirt, so erhält man: 

gr—9pgr(g—r)2p4-9—7)- pP (9—7ry( Try = o. 
Nun ist: 

2(y—r)(2pd g—r) = 2(y—rf-4- 4p(g—r7) 
= (g—ry + ++ 4{pg—r(p+ 9) 
wonach sich die Gleichung so darstellen läfst: 
qr — ptr (g—ry—Ap gr [pg rp 9] 4 p GA rfr PF} = 

Es ist aber 

gr pr (gp) = —gr(grapoe—pr)pg—pr—rp9), 

(g—ryp—ghr[(g—rnpcTrlops—pr—27. 
Man kann daher, wie bei Fufs, durch py—pr—gr dividiren, und er- 
hält dann: 
gr (pr—gr—pg) —4pgr - PY! (py tyr—pr) = 
Entwickelt man nach den Potenzen von r, so erhalt man genau die von 
Fufs gegebene Gleichung. Nach den Potenzen von p geordnet wird sie: 
PG M ry (g—rn-Mpggr(g—rf—pgr(g—rn-—9$gn--o. 

Fufs giebt ferner noch die Bedeutung seiner überflüssigen Factoren p + r 
und pg—r(p-]-9); und für diesen Fall, wie für die übrigen, numeri- 
sche Beispiele. 


Ki 
Für das Sechseck findet Herr Steiner: 
3 (R?—a*)* = 4r (P -- a’) (R°— a’)? + 167r%07 I, 
welche Gleichung sich, wenn man wieder R+a—p, R—a==g setzt, 
in folgende verwandelt: 
app er Pee) Pe prp 7 0-7, 
welche mit der von Fufs gegebenen (S. 180.) übereinkommt: 
3p'e—2ppggrr(pp-Feg) — r'(pp—qoy.- 
Für das Siebeneck findet Fufs die Gleichung: 
[pg —r(p—9—2rr|2pgrv Iq —7)(4- 91 
+ Ippog—rr(pp-ro]2rvl(g—rn)p- 9] 
= + [pg—r(p—gMppgg +rr(pp—g 9) 
Für das Achteck giebt Fufs die Gleichung: 
| 49 * 
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ppry (gg —rr)-Fogr/(pp—rr) = PERD RIT AB PEN) ar r)]. 
Quadrirt man diese Gleichung, so resultirt: 
Ape ir*y [(pp—rr)(gg—rr)] 
= PER TG RAG uer gemere 
HP PEP IPP FF PN. 
Die Gleichung, rational gemacht, wird also: ^ - 
ee = 16p pr (pr) (gr). 
Aber diese Gleichung scheint nicht mit der sehr verwickelten, 
Herr Steiner giebt, in Uebereinstimmung gebracht werden zu kónnen. 
Fufs bemerkt noch, dafs wenn. man einen Winkel w aus dem 
Winkel y durch die Gleichung cosy — —cotp bestimmt, man setzen könne: 


BR ee a Aij. TS 
sin ( D sin a tang 85 


"ues at een € TEE | 


sin (Es) zs sin (me tang 5 

2R sin [js in (EE?) Rsin par T 7) si (sans 
TET PTE D erar 

sin ( 5 + sin > sin sin + 


woraus auch 


welche © 


2 





P er R+a= "TE 
SIL sin = 


"4 2 
Rsin (E hid: ro) 
sin 5 sin > 
folgt, welche Formeln durch ihre Eleganz sich empfehlen. 

Ich habe diese Formeln anführen wollen, weil es vielleicht Einigen 
interssant scheinen dürfte, sie mit den Resultaten zu vergleichen, welche 
sich aus der Theorie der elliptischen Transcendenten ergeben. 

i 4. 

Wir wollen jetzt die Fundamentalformeln aufstellen, auf welchen 
die hier anzustellenden Betrachtungen beruhen. Es seien demnach zwei 
Kreise gegeben, von denen der eine, mit dem Halbmesser R und Mittel- 
punct C, den andern mit dem Halbmesser r und Mittelpunct c umschlie- 
fsen möge. Die Distanz der Mittelpuncte Ce heifse «. Aus irgend ei- 
nem Puncte 4 des Kreises C ziehe man eine Tangente an den Kreis c, 





g = R—a — E 
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. welche deu ersten wieder in A’ schneidet; auf gleiche Weise ziehe man 
an den Kreis c die Tangenten 44' 4", 474, AM AY usw, wo A, A, 
A”, A“, AT u. s. w. in dem gröfsern Kreise C liegen, und 44/44"... 
ein Stück eines Polygons oder ein ungeschlossenes Polygon ist, das dem 
Kreise C eingeschrieben, dem Kreise c umgeschrieben ist. Man ziehe 
den Durchmesser cC, welcher den Kreis € in P schneiden möge, so dafs 
CP=R, ceP=R-.a. Jetzt nenne man die Winkel 4CP=20, A’CP=20', 
A'CP — 9", A" CP — 290", u. s. w., so ist leicht zu sehen, dafs zwi- 
schen je zwei Winkeln, die aufeinander folgen, die Gleichungen Statt 
finden: | 

fi cos (9 — Q) + acos(Q'-1- Q) = r, 

fi cos (D'"— 9") + a cos(" 4- 9^) = r, 
ues RU see Pu —— À 


II 


welche NER man duch so Rates ah 
(R -]- a) cos Q' cos Q + (R—a) sinQ' sing = r, 
(R+ a) cos Q^ cos Q' + (R — a) sin Q^ sin Q^ = r, 
(f 4- a) cos Q""cosQ"-- (R— a) sin Q""sinQ^" = 
Zieht man jede dieser Gleichungen von der folgenden ab, und bemerkt, 
dafs immer 
| cosa— Cosy - tang (57 iua 


siny— sina - 
q" + p e c 
Der ) RT a ; tang ®, 


pute) Le tang Q", 


so folgt sogleich: 
tang 


tang 


. *. e. 9 e. La 


In dieser Form der Gleichungen springt es sogleich in die Augen, dafs 
sie mit denjenigen übereinkommen, welche zur Vervielfachung der ellip- 
tischen Transcendenten aufgestellt werden. | 

Setzt man nemlich das elliptische Integral, in dem x irgend eine 


Constante bedeutet, 
> p O BN ee 


VU —»xs — XX sin ing?) — 
und setzt nach einer von mir angegebenen Bezeichnung die amplitudo @ 
Q = am(u); 


U, 


382 35. Jacobi, Anwendung d. ellipt. Transcendenten auf e. Problem d. Elementargeoin. 


ferner eben so 
& == amí(t), 

wo & irgend einen Winkel bedeuten möge, 

Q' = am(u--0) 

Q'" = am(u-- 21) 7 
so wird in den Elementen der Theorie der elliptischen Functionen die 
Gleichung gegeben: | 
| tang (7:7) = Aamft) tang 9’, 
wo 

Aam(f) = y(1—xesinae”) = y[ı—xzsin’am (})]. 

Bestimmt man also in unserm Falle die Gröfsen x und ¢ oder & durch 
die beiden Gleichungen: | 


er — Aam(t)- V(1i-—xx8üna*s O° = am (u 4 £), 
so wird man haben: 
Q = am(u), 
Q' = am(u+ 2), 
Q^" = am(u-+2¢), 
Qo’ = am(u +35), 


Q" = am(u+ 42), 


wo 20, 20", 20°, 9Q" durch die $. 4. angegebene Construction gefun- 
den werden. 
Re 

Wir wollen jetzt die Gröfsen « und x bestimmen; welches ver- 
mittelst der Gleichungen Q = am(u), « — am(t), P’ = am (u 4- £), 
Aam (t) = v (1—** sing’) = zm geschieht. Die Elemente der Theorie 
der elliptischen Functionen geben uns die Gleichung: 

cos Q cos Q' -+ sinQ sin Q' /(1—xxsina?) = cosa. 
Nach unseren obigen Formeln ist: : 
cos Q cos Q^ + sin sinn. _ ila 

Dieses giebt uns zur Bestimmung von & und x die beiden Gleichungen: 
obi 
R+a 





: r ' 
V (1—*xx*sina?) = und Ld) Mincir m 


woraus folgt: 
i ORE SUC AONS borne t e 5 Anker 
^ (R-+a)’—rr” "T UU (R+a)?—rr° 





- \ ' : N 
35. Jacobi, Anwendung d. ellipt. Transcendenten auf e. Problem. d. Elementargeom. 383 


Ferner- hat man | ed^ M 
| » . eR r(14- ^) wide 2 R cos æ 

















Fur COS & ar or Ies rad 1+A ? 
ANT FAN £0 r(1— ZA)  R(1— AX) 
URN? EID C CN mor iut dio d 1+A ? 





wo der Kürze halber für Aam(é) blofs A geschrieben ist. 

Diese Formeln geben ein leichtes Mittel, wenn man am(u)- ®, 
und am(/) — « kennt, daraus am (u -4- nt) zu finden, was die Aufgabe der 
Multiplication der elliptischen Functionen ist, und zwar durch eine Con- 
struction der Elementargeometrie. Man beschreibe nemlich aus einem 
Puncte c mit einem beliebigen Radius r einen Kreis, und aus dem Mittel- | 
puncte C, der um a — Cc von c entfernt ist, einen zweiten Kreis mit 
dem Radius À, wo a und R durch die Gleichungen 

qo ar o ex) Mel rit+ À) 


| Vi Dos te ue 2 cos & | 

bestimmt: werden. Bestimmt man nun den Punct 4 in der Peripherie 
des Kreises C, indem man 4CP = 2@ macht (s. $. 4.), und bestimmt die 
Puncte 4, A, 4", ,, ., A™ durch die $. 4. angegebene Construction, 


; A™ CP 
so wird g — — QU? — am(u 4- mr). 


Will man blofs am (nt) bestimmen, so fällt der Punct Z mit dem 
Punct P zusammen. Uebrigens bemerke ich, dafs die Winkel 29, 20’, 
20", 29°, ... immerfort wachsend angenommen werden, so dafs sie 
auch 360° überschreiten können. 

Diese Construction scheint vor der Construction, die Lagrange 
mittelst des sphärischen Dreiecks gegeben hat, nicht ohne Vorzüge zu sein. 
6. 

Es ist ein bemerkenswerther Umstand, dafs die Gröfsen x, & gänz- 


lich von Q oder uw unabhängig sind. Wo man daher den Punct 4 in 
. . Ar . . * ACP 
der Peripherie des Kreises C annimmt, wird immer, wenn man ——— 








— am(u) CX. = Q = am(u+t) macht, die Linie 44^ einen 
Kreis berühren, dessen Lage und Grofse durch die Glei- 


chungen o=R( 5), bee 
sich dann nemlich CP als eine feste Linie, von welcher an der Winkel 
20 gezählt wird, und in welcher der Mittelpunct des Kreises c zu liegen 


kommt. Eben so wird immer, wo man auch 4 angenommen hat, die 


bestimmt werden. Man denkt 


384 35. Jacobi, Anwendung d. ellipt. Transcendenten auf e. Problem d. Elementargeom. 


Linie 44” einen Kreis berühren, dessen Lage und Gröfse durch die 
fix AC 2 R cosa C?) i 

Gleichungen 2 = R( TE); EXON bestimmt werden, wenn 
man a? == am(22), AO = yY(1—xxsin’a”) setzt. Und allgemein wird 
immer, wo man auch den Anfangspunct 4 angenommen hat, die Linie 
AA™, welche das Polygon zuschliefst, einen Kreis berühren, dessen Ele- 
1 — Am 2 H cosa C90 
prO DT LA gegeben 
sind, wo a"? — am (mt), Am — V(1—uxsin a"). Die Mittelpuncte aller 
dieser Kreise liegen in der festen Linie 4P. 


mente durch die Gleichungen a= R( 


Wir wollen jetzt beweisen, dafs diese Kreise ein Syst bilden, 
welche dieselbe Linie zum Orte der gleichen Tangenten haben, welche 
zweckmäfsige Benennung Herr Steiner in seinen geometrischen Arbei- 
ten in diesem Journal eingeführt hat. Es ist dieses bei zwei Kreisen 
eine gerade Linie, welche auf der Verbindungslinie der Mittelpuncte 
senkrecht steht, und eben, was ıhr Name andeutet, die Eigenschaft 
hat, dafs wenn man von irgend einem ihrer Puncte die Tangenten an 
die "beiden Kreise legt, diese Tangenten gleich werden. Da wir schon 
wissen, dafs jene Kreise ihre Mittelpuncte in derselben geraden Linie ha- 
ben, so brauchen wir blofs zu zeigen, dafs für irgend einen Punct die 
von ıhm aus an alle Kreise gelegten Tangenten gleich sind, indem die- 
selbe Eigenschaft dann alle Puncte der durch ihn gehenden und auf 4P 
senkrecht stehenden Linie haben werden. _ 

Zu diesem Ende wollen wir den Punct in der Linie ZP selbst 
aufsuchen, welcher diese Eigenschaft in Bezug auf die beiden Kreise C, c 
hat. Wir wollen D die Distanz dieses Punctes von C nennen, so wird 
seine Distanz von c, D — e. Die Tangente an den ersten Kreis wird 
V(DD — RR), an den zweiten Kreis y|(D — a) —rr]. Beides gleich ge- 


setzt giebt | 
DD— RR = (D—ay-—rr, 





oder 
p. BR entr ce Sie Aa 
Ohen aber fanden wir 
ra 4a AaR ei 
: prr mese a)-—rr' 
woraus 
(R+ a)” —rr | 2R 
2a TR dior sad 
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und also: 
D=2#_R 


AK 

‘Wir sehen dafs & in dem Ausdruck für D gar nicht vorkommt, 
sondern dafs es blofs von x abhängt. Für alle jene Kreise aber ist dieses x 
dasselbe, und nur im «@ unterscheiden sie sich. Hätten wir daher für 
C und irgend einen anderen Kreis den Ort ihrer gleichen Tangenten ge- 
sucht, so hätten wir denselben Ausdruck für D gefunden, so dafs also 
alle jene Kreise einen gemeinschaftlichen Ort der gleichen Tangen- 
ten haben. 


Die analytische Bestimmung der Elemente des Kreises, den die 
Linie 44) beständig berührt, während der Punct 4 sich in der Pe- 
ripherie des Kreises C bewegt, ware selbst für kleinere 77 ein Problem 
von kaum zu übersteigender Schwierigkeit gewesen, welches auf diese 
Weise auf die Elemente einer bekannten Theorie zurückgeführt und da- 
durch in aller Allgemeinheit gelöst ist. 
Der specielle Satz, dafs 44” beständig einen Kreis während seiner 
Bewegung berührt, läfst sich auch folgendermalsen aussprechen: 
„Wenn man einen Winkel in einen Kreis einschreibt, der einem 
andern zu gleicher Zeit umgeschrieben ist, und. man denselben sich 
unter diesen Bedingungen bewegen läfst, d. h. so, dafs seine Spitze 
die Peripherie des Kreises durchläuft, während seine Schenkel den 
anderen Kreis berühren, so wird die Sehne, die er in dem ersten 
Kreise, in den er eingeschrieben ist, abschneidet, während der Be- 
wegung bestándig einen dritten Kreis berühren, welcher mit dem. 
gezebnen denselben Ort der gleichen Tangenten hat." 
Diesen Satz giebt Herr Poncelet S. 326. seines angeführten Werks. 
Durch die oben angedeutete Weise perspectivischer Projection lassen sich 
diese Sátze auf das System zweier Ellipsen ausdehnen, 


fr 

Aber Herr Poncelet giebt diesen Sätzen noch eine weit' gröfsere 
Ausdehnung. Wir haben angenommen, dafs die Seiten des Polygons einen 
und denselben Kreis, oder in der Projection, denselben Kegelschniit berühren. 
Poncelet bestimmt nur, dafs sie überhaupt in einer bestimmten Folge 
gegebene Kegelschnitte berühren, so dafs auch, wenn man will, ein Kegel- 
schnitt mehrere Seiten berühren kann, wo dann gedacht werden kann, 

Crelle’s Journal. III, Bd. 4. Hft. 90 


4. 
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dafs in diesen Kegelschnitt mehrere zusammen fallen. Er unterwirft 
diese Kegelschnitte blofs der Bedingung, dafs sie alle mit dem Kegel- 
schnitt, in welchen das Polygon eingeschrieben ist, die reellen oder idea- 
len Secanten *) gemeinschaftlich haben. Es giebt demnach folgenden 
Satz S. 327: 
„Wenn man einem Kegelschnitt ein Polygon einschreibt, dessen Sei- 
ten, mit Ausnahme einer, andere Kegelschnitte berühren, die mut 
einander und mit jenem gemeinschaftliche Secanten haben, und man 
das Polygon unter diesen Bedingungen variiren läfst, so werden die 
freie Seite und alle Diagonalen sich auf anderen Kegelschnitten wäl- 
zen, die mit den gegebenen gemeinschaftliche Secanten haben." 
Aber auch diese Verallgemeinerung ergiebt sich leicht aus unse- 
ren Betrachtungen für Kreise, worauf man sogleich sie durch Projection 
auf Kegelschnitte erweitern kann. Ja wir erhalten sogteich unmittel- 
bar wieder den analytischen Ausdruck für die Elemente des gesuchten 
Kreises in aller Allgemeinheit. Es seien die Kreise, wie sie aufeinander 
folgen, c, c', c", c/, . . ., c9, wie oben nach ihren Mittelpuncten be- 
nannt, ihre Radien resp. r, 7, r^, r"', . . ., r"—)9; die Distanzen ihrer 
Mittelpuncte "von t0,'/o Ces, te^ emat vot ER MED TED 
cP") € — a", Man bestimme ferner die Winkel 0, 01. Qi Das 1 5 S CR 


durch die sgt ne: 


r r^ y(m-—ı) 
und setze 
RER, ER / Lam 7 7 HUP m-—1 
e -— amer, dd amt a AMES 448 amr 


Jetzt ziehe man aus einem beliebigen Puncte 4 des Kreises C die Tan- 
gente 44’ an den Kreise, die Tangente 24/44" an den Kreis c', die Tan- 


*) Herr Poncelet bestimmt eine gemeinschaftliche Secante zweier Kegelschnitte aus folgen- 
den Eigenschaften, welche zugleich zu ihrer allgemeinsten Definition dienen. Man bestimme in 
ihnen die Durchmesser AB, 4'B', welche zu ihrer Richtung conjugirt sind; so müssen sich 1) beide 
Durchmesser, wenn. es néthig ist, verlängert in demselben Punct © schneiden. VVenn ferner 
AB=a, 4B'=a', und die x» Kd gegebenen Linie parallelen, diesen conjugirte Durchmesser 
resp. 5, b’ sind, so mufs 2) sein ee OA.0B = d . O.4'. OB’. Diese Bestimmungen, welche 
augenscheinlich erfüllt sind ,. wenn die Linie Bade. db eui. wirklich schneidet, behalten ihren 
Sinn auch wenn sie aufserbalb: beider fállt, im welchem Falle sie Poncelet die ideale Secante 
nennt. Für zwei Kreise, die sich: nicht schneiden ‚ ist die ideale gemeinschaftliche Secante der Ort 
der gleichen: Tangeriten bei Herrn. Steiner. 


" 


LI 
N 
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gente 4/4’ an den Kreis c^, u. s. w., die Tangente A" 4€? an den 
Kreis c7, wo 4, A‘, A”, . .., A™ alle in der Peripherie des Krei- 
ses C liegen, und nenne wieder 

ACP= 20, A'CP —2Q', A"CP —92Q", . . ., AMCÇP = 20, 
so = man, wenn Q—amu: 

! e am(u J- £), == am (ub ere) Q'— am (ut t^-]- £^, 
QO? = am(u d £- i-r... im). 
Nach $. 6. also wird, wenn man £--Z'--:"-4-...-- £"—9 = 5 setzt, 
die Linie 4“ 4, welche das Polygon schliefst, während der Drehung 
einen Kreis berühren, dessen Elemente durch die Gleichungen 
2 h cos amd 





En = 1+-Aam5’ 
MR R(1— À am5) 
Pid SCT 1+ A am ; 


bestimmt sind, wo r, sein Radius, 6, die Distanz seines Mittelpunctes 
in der Linie .4P von C bedeutet. Die Bedingung, dafs die Kreise einen 


gemeinschaftlichen Ort der gleichen Tangenten haben, kommt mit der © 
Identität des Moduls überein. 


Das Vorhergehende giebt eine Construction der Addition mehrerer 
elliptischen Functionen, wie wir oben die Construction der Multiplication 
fanden. Uebrigens erhellt aus unsern Formeln noch der Satz, dafs, in 
welcher Ordnung auch die Seiten 44°, 4/4", AA" u. s. w. die gegebe- 
nen Kreise berühren, der Endpunct 4” immer derselbe sein wird. 


8. 
Man bestimme jetzt K durch die Cleichung am K = + =» 50. hat 


man bekanntlich am(u+}+-2X) = am(u)-- v, und allgemein, wenn 7 eine 
ganze Zahl ist, am(u ]- 27 K) — zz -]-amz. Dieses vorausgeschickt, hätten 
wir eigentlich, wenn 44/4"... 40? 4, i Mal die ganze Peripherie durch- 
mifset, genauer setzen müssen: 5 —27K'— (EH BEL LH), Doch 
ändert dies die Formeln für «, und r, nicht. Reduciren sich alle Kreise 
c, c', c^, . .., cm, c, auf den einen c, so wird für diesen Fall das 
Polygon ein geschlossenes, dem Kreise c umgeschriebenes und dem Kreise C 
eingeschriebenes Polygon. Für diesen pal urb are feo A 
wodurch man Hi | 
qe SLE 

— (m+1)t = 27K", oder t= seen 

50* 
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Dieses ist der analytische Ausdruck für die Relation, die zwischen der 
Grofse und Lage zweier Kreise Statt finden mufs, damit sich dem einen 
ein (m -+ 1) Eck einschreiben lasse, das dem andern umgeschrieben ist, 
und ; Mal die ganze Peripherie durchmifset. Für diejenigen, welche we- 
niger an die hier gebrauchte Bezeichnung gewóhnt sind, wollen wir sie 
folgendermafsen als Theorem hinstellen: 


Theorem. 
„Wenn R und r die Radien zweier Kreise sind, von denen jener 
einem 7 Eck umgeschrieben, dieser demselben eingeschrieben ist, die 
Distanz ihrer Mittelpuncte a heifst, und man die Gröfsen x und @ durch 





; | r 4o R 
die Gleichungen Bee Fran -— bestimmt, so ist immer: 
" d Sete p ARD QE 
,V(ü—xxsing?) o V (1— xx sin 4% sin p?)? 


wo z die Zahl der Umläufe des Vielecks durch die ganze Peripherie be- 
deutet. Diese Gleichung giebt zugleich die zwischen r, R, a statt fin- 

dende Bedingungsgleichung.” 
2i: K 





von u gänzlich unabhängig 


Da die Bedingungsgleichung en 


ist, so folgt daraus, dafs die Wahl des ee 4 von keinem 
Einflufs ist, wie Poncelet in dem zu Anfang angeführten Satz gezeigt 
hat. Uebrigens kann man immer annehmen, dafs 7 und 7 keinen Fac- 
tor gemein haben, weil sonst das Vieleck in sich zurückkehrt. 
So ist die in der Ueberschrift bezeichnete Aufgabe vollständig und 
ın ihrer ganzen Allgemeinheit gelöst. 
g. | 
Es sei 2 — 272, also das Polygon von einer geraden Seitenanzahl; 
dann sind 4 und 4”, 4’ und 4, A” und Av, ,. ,, AM und 
AS") gegenüberstehende Ecken; und A”, 4/4, AAC), u. s, w. 
die diese verbindenden Diagonalen. Diese werden dem Obigen zufolge 
einen Kreis berühren, dessen Elemente durch die Gleichungen 





# R [— A am (m t)] __ 2 Rcosam (m t) 
i — IFRammı) ^07 = LEA am(mt) 
gegeben sind. Aber da 7 — 7d wo 7 eine ungerade Zahl ist, wird 


mis th, woraus am (mt) = ^. Has wird daher r= 0, g — Vd 
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Der Kreis reducirt sich daher auf einen Punct, in welchem sich alle 
jene Diagenalen schneiden, und welcher für alle die unendlichen Viel- 
ecke, die sich nach einem verschiedenen Anfangspuncte 4 unter den ge- 


gebnen Bedingungen construiren lassen, derselbe bleibt, da seine Bestim- 


" Net Pa | pá1i—Y(1-—zx) p 
mung, die in der Gleichung Vica X VATI 00 enthalten ist, von u 


oder ® sänzlich frei ist. Dieser Punct ist einer der beiden, welche für . 
die Schaar Kreise, welche denselben Ort der gleichen Tangenten haben, 
eine Art Gränze bilden, und durch welche alle jene Krejse, welche diese 
Schaar Kreise rechtwinklig schneiden und ihren Mittelpunct in der Linie 
der gleichen Tangenten haben, gehen müssen. S. die Abhandlung von 
Herrn Steiner im 1sten Bande dieses Journals S. 161 ff. 

Dieser Satz findet sich bei Herrn Poncelet am angef. O. S. 364. 
auf das System zweier Kegelchnitte erweitert. 

Es dürfte nicht ohne Interesse für die Theorie der elliptischen 
Functionen sein, ähnliche Betrachtungen unmittelbar für das System 
zweier Kegelschnitte anzustellen. DasIntegral dürfte dann in einer com- 
plicirteren Form erscheinen, die sich jedoch auf jene einfachere reduciren 
lassen mufs. Vielleicht nehme ich später Gelegenheit, hierauf wieder 
zurückzukommen. 


Den 1. Aprıl 1828. 
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36. 
Démonstrations nouvelles de quelques théorémes 
relatifs aux nombres. 


(Par Mr. Lejeune- Dirichlet, prof. de mathém. ) 





| ctas les différentes démonstrations que les géomètres ont successive- 
ment données du théoréme de Wilson, celle que M. Gaufs a exposée 
dans ses ,, Disquisitiones arithmeticae, art. 11." et qui est fondée sur la 
considération des nombres correspondans (numeri socii) est sans contre- 
dit la plus simple. En généralisant un peu la définition des nombres 
correspondans et en suivant ensuite une marche analogue à celle de M. 
Gaufs, on peut démontrer simultanément le théorème de Wilson et 
deux autres propositions qui sont d'un grand usage dans la théorie des 
nombres. C’est ce que nous allons faire voir en peu de mots. : 


La lettre p désignant un nombre premier, Euler qui le premier 
sest servi de cette considération, nomme correspondans deux nom- 
bres 7 et 2 lun et l'autre moindres que p et tels que leur produit mn 
donne lunité pour reste lorsqu'il est divisé par p. | 


Généralisons cette définition et appelons correspondans deux nom- 
bres 7; et n moindres que p et dont le produit 777 donne le même reste 
quun nombre déterminé @ que nous supposons n'étre pas. divisible par 
p. Cela posé, considérons la suite 

(TI 1; 27 99. 7 p À, 


Il est facile de voir que, si 77 désigne lun quelconque des nom- 
_ bres qui composent cette suite, ce nombre 7 aura son correspondant 7 
et nen aura qu'un. Cela résulte immédiatement de ce que la congruence , 
my==a (mod. p) dans laquelle ni 772 ni @ n’est divisible pups a tou- 
jours une racine y moindre que p et n'en a qu'une. 


Il peut arriver que n soit égal à m. On a alors z7^— a (mod. p), 
‘ce qui fait voir que ce cas ne peut avoir lieu qu'autant qu'il existe un 
quarré donnant le même reste que a, ou, en d'autres termes, qu'autant 
que @ est résidu quadratique par rapport à p. Distinguons actuellement 
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deux cas selon que @ est ou n'est pas résidu quadratique par rapport à 
p et commençons par le dernier de ces deux cas. | 


Soit, dans ce cas, m lun quelconque des nombres (1.) et 7 son 
correspondant. On aura mn==a (mod. p) et n sera différent de 77. Aprés 
avoir oté les nombres 7:, n de la suite (1), il restera p —3 nombres. 
Désignons par 72° l'un quelconque de ces p — 3 nombres restans et par 
n' son correspondant; z'sera différent de m/‘ et l'on aura m‘n‘= a (mod. p). 
En continuant de procéder ainsi, ou épuisera la suite (1) et l'on formera 


—1 ; 
m groupes composés chacun de 2 nombres correspondans; car cha- 


que nombre n'ayant qu'un correspondant qui est mis de coté en même 
temps que lui, on ne peut jamais, pour former un nouveau groupe, avoir 
besoin d'un des nombres déjà mis de coté. 


Le produit de deux nombres composant un groupe donnant le 
; mu. : 
méme reste que a, et les groupes étant au nombre de I, on voit que 


le produit des nombres dont l'ensemble des groupes est formé, c'est-à- 
dire le produit des nombres compris dans la serie (1.). donne le méme 


! Ee . )—1 
reste que le nombre & élevé à la puissance ——. On a donc dans le 


cas que nous venons d'examiner 


a / 
(2) 1.2.3... p—1—a° (mod. p). 

Passons au second cas qui a lieu lorsque a est résidu quadratique 
de p. Il existe dans ce cas un quarré 4° (dont la racine # peut être 
supposé «C p) tel que = «a (mod. p). Le quarré du nombre p — £, qui 
est également moindre que p, donne aussi le méme reste que @ lorsqu'il 
est divisé par p. Les nombres £ et p — À étant otés de la suite (1.), al 
n'y restera aucun nombre x tel que x°=@ (mod. p) Car si parmi les 
nombres restans il y en avait un satisfaisant à cette condition, a?— 4 
— (x--E)(x— b) serait divisible par p; il faudrait donc qu'un des fac- 
teurs «+h, x— £k le fut pareillement; or c'est ce qui est manifeste- 
ment impossible, x étant plus petit que p et différent de £ et p — £. — 
Cela posé, on voit comme dans le cas déjà examiné, que les p— 3 nom- 
bres qui restent dans la suite (1.) aprés en avoir oté b et p'— k, se cor- 
respondent. deux à deux, d'où lon conclut comme précédemment que le 


35 


2 


produit de ces nombres donne le même reste que c? .. Il suit de là que 


"d 
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Le 2 


le produit de tous les nombres qui composent la suite (1.) donne le méme 
p 
reste que ' & ®k(p—k) et comme, d'aprés ce qu'on a vu plus haut, on a 


k(p—M=—k=—a (mod p), il vient ce résultat 

1:12:23 1 p—t=—a’* (mod. p). 
Ce résultat et celui que nous avons obtenu plus haut, peuvent étre réu- 
nis dans la formule suivante 


(3. 1.2.3.... p—1= x i (nod p) 
dans laquelle il faut prendre le signe supérieur ou inférieur, selon que 
le nombre à que nous supposons n'être pas divisible par p, est ou n'est 
pas résidu quadratique de P Si nous posons a= 1, le signe supérieur 
aura lieu, l'unité étant un quarré et parconséquent résidu quadratique de 
tout nombre. Nous avons donc 
1.2.3.... p—1zz—1 (mod. p) 

congruence qui constitue le théoréme de Wilson. 

Remplacons le premier membre de la formule (3.) par le nombre 
— 1, qui comme nous venons de le voir, n'en diffère que d'un. multiple 
de p, et changeons ensuite les signes des deux membres; il viendra ainsi 

E 
a* ==+1 (mod. p) | 

congruence dans laquelle il faudra choisir le signe + ou le signe —, 
selon que a est ou n'est pas résidu quadratique de p. Le théoréme que 
cette formule renferme, et qui a été découvert par Euler, est d'une 
grande importance dans la théorie des résidus. — On fera disparaitre 
le double signe dans la derniére congruence en élevant ses deux nombres 
au quarré. On trouve ainsi , 

| G^ x1: (mod. P) 

ce gui est le théoreme de Fermat. 

Ce dernier théorème. peut être démontré trés simplement de la 
maniere suivante, sans qu'il soit nécessaire de rien supposer de ce qui 
précède. 

Les nombres a et p conservant leur signification, considérons les 
p— 1 multiples de & que voici: 

a, 2a, 3a, .... (p=1)a 

H est facile de voir que deux de ces nombres ne sauraient donner 

le méme reste quand on les divise par p; car si les restes provenant des 
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multiples ma et na étaient égaux, ma—na=(m—n)«a serait divisible 
par p, ce qui est impossible, c n'étant pas divisible par p, et 7) —z 
étant «Cp sans pouvoir être zéro.. Les restes que lon obtient en divi- 
sant par p les p— 1 multiples dea, étant tous differens entre eux et 
aucun de ces restes ne pouvant être nul, comme on le voit facilement, 
ces restes doivent coincider avec les nombres de la série 1,2, 3, ... p — 1; 
quand on fait abstraction de l'ordre dans lequel ils se suivent. ll suit de 
la que le produit des p — 1, multiples de e, doit donner le méme reste 
que le produit 1.2.3... p — 1. 


| La différence de ces produits est donc un multiple de p. Or 
cette différence pouvant facilement so mettre sous la forme  - | 
(a^ —1)0.2.3.... p—1) 
et 1.2.3... p—1 n'étant pas divisible par p, on en conclut que a?^7— 1 
est ud de p, ou, ce qui est les méme chose, que a’ étant divisé 
par p donne l'unité pour reste. 
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| 37: 
Sur le nombre des transformations différentes, qu'on 
peut faire subir à une fonction elliptique par la substi- 
tution d'une fonction donné de premier degré. 
(Par Mr. N. H. Abel.) | 


Spit pour PO 





1. —(1—2a*)ü-—ca) A-—(-—y)üu-e' y) 
et supposons qu'on. satisfasse à l'équation différentielle 
9. EX aat 0x 
PPT BE on 


en y substituant pour y une fonction rationnelle de x de la forme 


3. y — Ag i m ea mmm 
Be + Br B, + B, o-d....4-1 + Bana: rat 


où 272-1 est un nombre premier et au moins un des coéfficiens Æ4,,4, 
et B,,1, est different de zéro. En supposant, ce qui est permis, la frac- 
tion précédente réduite à sa plus simple expression, nous dirons que 


a2 
= se transforme en a. par la substitution d'une fonction de degré 


2n + 1. 


il s'agit maintenant de trouver toutes les valeurs différentes de y 
qui répondent à la méme valeur de 27-]-1. Si l'on fait 


4 Lect tox VN Qt I. 
15,70 A^ Laos 
Ae € o 


et qu'on désigne par A0 une fonction de 6. telle que 


D 40 05 es x pour x = AQ, 
A(0) = 

il suit immédiatement de ce qui jai dit sur le probleme général de la 

transformation des fonctions elliptiques dans le No. 138. du journal d'astro- 

nomie de Mr. Schumacher, qu'on satisfera de la manière la plus ge- 


et en outre 


, ram ot . e Ox 1 
nérale à l'équation ue = 4.750 dans le cas où &,,,,==0, en prenant 


* 
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EET NE 


Hg ocio au EEE (3 d) my UTE — e A? (na).x?)? 


» em et te) agree) lg tral}, 





nth 
ae o a POCA RUN (QR) eves ren UL). 
où æ est une da de la forme 
mo m! w? 
LA E anti’ 


m et m‘ étant deux entiers. Maintenant, ayant trouvé cette MM. ME il 
suit encore de la formule (51.) du mémoire cité que toutes les autres 





valeurs de y seront de la forme £ IL + où y est donné par (5.), et f^, f, 


g, 2° sont des quantités eite 3 me satisfaire à l'équation 

i (ls ulli essem) (cb ces er) Caisses d da 

8T nel sos Bad 
eral. 

Cette équation donne vingt-quatre systémes de valeurs différentes. On 
trouve ainsi qu'à chaque valeur de & répondent 24 valeurs de y et douze 
valeurs du module c. Mais comme les valeurs de y sont deux à deux 
égales, mais de signes contraires, nous n'en compterons que douze. Par 
la méme raison nous réduirons le nombre des valeurs de c' à six, Cela 
posé, si l'on fait pour abréger: - 





b PURE, SA ES el cA oe?) oo (1 — FA? eN, 
ps =)... (1 eee yz (1— ca .x*)....(1—cN(na).a*); 


n--i @ 0 ^ n-4-É ; 
tmd HA (3-2)... A (2 4-n8j] ; d = c'T (A4 .A(2a)....A(na)y; 
on trouvera aisément ces valeurs correspondantes des trois quantités c', a, y: 
I, Il. II. IV. Vi VI. 


dd elon My gate IL iat dante, (en Sic (LB SHY 
? e2? ' 1e 2 Nf os & 2 Lei 2 1{—ei 3 


8. 





umm ko, ey seo aeri e Laon e ebay ay 
^ ui psi AK 
ee ite vtdp 1—e u-bd.p {Lei vHÔ.p.i 1—:i v+0.pi 
Ne if v 5 p’ d£ v4-0.p’ 148 v-EO. p? 4-4, 74-O.p.i? 14s V4-Ó. p.i! 
iip tu 
(où i= y —1) 


al? 
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On voit qu'à chaque valeur de c* correspondent deux valeurs différen- 
tes de la fonction y. Maintenant si l’on attribue aux nombres 77 et m" des 
valeurs entières quelconques, on aura toutes les solutions possibles de notre 
probléme. Or parmi ces solutions il n'y aura qu'un nombre fini qui se- 
ront différentes entre elles. ^ Cherchons d'abord les solutions différentes 


ame : : | Ó 
qui répondent au premier cas, savoir c' =. et JA nmi Pour les 


trouver soit a une valeur de & et désignons les valeurs correspondantes 
de y, p, v, Ó, s par y > py v 0, et. Cela posé il est évident, que si y’ 
doit étre égal à -- y, on doit avoir: 
: 
pp viu Av. 
Or en vertu de (8.) on ne pourra avoir p'—p, à moins que les quanti- 
tés Xa, X(22), .... X (na) ne soient, quoique dans un ordre different, 
égales à celles-ci: 
A a o ATQ aa RER): 
Soit donc 
Mak = (ua), 
où # est moindre que:z. On en tire Ac! zt A(ua) et de là, en vertu 
du théorème II. du No. 138. du Journal d'astronomie: 
a= hob Phot pe, | 
où & et # désignent des nombres entiers quelconques. Cela donne 
M (pa) = N(wua), 


A(8 4- (22 Ye = ^ 0, 
et 272-]-1 est un nombre premier, il suit que 
PP, MID, "eb, & =. 


et puisque 


Donc les solutions qui répondent à « et a’ sont précisément éza- 
les entre elles. 


Soit d'abord m! — ort =". 
r O en sorte que & opi 
Si l'on fait = 0, et qu'on détermine ys or k et uw de la 
maniére à satisfaire à l'équation | 


A 


on aura 


"X 
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On voit par là que la solution qui répond à a est la 


A | . , , iors €) 3 
méme que celle qui réponde à 2 = PEN quel que soit 771. 


Supposons maintenant 77’ différent de zéro, on aura 








i x wie due aod uot 








2n +1 
Si l’on détermine les deux nombres entiers p et 4 par l'équation 
| m? u 
: PY M s 
-et & par celle- ci: 
pr ms " 


14 
2a +1,90 2n4-1' 
où y est positif et moindre que 22--1, on aura 
wa pro 
2n--1' 
On voit de là, que pour toutes les valeurs différentes de v et p, il 


suffit de donner à « les valeurs: | 

Hin RA Se Ya NS VIT Toren War aeo Ten 
2n--1?!. 2n-- 1? n+l’?  2n-+1? 2n-rí 
Or toutes les solutions ainsi obtenues seront effectivement différentes en- 
tre elles; car si lon attribue à « et à a deux valeurs différentes de la 
série (10.), il est clair qu'on ne pourra satisfaire à l'équation 
cta | w= koto + pa, | 
qui exprime une condition nécessaire de lidentité des deux solutions qui 


a 


répondent à « et a a’. 
, tee Ô 
Donc le nombre des solutions différentes qui répondent à ÿy=—. P 


est 22-2.) Maintenant si lon attribue à « toutes les valeurs (10.), les 


formules (9.) donneront i2.(27-|-2) solutions, et il est évident que toutes 
les 12.(27 42) valeurs correspondantes de y seront nécessairement diffé- 
rentes entre elles. Cependant il ne repond a ces 24.(2-1-1) solutions que 


12.(n-]-1) valeurs du module. 1l faut observer que la conclusion pre- 


cédenté za pas heu pour le cas particulier où 7 — 0o. En effet, dans ce 
cas y n'aura que douze valeurs différentes, car les deux valeurs c = v, 
a= u, auxquelles dans ce cas se réduisent les quantités (10.), donneront 
pour y une meme valeur, savoir y=x%.. Il faut remarquer égalément 
que le module c ne doit avoir les valeurs zéro et l'unité. Dans ces cas 
la fonction / n'est plus une fonction elliptique, mais circulaire ou lo- 
garithmique. ^ " @ 


* 


398 37. Abel, transformations des fonctions elliptiques. 


On pourra mettre les huit dernières valeurs de y (9.) sous une 
autre forme qui est à quelque égard plus élégante. En effet on pourra 
démontrer qu'on a : 
| v —Ó.p == (1x. fc) (1— 2k, ^c. x d- c x) (1— 2E, y^ c. x ex)... 

Oc (L— Qk, Ve.2 ex’), 
eR DR A oF — x— C.00°)(1— 2k y^—c.x— cx)... 
e (1—929 Rh y —c.x + ca). 
En changeant le signe de x, on aura des expressions semblables pour 
upd. p et utd.p.f—1. Les quantités £,, 5, hj...» b, sont données 


par la formule 


11. 





T LES ITI 

HITS CEE" 
Pareillement on a 

LE VAE A (wa) 

HK 


— ded? (ae)? 
ou A(0) désigne la quantité 
0 40 i d 
ae == ty[1—26).-—c» 6). 
Donc les numerateur et dénominateur de la fraction (3.) qui ex- 
prime la valeur de y, se trouvent décomposés en facteurs dans tous les cas. 


Dans le cas où le module ¢ est moindre que l'unité, les équations 

(9.), nous font voir, que généralement les modules des transformées sont 
imaginaires, excepté ceux qui répondent à 

0t — Ww 
~ 2581 
et en méme tems à l'une des solutions T., IL, HL, IV. Il n'y a donc seu- 
lement que huit modules réels. Si lon ne desire que ceux qui sont 
moindres que l'unité, on n'en aura que quatre: : Cependant il pourra 
arriver, c ayart des valeurs particuliéres, qu'un plus grand nombre des 
modules transformés sont réels. Je ferai voir dans une autre occasion, | 
comment on pourra trouver toutes ces valeurs particuliéres. Pour le 
moment je ferai connoitre une manière d'exprimer toutes les valeurs du 
module ct à laide de produits infinis. 


Q 4 
a= — eta & 
2n +1 


" . ad | 
Si c est moindre que lunité, @ sera une quantité réelle, »' au * ia 
contraire sera aic pep car on a Mr. ‚es 


i Se i A enlever fh bios cic e 5 4, 
, 





c'est-à-dire, si l'on fait | > a 
, si “ à 
R * a LINE 
# | LE SM 4 diis. 
* : 
*. x T. . 
: # t | P 
. 5 - T | 2 
à 3 | 
a * . 


"on — a cette formule: & 
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aged Via =, a 
= yü—c?, 
o == w+4 Ty —1, 


où @ est une quantité réelle comme c. Cela posé les 22 +2 valeurs de 
& deviendront: 


\ 
ou 


on aura 


Gi+o Gi+(2n+1)o 
ri CE i iria dM, ir 
A la place ar ces valeurs on pourra aussi mettre celles-ci: * 
wi oi--2we  oi--4o woit4nw 


eet 2n+1’ 2n--1^ Qnt1’? °°" Qn+1 ? 
ou i= y — 1. 
En faisant c — 1, e — —— (formule 189. Tome IL. pag. 177.), et 


mettant ensuite bw et ba au lieu de o et co, et enfin « = (2 — 6), on 


trouvera AO —=f« et la formule donnera en vertu de quelques réduc- 


bare) ie] it) en]. 
[1—29..c0s (270) +4 Ss cos (22 0) 4- y] 


tions faciles: 
! 2 4 {x 
1. A0 — an Vq . Sin = 0). 


om — 7t 
wo 


où g—e". 
Pour avoir la valeur de s (8.), il suffit de chercher les valeurs de 


(9) 0 0 YT s pip 
A ($+ a, (+ 24), Ns (> + na) au moyen de la formule précé- 
dente, et de les multiplier ensuite entre elles. D'abord si l'on fait am , 


on trouvera aisément 


1 À 2(27--1) 1+- 4(en+2) 2 
9 PS 1 n-+1 q q 
15. oS — 2.V 9 jrs 1 qe) eee ) 


De même si lon fait 

| _ ai+2uw 
o Qn+1 * 
et pour abréger: 2 


ó, = c085— tv. sing” Fr 


z 


D^ E LI ZV (it gem). ions raul 14 (25. 9 aem) Fe 
ee CE: 


m 
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Done on voit, que pour avoir toutes les valeurs de s, il:suffit de substi- 
tuer dans lexpression 3 
5 4 { Bod AE 1 -l- ger 25° 
19. le” i a TI Eo i) > 
179.174 | 
ASS iT 
au lieu de 9 les 22 --2. valeurs 9?"^, LS à, Qe, 029° Sn, ee ONE 
00.3, 919-8: sont les racines de l'équation EM l. "Deux seule- 
ment des valeurs de s sont réelles, savoir celles qui répondent à la sub- 


I | e . . 


à 
stitution de g’t et 9+, c’est à dire à 
wo Dt 
^ — opact et AERE M" 

I} suit encore des formules précédentes que toutes les 2n-+-2 va- 
‘leurs de ¢ sont nécessairement différentes entre elles, excepté peut-être pour 
les cas de valeurs particuliéres du module c. Ayant trouvé les valeurs 
de e, on aura celles du module c* à l'aide des équations (9.). ll y a à re- 
marquer que l'expression (15.) est précisément la valeur de Ve, comme 


^ i e ARA 3 
on peut le voir en faisant 6 — ;,. Dans le cas où lon suppose y de 


Ô x ! \ 
la forme I5 le module c', suivant I. (9.) sera égal à €, donc y e—:. 


Par conséquent dans ce cas le module c se changera successivement dans 
toutes les valeurs du module c', sı l'on remplace dans la formule 
& 2 4 2 
16e = e n (TEE Eee), 
g par gt, V9 ae yy, disk. jn yum 
Ce théoréme s'accorde parfaitement avec le théoréme énoncé par 
Mr. Jacobi dans le tome Ill. pag. 193. de ce journal. Seulement à l'en- 
droit cité la fonction de 9, qui exprime la valeur de Yc, est presentée sous 
une autre forme. Done on trouveroit immédiatement le théorème de 
ce géomètre, si lon pouvoit parvenir à démontrer l'identité des deux 
fonctions 











4” 1--3* 2 Lm EM $a "TD 
17. a ze, T EL qo C di gh gt pec " 
"rer rg i) Bern er TE Bes 9 
On pourra encore démontrer qu'on aura les 2n--2 valeurs dc c en 
mettant dans la formule - | ce 
| * at 
tee a PS anl € y s "t 


1+r'Ifr 175" "1 u. * 
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rd 2n4-1 "ent ont: 


2 s . 
les quantités rt, Yr, öyr, C yr, .... 0"yr, au lieu de r, la lettre 


r désignant la quantité e 9 .. Donc cette quantité est liée à 9 par lé- 
quation : 
log (2). 108 (1) = » 
3 og > " 08 7 nis To 
Pour avoir la valeur du coéfficient « il faut connoitre celle de à 
(8.). Or on pourra la déduire aisément de la formule (12.), en y fai- 


sant Ó— 4, 20 .... na. On trouve de cette mániére que les valeurs 
de 0 qui répondent respectivement à 


ILS CPG Wi mi+20 +! oi 4 nc 
ie 2n--1' Qn+1? Aristo Tune Ce Sie Be 
sont égales à la valeur de l'expression 


$4: 4 11 92 egt y 
= —.f —— (ee 
19. à == 2.—.y g(a gu EE ’ 


2n-r1 2n-4-1 2n-Mr 








en y supposant au lieu de y les valeurs 9"*', V9, ày 9, yg, .... 
2n-Fi 
Narr 


me ans ka. V; 
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98. E. 
Théorème général sur la transformation des fonctions 
elliptiques de la seconde et de la troisième espèce, 


(Par Mr. N. H. Abel.) 


Si une intégrale algébrique f(y, x) — O0 satisfait à l'équation 
OY Ea Ox 

| Yi4—53)ü—cy] Ve). 

on aura toujours: 


4-- Bac Due 4 Brys HE PUMA PRU 3 
e fro "Y '[4—22)(4—26222?)] 22] = [5 eyes "Y [(4—y?) 1—c?’y?)] + Of Ps 
hr ^ 


m* 


où 4, B, n sont des quantités données, 4’, B’, m, & des quantités con- 
stantes, fonctions des premiéres, et p une certaine fonction algébrique de 
y et x. Il est trés remarquable que les paramètres 77 et 7 sont liés 
entre eux par la méme équation, que y et x; savoir /(7 n) — 0. Dans 
‚le cas ou 7 est infini, le premier membre deviendra seulement une fonc- 
tion de la seconde espéce et dans ce cas on pourra démontrer que 


2 Ox / dg oy 
SAH ge AH et” 


ou v est une fonction algebrique des variables x et y. 


x / 


Au reste il est aisé de démontrer la formule (a. Il n’y a quà 
différentier l'équation 


Oy 
D AUR IER E tak] = Jr yn 
par rapport au module c. Je me réserve de donner dans un autre mé- . 
moire des développemens plus étendus sur le théoréme ci- dessus. 
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39. 
Suite des notices sur les fonctions elliptiques, 
(Par Mr. C. G. J. Jacobi, prof. en phil. à Königsberg.) |. 





ls formules données dans le troisième cahier de ce journal con- 
tiennent la découverte importante, „que les fonctions elliptiques 
de troisième espèce, dans lesquelles entrent trois variables, 
peuvent étre ramenées à d'autres transcendantes qui n'en 
ont que deux." De là on tire aisément toute la théorie des fonctións 
elliptiques de troisième espèce. 


— 7: K* —ıK 


LN bt Se. ; ee] de sorte que lon trouve g’ en 


9, en mettant A’ au lieu de £, ou en changeant le module et son com- 





plément. Si l'on met 


Q(x,g) = 1— 2¢c0s2x + 29° cos Lx — 29° cos6 x +... 
Hx ree 2/7 sinz — 2 y (^ sin32 + 2 / 9° sindr —. 


on aura: 
Uo 


962,9 = V(r) Bg pr) 
HGz,g) = il) ext. ,) 


i étant toujours —y— 1, formules trés remarquables. On pourra déduire 
lune de l'autre au moyen de la formule sin a z1(iu, b) =itangarn(u, £^). 

lil. Je suis parvenu à résoudre un probléme dont la difficulté 
avoit éludé long-tems tous mes efforts, savoir de trouver l'expression gé- 
nérale et algébrique des formules de multiplieation. En effet on sait 
qu'en supposant z — sin a7 (n u), x — sina (u), n étant un nombre im- 





pair quelconque, on a 


" : # A xe Ax +. A409 x5 +, + AU)» Ass 
2 = LA" x x? + A x4 +... m rung py? 


Eur ^. eto, étant des fonctions oa et enticres de A. On 

e peut ages: trouver successivement pour chaque valeur donnée de 2, p. e. 
9^ 

n= 3, ‘5, 7, ...., les expressions de Ü et de 7; mais irouver générale- 


ment pour un nombre n indéfini les valeurs algébriques de 4, 4", 4, etc. 
" | aua 


re 


e ul 


i ri P " 
FTN x (0 Hl t illis." mm 


£7 Sig) 
st 3 
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en £, est un probléme oü toutes ice méthodes connues. paraissent ótre 
: U 
en défaut. Or, z= y" étant une substitution rationclle quelconque qui yo 


sert ou à la transformation ou à la multiplication des fonctions ellipti- 
ques de premiére espéce, je suis parvenu à sommer par parties le numé- 
rateur et le dénominateur de la substitution. à faire et. à définir l'un et 
l'autre au moyen d'une équation à différences partielles entre x et *. Dans 
le cas de la multiplication on tire de cette équation les expressions gé- 


nérales de 4, 4”, /4', .... On trouve par exemple 
4t — 0, AO = RER EN n(n? — 1) PB 4 n* (n? —1) (n? —4)k* (4 +?) 
3.4 3.9.6 4 
JO _ 2n°(n° —1) (n?—4) (n* — 9) DRI) Le, n*(n* 1) (n? rudi C n*— 69) x? 
9.3.9 5.274757 99D PM 
etc. . .etc. etc. 


On trouve trés facilement chaque terme 4” par les deux termes Am 
47-9, qui le précèdent. En: vertu d'une remarque faite dans une au- 





. = . . £ L 
tre occasion, savoir qu'étant mis au lieu de x, z se change en 57, 


v 


^ étant le module transformé, on tire aussitôt le numérateur U du dé- 


nominateur et réciproquement, Le cas de z pair ne demande que quel- 
ques légéres modifications. 


Konigsberg le 3. Oct. 1828. 
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40. 
Zweite Annäheru ungs-Construction des Kreis-Umfanges. 
: | iver Herm C. G. Specht zu Berlin.) 


i 


In der höchst schätzbaren und reichhaltigen Geometrie des Herrn Profes- 
sor Paucker zu Mitau befindet sich eine Sammlung von elementar- geo- 
metrischen Constructionen, den Umfang eines Kreises naherungsweise zu 
finden, von denen die génaueste bis zu der fünften Decimalstelle mit dem - 
Calcul übereintrifft, aber doch so weitläufig ist, dafs sie in der wirklichen 
Ausführung bedeutende Schwierigkeiten verursacht. Ich habe vor eini- 
ger Zeit in diesem Journal eine einfache Construction des Kreis- Um- 
fangs bekannt gemacht, welche bis zu der sechsten Decimalstelle mit 
dem Calcul übereintrifft, und gebe hier eine zweite, die bei der grófsten 
Einfachheit bis zu der achten Decimalstelle genau ist. 

Man construire den rechten Winkel BAC; *) nehme auf dem eı- 
nen. Schenkel ZB desselben, 44a 2071 — mp z-pg —9 B = dem Badius 
des gegebenen Kreises; theile sowohl mp in 2 und o, so wie auch 9B in 
r und s, in 3 gleiche Theile; nehme auf dem andern Schenkel A4C dieses | 
Winkels, 4M — 4a, AR = der Entfernung zwischen den Puncten MH 
und 7, AC= der Entfernung zwischen den Puncten À und r; nehme 
nun auf der Geraden Co, die Cc— 4B; und ziehe endlich aus e mit AB 
eine Parallele, bis sie die CB in d trifft; so wird Cd mit dem Umfange 
des gegebenen Kreises bis zu der achten Decimalstelle übereinstimmen. 
Denn es folgt aus der Construction, dafs 


_ 5V@+6°+132415°) __ . /(439 
Ed cc rei), = sy S). 
Nun ist 7 == 3,141592653..... 
und Cd = 3,141592639.... 
folglich z — i Cd 0,000000014.... 
LI + © B | mil —HN 
€ Es ist zu bemerken, dafs die Formel 


É BY = 34415919531. . 


* 1 vat. t ap 
** i 
E 2 ird dem Leser leicht sein, die Figur nach der Beschreibung zu entwerfen. 
Anm. d, Herausgebers, 
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welche in dem ersten Heft,des dritten Bandes pag. 83. in diesem Journal - 

steht *), erst in der siebenten Decimalstelle um sieben Einheiten kleiner - | 
ist, wie die Zahl z, und die merkwürdige Beschaffenheit hat, dafs sie in 
den beiden nächsten Decimalstellen wieder mit der Zahl = übereinstimmt, 


so dafs die Formel ; 
7 13V 146 


iu RE. 30415926531 


erst bei der zehnten Decimalstelle von der Zahl. abweicht **). 


*) Durch einen Druckfehler steht daselbst 
3,141591953 statt 2 x 3,141591953. 

**) Wenn man die Zahl s näherungsweise durch Quadrat- Wurzeln ausdrücken will, 
welche Ausdrücke: sich auch mit mehr oder weniger Mühe immer zeichnen lassen, so darf 
man nur das Quadrat von z, auf die Art wie man Brüche sucht die sich der Zahl a selbst oder 
überhaupt einer gegebenen irrationalen Zahl möglichst nähern, in einen Kettenbruch und die-, 
sen rückwärts in gewöhnliche Brüche verwandeln. Diese Brüche geben wie bekannt den Werth 
des Kettenbruchs, und folglich ibre Quadrat - Wurzeln die Zahl x selbst, genauer als alle andere 
Brüche in kleineren Zahlen. Auf ähnliche Weise kann man verfahren, wenn man = durch 
Cubic- Wurzeln oder in beliebigen’ anderen Formen, deren Umkehrungen sich leicht berechnen 
lassen, näherungsweise ausdrücken will, 


Anm. d. Herausgebers. 
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A1. 
Aufgaben. 





Question d'analyse indéterminée. 
(Par Mr. Lejeune- Dirichlet, prof. de mathém. ) 


30. La lettre p désignant un nombre premier impair, on sait par le 
théoreme de Wilson, que le produit 1.2.3.... p —1, augmenté de 
l'unité, est divisible par p. On peut substituer au produit précédent celui 


M AT 
que l'on obtient en remplaçant ses P derniers facteurs qui sont p — 1, 


+1 — 1 : ant 
p—29,.... Une par les nombres —1, — 2, ...., Es qui en diffé- 
rent respectivement de p. On voit ainsi que la formule 


gilts? un HH, 


dans la quelle ıl faut prendre le signe superieur ou inferieur, selon que 


Er est pair ou impair, est toujours un multiple de p. Or tee est pair 


ou impair, selon que p est de la forme 42-++ 1 ou de celle-ci: 42 +3. 
On a donc pour tout nombre premier p — 4 +1, 


DLE P +1 
égal à un multiple de p, et pour tout nombre premier p — 4n 1-3, 
A PDA AP am TE 


ou ce qui revient au même 


(song ans ee 


~ 








égal a un multiple de p. 


Ces deux corollaires du théorème de Wilson sont dis à La- 
grange, qui les a énoncés dans le beau mémoire ou il a le premier 
démontré le théoréme qu'on vient de nommer. Le dernier de ces corol- 
laires donne lieu à une question que nous croyons pouvoir proposer à 
lattention des geometres qui soccupent de Ja théorie des nombres. 

_ La différence | 


(ERA 5 x): —1 
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/ 


élant divisible par p (p désignant un nombre premier 47z-]-3) et cette 


différence pouvant se JUN Nds dans les deux facteurs: 


(119,3 1,1 Bate) (1. RE ee 
il stensuit que l'expression | 


(1.2. 3:5 s PERS) aen 


avec le signe convenable est un multiple de p. On demande une régle 
qui fasse connoitre le signe convenable, sans qu ‘il soit nécessaire de cher- 


cher par des multiplications successives le reste que l'on obtient en divi- 


; LEM : : . L 
sant 1.2.3 .. ance par p. Il est facile de-voir que la question pro- 


: | estes —1 
posée revient à celle de savoir si 1.2.3.. inge est ou n'est pas résidu 


quadratique de >. 


Aufgaben von Anderen. 


.91. a. Von geradlinigen Figuren in der Ebene, deren Seiten mit 
denen gegebener Figuren parallel und von ihnen gleich weit entfernt sind, 
die Eigenschaften in Beziehung auf die gegebenen Figuren zu untersuchen. . 


b. Won Polyédern, deren Seiten- Ebenen mit denen gegebener Po- 
Iyöder parallel und gleich weit von ihnen entfernt sind, die Eigenschaf- 
ien in Beziehung auf die gegebenen Polyéder zu untersuchen. 


32. Die Zahl der geraden Linien, durch welche 7 Puncte in der 
Ebene oder im Raume verbunden werden können, ist duelo. Zu sa- 
gen, wie viele allgemein von diesen geraden Linien nôthig sind, die Lage 
der 2 Puncte zu bestimmen, und welche Modificationen des allgemeinen 
Gesetzes, wenn es ein solches giebt, entstehen, wenn die Puncte theil- 
weise zu mehr als dreien in Ebenen, oder alle in einer und derselben: 
Ebene liegen. 

n, inr 1) 
2 
seraden Linien schneiden, durch welche 7 Puncte ‘in der Ebene oder 


yd 


33. Die Zahl der Puncte zu finden, in welchen sich die 





im Raume verbunden werden können, nebst den Modificationen. (32. 


34, Aehnliche Figuren in der Ebene oder im Raume, von 
krummen oder geraden Grenzen umschlossen, sind im Allgemeinen die- 
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jenigen, die so gelegt werden können, dafs die bestimmenden Puncte der 
einen und die ähnlich liegenden bestimmenden Puncte der anderen in gera- 
den Linien liegen, welche durch einen und denselben Punct gehen, und 
dafs dann zugleich die Entfernungen der bestimmenden Puncte der einen 
Figur von diesem Puncte (welcher Aehnlichkeits- Punct heifsen kann) 
Gleichvielfache sind von den Entfernungen der bestimmenden Puncte der 
anderen von dem nemlichen Puncte. (Man sehe den Aufsatz No. 24. im 
ersten Bande dieses Journals, 3. Heft, S. 250. *).) Es wäre nun zu unter- 
suchen, welche Eigenschaften Figuren zukommen, die so gelegt werden 
konnen, dafs, wie bei ähnlichen Figuren, die bestimmenden Puncte der 
einen und die zugehörigen Puncte der anderen in geraden Linien liegen, 
welche durch einen und denselben Punct gehen, dafs aber dann die Ent- 
fernungen der bestimmenden Puncte der einen Figur von diesem Puncte, 
statt, wie bei ähnlichen Figuren, von den Entfernungen der bestimmen- 
den Puncte der anderen von dem nemlichen Puncte Gleichvielfache zu 
sein, vielmehr um gleich viel von ihnen verschieden sind, oder 
dafs die, Summe zusammengehöriger Entfernungen überall dieselbe sei, 
oder dafs die Producte der zusammengehörigen Entfernungen alle gleich 
sind. Das Letztere würde antiparallele Figuren geben. 





11) Der Herausgeber dieses Journals hat in einer der Kóniglichen Academie der VVissenschaf- 
ten zu Berlin von ihm am 13. Márz 1828 vorgelesenen Abhandlung einige aus dieser Definition fol- 
gende allgemeine Eigenschaften ähnlicher Figuren entwickelt. 


f * 
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42. 


Einige Nachrichten von Büchern *). 





E? 351 diesem Jahre eine mathematische Schrift des Herrn Doctor Plücker zu 
Bonn erschienen, unter dem Titel: ,, Analytisch - geometrische Entwicklungen. Erster 
Band. Essen bei G. D. Baedeker, 1828," Die Schrift handelt von .der Theorie der 
graden Linie, des Kreises und der Linien zweiter Ordnung, letztere nach der rechten 
analytischen Methode, nicht aus dem Kegel sondern aus der allgemeinen Gleichung 
zweiter Ordnung abgeleitet. Sie verbreitet sich über die Gegenstände neuerer geome- 
trischer Untersuchungen, über die Transversalen, Chordalen, Polaren, Aehnlichkeitspuncte 
und Axen, über die Zuordnung der Pole, die Bedeutung imaginairer Ausdrücke u. s. w. 
Sie handelt. von der Bedeutung der Coefficienten ‚der, allgemeinen. Gleichung zweiter 
Ordnung, von den Durchmessern, Brennpuncten, von den Durchsclinitten, u. s. w. all 
gemein und einfach, von der Osculation gewissermafsen eigenthümlich, und schliefst 
mit einem Abschnitte, der sich zu einer bedeutenden Allgemeinheit erhebt; Sie scheimt 
insbesondere zur Vermittelung zwischen der synthetischen und analytischen. Methode 
in der Geometrie beitragen und die analytische Methode auch für die einfacheren Fälle, 
wo sie weniger anstellig zu sein scheint, geschmeidiger machén zu sollen. Die Art wie 
sie durch Zerlegung und Verbindung der Gleichungen, durch Multiplication und ver- 
mittelst Einfübrung von uubestimmten Coefficienten, durch Benutzung der Willkürlich- 
keit der Coordinaten - Winkel. und der Lage der Axen;und andere Kunstgriffe. das, 
analytische Verfahren dem synthetischen gleichsam näher zu. rücken strebt, so, wie, die 
Sparsamkeit der Rechnungen und Formeln, ist bemerkenswerth. Sie vereinigt in sich 
auf eine scharfsinnige und eigenthümliche Weise die Untersuchungen die über diesen 
Gegenstand. in neuerer: Zeit, nach eigenthümlichen Ansichten angestellt. worden sind, 
und von welchen sich eine reichhaltige Sammlung in den Annales, des mathématiques 
von Gergonne findet, und schreitet auf diesem Wege weiter. Die ‚Schrift hat un- 
streitig bedeutenden wissenschaftlichen Werth und verdient alle Aufmerksamkeit. Es 
ist zu wünschen, dafs ihre Fortsetzung über die Curven höherer Ordnung und die Fi- 
guren im Raume bald erscheinen möge. Ueber eine Aeufserung in der Vorrede glaubt 
der Herausgeber dieses Journals eine Bemerkung machen,zu müssen, weil sie theils 
das Journal selbst, theils persönliche Umstände berührt, welche dem Herausgeber 
genau bekannt sind. Es heifst nemlich $. V. der Vorrede, dafs der Herr Verfasser 
mehrere neue, unter sich sehr verschiedene, von ihm auf seinem Wege gefundene 
Resultate des Herrn Steiner (eines ausgezeichneten Mitarbeiters an diesem Journal), 
der in die Fulstapfen des Herrn Poncelet zu treten scheine, später im ersten und 
zweiten Hefte dieses Journals wiedergefunden habe. Der Herausgeber bemerkt, dafs, 
wie ihm bestimmt bekannt und von ihm auch schon S. 96. ersten Bandes dieses 
Journals angedeutet ist, Herr Steiner keinesweges weder die Arbeiten des Herru 
Plücker, noch die des Herrn Poncelet gekannt hat, als er die seinigen verferligte, 
sondern völlig selbstständig arbeitete, daher sich auch nicht eigentlich sagen lälst, dafs 
Herr Steiner in fremde Fufstapfen trete. Obgleich es noch keinesweges ein Ta- 





*) Der Herausgeber nimmt, um Entschuldigung zu erbitten, dafs er nur so selten Nachrich- 


ten und Beurtheilungen von Büchern giebt, auf die den vorjährigen Nachrichten (S. 399, des 2ten 
Bandes dieses Journals) beigefügte Bemerkung Bezug. Diese Bemerkung zeigt die Ursachen der 
Seltenheit seiner Aeufserungen dieser Art an. Die Bitte, ihn. dabei zu unterstützen, ist bis jetzt 
noch nicht erfüllt worden, Er wiederholt sie. 
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del sein würde, zu sagen, dafs Jemand in die Fufstapfen eines so ausgezeichneten, 
classischen Schriftstellers wie Herr P oncelet trete, so glaubt der Herausgeber doch 
die obige Bemerkung machen zu müssen, damit auf keine Weise, auch nicht schein- 
bar, etwa ein Schatten auf die Arbeiten des Herrn Steiner falle, sondern diesen, 
ganz auf eigener Kraft ruhenden, genialen Bemühungen volle Gerechtigkeit widerfah- 
ren möge. 


sr 


Die im vorigen Jahrgange dieses Journals S. 399. und 400. erwähnten Annales 
des mathématiques von Herrn Gergonne und das Bulletin universel. des sciences von 
Herrn Baron von Férussac sind auf eine erfreuliche Weise fortgesetzt worden. Das 
Bulletin ist noch fester begründet worden und verstärkt seine intensive Kraft fernerhin. 


Von den eben daselbst erwähnten Exercices des mathématiques von Herrn. A. 
L. Cauchy sind wieder 12 neue inhaltsvolle Hefte, also nunmehr in Allem 31 Hefte 
erschienen. Von dem trefflichen Cours d'analyse des Herrn A. L. Cauchy erscheint 
so eben zu Königsberg in Preufsen bei Bornträger eine deutsche Ueber- 
setzung von Herrn Huzzler, welche. zur Verbreitung dieses ‚wichtigen Werkes in 
Deutschland beitragen wird. 


"^ Die ferner daselbst erwähnte zweite Auflage der ,, Exercices du calcul inté- 
gral" von Herrn Legendre ist nunmehr erschienen. Die Erneuerung dieses classi- 
schen Werkes ist um so interessanter, da über den Gegenstand, mit welchem es sich 
vorzüglich beschäftigt, die elliptischen Functionen, jetzt so eifrig und vielfältig gearbeitet 
wird. Es sind, wie der ehrwürdige Verfasser dem Herausgeber zu melden die Güte 
gehabt hat, zwei Supplemente des Werks zu erwarlen, von welchen das eine die Be- 
weise der allgemeinen Theoreme des Herrn C. G. J. Jacobi über die elliptischen 
Funciionen, nebst neuen Entwicklungen enthalten wird und so eben gedruckt wird, 
das andere über die Entdeckungen des Herrn N. H. Abel und die ferneren Arbeiten 
der beiden benannten Geometer, diesen Gegenstand betreffend, sich verbreiten wird. 


Von Herrn €. G. J. Jacobi ist ein Werk über die elliptischen Functionen, 
unter dem Titel: Fundamenta nova Theoriae functionum ellipticarum unter der Presse. 
Herr N. H. Abel bearbeitet ebenfalls ein umfassendes Werk über diesen Gegenstand. 
Diese Schriften werden die weitere Ausführung der Mittheilungen enthalten, welche ihre 
Verfasser in dem gegenwärtigen Journale und in den ,,astronom. Abhandlungen des 
Hrn. Schumacher” gegeben haben, und werden also von grofsem Interesse sein. 


Die Kaiserliche Academie der Wissenschaften zu St. Petersburg giebt so eben 
einen Supplement - Band zu der bereits geschlossenen Suite ihrer Memoiren, enthaltend 
Arbeiten verstorbener Academiker, heraus. Dieser Band wird, aufser mehreren wich- 
tigen Abhandlungen von Schubert und Fufs, wiederum zwólf noch ungedruckte 
Abhandlungen des grofsen Euler enthalten. Der Herr Staats-Rath Fufs, bestandiger 
Secretair der kaiserlichen Academie, hat auf die Bitte des Herausgebers die Güte ge- 
habt, ihm die Titel der Eulerschen Abhandlungen mitzutheilen. Es sind folgende: 

1) De insigni promotione analysis Diophanteae. 1780. 

2) Solutio problematis difficillimi, quo hae duae formulae aac + bb yy et aayy+bbxx 
quadrati reddi debent. 1780. 

3) Investigatio binorum numerorum formae ay (a^— y^) quorum productum, sive 
quotus, sit quadratum. 1780. 

4) De binis numeris, quorum summa, sive aucta sive minuta, tam unius quam alte- 
rius quadrato producat quadrata. 1780. 

5) Dilucidationes circa binas summas duorum biquadratorum inter se aequales. 1780. 

6) De resolutione hujus aequationis: O=+ba+cytdaxterytfyyteuary 
+Axzyy—tixxyy per numeros rationales. 1780. 

7) Methodus nova et facilis, formulas cubicas et biquadraticas ad quadratum redu- 
cendi. 1780. 
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" 8) Solutio problemalis ad analysin | HEN M EAM TUN referendi. 4781. 
9) De infiniüs curvis algebraieis,_ Eno longitudo indefi nita. arcui elliptico. aequa- 
tur. 1781. 
10) De infinitis curvis alzebraicis quarum dotado: arcui i parabolico aéquatur, A781. 
11) De binis curvis alzebraitis eadem Het saudentibus. 1781. 
d De curvis algebraicis quarum omnes arcus per arcus circulares ınetiri licei? 1780 


13) Solutio probleinatis analytici difficillimic: AVB2aecngidel ı r “dit off 
14) Integration‘ d'une espéce. remarquable d'équations différentielles dans, l'analyse 
des fonctions a deux variables. 1777: : | 62.8 0 100 oov nor 


Es ist Eulers eigener, in seinen letzten Lehensjahren Ausgesprochener Wünseh 
gewesen, noch 40 Jahre Gath seinem Tode in'den Druckschriften: der Academie fortzu- 
leben : antl wirklich hat' der reiche’ Vorrath bis jetzt ~vorgehalteny ob er gleich bald 
nach Eulers Tode um $8 Abhandlungen vermindert worden, ausvwelchen die Opuscula 
analytica und ‘der vierté Band der zweiten Auflage der Instit: calo; int. ‘entstanden sind. 
Wenn gleich ein halbes ‘Jahrhundert alt, sind: die oben erwähnten‘ Abhandlungen: doch 
noch nicht veraltet und enthalten tntdiebeante Forschungen über unbestimmte Analysis und . 
höhere Geometrie, welche dem mathematischen PÁLIA höchst willkommen .sein wer- | 
den. | Des grofsen Geoineters: Wunsch, noch 40 Jahre in den Memoiren der Academie 
zu leben ist erfüllt, aber Jahrtausende noch wird dieser Heros | der Mathematik leben 
ia der W nat und in der Achtung und Bew underung der Nachkommen, 
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1. 

Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques; | 

‚pour faire suite au Mémoire sur les centres de moyennes 
harmoniques *). 


Lu à lacadémie royale des sciences de Paris, le 12, avril 1824, et approuvé le 18. février 1828, 
par une commission composée de MM. Legendre, Poinsot. et Cauchy, rapporteur. 


(Par Mr. J. P. Poncelet, Capitaine au corps royal du Génie **).) 





Introduction, 


Dans un précédent Mémoire sur les centres de moyennes har- 
moniques, jai annoncé que la théorie des polaires réciproques 
était susceptible d'une extension telle, qu'au simple énoncé d'une propo- 
sition suffisamment générale de l'étendue, elle permet d'en assigner, sur 


le champ, une autre toute différente et toute aussi générale, à moins ce- 


pendant que la proposée ne soit elle méme sa réciproque, ce dont il y 
a des exemples. J'ai ajouté qu'à lexception de quelques principes élé- 
mentaires, je n'avais donné jusqu'ici qu'une idée trés imparfaite de cette 
théorie, soit dans le Traité des propriétés projectives des figu- 
res, soit dans le tome VIII. des Annales de mathématiques, ny 
ayant en effet simplement qu’eflleure le cas de l’espace, et m'étant con- 
stamment borné aux relations purement descriptives des figures; enfin 
jai annoncé que cette théorie était indispensable pour établir certaines 
propositions qui doivent entrer dans la partie de ces recherches relati- 
ves aux courbes et aux surfaces géométriques en general. Je me pro- 
pose ici de reprendre cette théorie et de lui donner toute l'étendue et 
tous les développemens nécessaires pour en constituer un véritable corps 
de doctrine, qui puisse se suffire à lui méme, 


*) On trouve ce dernier mémoire tome III. cah. 3. pag, 213. de ce journal, 
b Note du redacteur. 
**) Il s'est élevé sur ce mémoire une discussion entre son Auteur et Mr. Gergonne. redac- 
teur des annales de mathématiques à Montpellier, qu'on trouve dans le tome XVIII. de ces anna- 


les. Le redacteur du présent recueil est absolument,étranger à cette discussion, et il déclare haute- 
ment qu'il n'a pas le but d'y entrer d'aucune maniére par la publication du mémoire en question 


- que son respectable auteur lui a bien voulu confier. Note du redacteur, 
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Vu son importance et son utilité générale dans toutes les questions 
et recherches géométriques, et ayant d'ailleurs le dessein de réunir, par 
la suite, et de faire paraitre sous un méme titre les différens Mémoires 
de Géométrie que je me propose de rédiger successivement, je n'ai pas dû 
craindre de revenir sur le petit nombre des principes déja exposés dans 
les ouvrages cités précédemment, et de m'appésantir sur ceux qui ne se- 
raient point encore connus ou qui pourraient présenter quelques difficultés à 
étre saisis par le grand nombre des lecteurs; jai méme fait suivre chaque 
théorie particuliére de plusieurs exemples qui, bien que des conséquences 
fort sumples de ces théories, n'en sont pas moins trés propres à les éclai- 
rer et à en montrer l'esprit et la fécondité; jose donc espérer que l'aca- 
démie ne jugera pas trop sévérement le résultat de mon nouveau tra- 
vail, et qu'elle voudra bien excuser des détails et des développemens né- 
cessités par la nature du sujet et par le but particulier que je cherche 
à atteindre. 

Pour donner une idée tant soit peu générale de lobjet que je me 
propose et des principes qui m'ont dirigé, il est nécessaire de rappeler 
que le póle et la polaire d'une section conique, ne sont autre chose 
que le sommet de l'angle circonscrit à une telle courbe, et la di- 
rection indéfinie de la corde de contact des cótés de cet angle; tan- 
dis que, pour la surface du second ordre, le póle et le plan polaire 
se confondent respectivement avec le sommet du cóne circonscrit 
à cette surface et avec le plan indéfini du contact de ce cóne. 

Cela posé, considérons d'abord une figure quelconque sur le plan 
d'une section conique prise pour auxiliaire: on démontre aisément que, 
si un certain point se meut sur une ligne droite de la figure donnée, la 
polaire de ce point pivote sur la póle de cette droite, et réciproquement; 
or de là on conclut plus généralement que, si ce même point est assu-. 
jetti à décrire une courbe quelconque, sa polaire en enveloppera une au- 
tre ayant, à son tour, la première pour enveloppe des polaires de ses dif: 
férens points; de sorte qu'on peut dire de ces deux courbes, qu'elles sont 
polaires réciproques à l'égard de la section conique auxiliaire. Substi- 
tuant donc ainsi à chaque point, chaque droite, chaque courbe de la 
figure proposée, la droite, le pôle et la courbe qui leur appartiennent, on 
formera une nouvelle figure qui, elle- même, pourra s'appeler la polaire 
réciproque de la premiere, et sera tellement liée avec elle que, d'a- 


1. Poncelet, Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques. 3 


pres la théorie ordinaire du póle et de la polaire simple, les relations 
descriptives ou de situation de lune, pourront se traduire immé- 
diatement en des relations pareilles de l'autre. 

C'est à montrer lespéce de réciprocité qu'ont entre elles les deux 
figures dans différens cas, et relativement aux diverses positions des points 
et des lignes, que j'ai consacré la premiere partie de ce Mémoire. 

Ainsi, par exemple, j'y examine l'espéce de relations que conser- 
vent entre eux deux polygones réciproques polaires sur le plan d'une sec- 
tion conique, et je determine le degré et les affections générales qui ap- 
partienent aux courbes polaires qui peuvent étre considérées comme les 
limites de ces polygones etc. Au surplus, je le répète, javais déjà ex- 
posé les élémens de cette théorie dans un article inséré au tome VII. 
des Annales de mathématiques, année 1818, en montrant, par 
quelques exemples, tout le parti qu'on en pouvait tirer pour la recherche 
des propriétés générales des figures, et j'y suis revenu avec plus de dé- 
tails dans le Traité des propriétés projectives, dont les sections 
IL. et HI. contiennent un grand nombre d'applications très remarquables 
et très propres à montrer l'importance et l'utlité de ce genre de spé- 
culations. 

Pour passer du cas du plan à celui de l'espace, il suffit de PM 
tuer une surface du second ordre quelconque à la section conique ‘auxi- 
liaire, et de remplacer la polaire par un plan: observant ensuite, avec 
MM. Monge, Livet et Brianchon, que quand un point ou póle est as- 
sujetti à demeurer sur un plan ou sur une droite donnée, le plan polaire 
de ce point pivote lui méme sur le póle du premier plan, ou sur une 
droite qu'on peut nommer la polaire de la premiere droite, et récipro- 
quement, on établit aisément la définition et les principales relations de- 
scriptives des figures rectilignes et polyédrales, qui sont polaires récipro- 
ques dans l'espace, par rapport à une surface quelconque du second ordre 
prise pour auxiliaire: or, de là on passe immédiatement, par la loi de 
continuité, aux courbes à double courbure, aux surfaces développables et 
aux surfaces quelconques qui sont réciproques polaires dans lespace, et 
peuvent être considérées comme les limites respectives des figures recti- 
lizues et polyédrales dont il s'agit. 

MM. Livet et Brianchon avaient déjà recherché (13. cahier 
du Journal de I’ pans Polytechnique), quelle était l'enveloppe des 

1* 


4 1. Poncelet, Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques. 


plans polaires d'un point assujetti à demeurer constamment sur une courbe 
à double courbure ou sur une surface donnée, et ils avaient facilement 
reconnu, par lanalyse algébrique, que c'était, dans le premier cas, une 
surface développable qui se réduit à un cóne lorsque la courbe proposée 
est plane, et, dans le second, une surface quelconque à deux courbures, 
susceptible d'être engendrée par une droite en même tems que la pro- 
posée. Mais ces habiles géométres n'ont pas recherché quelle espèce de 
relations et. de réciprocité ont entre-elles la figure primitive et sa dé- 
rivée; et, à l'exception du cas particulier où la surface directrice est du 
second ordre, ou se réduit à une section conique, ils n'ont point déter- 
miné le degré de la surface polaire: or c'est ce que j'ai établi générale- 
ment dans la seconde partie de ce mémoire, et par les seuls principes 
de la géométrie rationnelle, en montrant de plus, que l'enveloppe des 
plans polaires d'une surface donnée est, en méme tems, le lieu des 
póles des plans tangens de cette surface; de sorte qu'elles jouissent 
de relations descriptives entiérement réciproques à l'égard de la surface 
du second ordre qui sert d'auxiliaire, remarque qui seule suffit pour ju- 
sufer l'épithéte de polaires réciproques que je leur ai appliquée. 

Jexamine, au surplus, les principales relations descriptives qui 
peuvent appartenir à la surface primitive et à sa dérivée, et je mets 
ainsi le lecteur en état de traduire, sur le champ, toute propriété de 
situation, relative à une figure quelconque donnée, en une autre essen- 
tellement distincte et applicable à la figure qui en est la réciproque po- 
laire. C'est ce que je démontre par l'application à plusieurs théorèmes 
particuliers qu'il serait, je crois, difficile d'établir de toute autre manière. 
Parmi ce théorémes, je me contenterai d'indiquer ceux qui concernent 
l'intersection plane des nappes de développables circonserites à deux sur- 
faces quelconques du second degré, et le lieu de tous les autres de sur 
faces du méme degré, qui sont tangentes à la fois à huit plans donnés 
quelconques etc. 

Ce qui précéde concerne uniquement les relations purement de- 
scriplives, et, parmi ces relations, celles qui n'ont trait qu'à la direction 
indéfinie des lignes et surfaces, sans égard à aucun rapport de grandeur; 
or jai consacré les trois dernières parties du mémoire à examiner quelle 
espece de modifications doivent éprouver, dans le passage de la figure 
donnée à sa polaire réciproque, soit les relations d'angles et de 
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lignes trigonométriques, soit les relations métriques entre les 
simples distances: j'ai trouvé que, quand ces relations sont de la nature 
de celles que j'ai nommées ailleurs projectives, la traduction pouvait 
toujours avoir lieu de l'une à l'autre figure, et jai indiqué les moyens 
de lopérer, dans tous les cas, par une substitution de mots et de lettres 
à la place les uns des autres, qui se réduit à une sorte de mécanisme. 
Ainsi, non seulément on est en état de découvrir, par la théorie des po- 
laires réciproques, de nouvelles propriétés descriptives des figures, à l'aide 
des propriétés descriptives déjà connues et établies par les géomatres, 
mais on peut en faire tout autant pour les relations métriques entre les 
angles, et pour une classe trés étendue de relations pareilles entre les 
simples distances, puisqu'elle comprend comme cas particuliers, toutes 
cells de la Théorie des transversales et de la Géométrie de 
la régle. 

Je ne dirai rien d'ailleurs des applications que j'ai faites de ces 
préceptes généraux à la démonstration ou à la recherche des théorémes 
concernant les angles et les distances de certaines figures; je ferai seule- 
ment remarquer que, loin d'avoir épuisé le nombre des applications par- 
ticuliéres et méme des principes, je me suis constamment attaché aux 
plus simples et, aux plus utiles d'entre eux, me contentant fort souvent, 
d'en indiquer à la hâte quelques autres, comme exercices, ou: parcequils 
me paraissaient dignes de fixer l'attention des géometres. On verra en 
effet que la mine est d'une richesse pour ainsi dire intarissable, et que, 
si l'on voulait seulement citer ou énoncer les théorémes de géométrie 
qui peuvent découler da la théorie des polaires réciproques, par sa simple 
application aux propositions déjà connues, il faudrait y consacrer des vo- 
lumes entiers et un tems considérable. 

Je crois devoir prévenir, avant d'entrer en matiére, que je conti- 
nuerai ici l'ordre de numérotage adopté, dans mon précédent mémoire, 
pour les figures et les articles, de sorte que celui-ci doit en étre consi- 
déré comme la suite. 


6 1. Poncelet, Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques. 


Théorie générale des polaires réciproques. 

La théorie des polaires réciproques se rattache, de la maniere la 
plus intime, à celle du centre des moyennes harmoniques, dont 
nous avons établi les principes dans notre précédent Mémoire: c'est ce 
qu'on a pu voir par ce que nous en avons déjà dit dans le Tome VIII. 
des Annales de mathématiques, et dans le Traité des proprié- 
tes projectives des figures; mais, avant de l'exposer dans toute la 
generalite qui lui est propre, nous croyons nécéssaire de réunir sous un 
méme point de vue, et de résumer en peu de mots, les différentes no- 
tions et définitions établies aux endroits cités, de maniére à arriver, par 
une marche à la fois claire et rapide, aux nouveaux principes qui font 
l'objet de ce Mémoire; et, afin d'aller du simple au composé, nous com- 


mencerons par le cas facile ot les objets de la figure sont situés dans 
un seul et méme plan. 


Des figures polaires réciproques dans un plan. 

99. Supposons que, d'un point quelconque P (Fig.20.) pris sur le 
plan d'une ligne du second ordre, on mène une suite de droites telles 
que ZB, rencontrant respectivement la courbe en deux points 4 et B; 
puis qu'on determine (4. et 7. sur chacune d'elles, le centre Q des mo- 
yennes harmoniques des points 4, D par rapport au pôle commun P 
des rayons vecteurs, pris pour origine des segmens harmoniques, tous les 
centres pareils seront, comme on sait, situés sur une seule et méme 
droite ou polaire ZZ’ que, d’après nos précédentes définitions (42.), nous 
pourrions aussi nommer l'axe des moyennes harmoniques de la 
courbe relativement à l'origine commune ou au póle P, qui, à son tour 
pourrait s'appeller le centre des moyennes harmoniques de la 
courbe relativement à la droite dont il s'agit, prise pour axe des origi- 
nes harmoniques, puisque la relation P4: PB:: Q.4: QB. qui lie l'origine 
P au centre Q des moyennes harmoniques de chaque transversale, est 
réciproque entre ces points. 

.. Pour justifier, sur le champ et a priori, ces définitions, ıl suffit 
de remarquer que chaque transversale PB, menée par le point fixe P, 
^ne renferme qu'un seul centre Q des moyennes harmoniques, et que ce 
centre ne peut jamais se confondre avec le point P, quelle que soit la 
position de la transversale mobile; de sorte que le lieu des points Q est 
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nécessairement du premier degré, c'est-à-dire une ligne droite (Pro-_ 
priétés projectives, Sect. IV. No. 539.). 

Remarquons d'ailleurs, pour compléter ce rapprochement, que la 
polaire ZZ’ d'un point P n'est autre chose que la direction indé- 
finie de la corde, réelle ou idéale, qui joint les points de contact 
J, 7’ des tangentes à la courbe, issues de ce point, et (1.) ique cette 
polaire séloigne à l'infini, ou se change en un diamétre de la 
section conique, selon que le póle lui méme se confond avec le cen- 
tre de cette section conique, ou s'éloigne à l'infini sur son plan; de sorte 
que le pôle d'un diamétre est à l'infini sur le diamétre con- 
jugué, et le pôle de toute droite à l'infini se conjfond avec 
le centre même de la courbe. 

90. Cela posé, considérons quelque part sur le plan de la section 
conique proposée, un nouveau point quelconque p, servant de póle aux 
sécantes ou transversales rectilignes ab de la courbe; à ce pôle corres- 
pondra la nouvelle polaire ¢t’ rencontrant en Q la première, et, pour 
les transversales QP, Qp qui y passent, le point Q sera à la fois le cen- 
tre des moyennes harmoniques des cordes 4B et ab déterminées 
par ces transversales, et cela par rapport aux pôles respectifs P et p 
Mais les points Q et P, Q et p sont réciproques entre eux d'aprés la 
relation qui les définit: donc le point Q peut, à son tour, étre considéré 
comme le pole de la droite Pp, puisque les points P et p suffisent pour 
la déterminer complétement; c'est-à-dire que cette droite est la po- 
laire de Q par rapport à la section conique, comme la droite 777" l'est 
déjà relativement au point P. Or de là résulte ce théoréme qui sert de 
base à tout ce qui va suivre: 

Si un certain point P est situé sur une droite Pp tra- 
cée dans le plan d'une section conique quelconque, sa po- 
laire TT' passera nécessairement par le pôle Q de cette 
droite et réciproquement. 

57. Le point P étant le póle de 77", comme le point Q est le 
póle de Pp, le systéme du point P et de la droite Pp qui le renferme, 
et le systéme du point Q et de la droite 77", défini par le premier, de- 
vront jouir de propriétés réciproques à l'égard de la section conique 
auxiliaire ou directrice; c'est pourquoi on peut dire que ces systé- 
mes sont polaires réciproques lun de l’autre. 


. . , . . | 
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58. Considerons, sur le plan d'une section conique quelconque 
(Fig. 21.), deux droites arbitraires AB et AC se rencontrant en 44; soit 
P le pôle de 4B, et P' le pôle de AC; d'aprés ce qui précéde, la po- 
laire de 4 devra renfermer à la fois les points P et P', c'est-à-dire que 
PP’ est cette polaire. D'un autre côté, le systeme du point 4 et de 4B 
est réciproque de PP’ et P, comme aussi le système de 4 et AC est ré- 
ciproque de PP’ et P'; donc on peut dire que le systeme de BAC, tout 
entier, est réciproque polaire de D, P' et PP’. Il est évident d'ail- 
leurs que si, aulieu des deux droites indefinies 45 et AC et de leur point 
de rencontre 44, nous avionsóconsidéré primitivement le systeme des deux 
points P, P' et de la droite PP’ qui les renferme, nous serions arrivés aux 
mémes conséquences. | | / 

Enfin on voit pareillement que „le systeme d'un. nombre quelcon- 
que de droites 4B, AC, AD, . . .., situées dans le plan d’une section co- 
nique, et qui convergeraient en un même point 4, aurait pour 
réciproque polaire un système pareil de points D, P', P’,.... 
rangés sur une même droite PF’ polaire de A.” | 

39. En général, un systeme de 72 droites quelconques tracées 
dans un plan, a pour réciproque polaire un systéme pareil de points en 


I) 


deux à deux, sont remplacés par les 72. (= 





; 1 1 , 1 y : 
nombre égal, et les m.( ) points d'intersection de ces droites, prises. 





miS droites ou distances qui 


joignent aussi deux à deux leurs póles respectifs; de telle sorte qu'il pas- 
sera autant de ces distances par lun quelconque de ces pôles, que’ dans 
la figure primitive, il y a de points d'intersection sur la polaire cor- 
respondante à ce pôle, c'est-à-dire m — 3. 

Ainsi ,,les 772 droites du premier systeme et leurs intersections 
respectives, ont pour réciproques polaires le systéme d'un égal nom- 
bre de points réunis, deux à deux, par les lignes droites ou distances 
indéfinies qui leur appartiennent; et, vice versa, ce dernier systéme 
a pour réciproque polaire le premier." 

Enfin, puisque les points d'intersection des m droites de celui-ci 
sont les pôles respectifs des distances de l'autre, ,,les droites ou diago- 
nales qui joignent ces points deux à deux, ont, à leur tour, pour réci- 
proques polaires (58.), les intersections correspondantes de ces mémes di- 
stances prolongées;" telle est donc l'espéce de relation graphique qui sub- - 
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siste entre une figure plane rectiligne et sa, polaire réciproque à l'égard 
d'une section conique quelconque. 

60. Considérons, par exemple, l'un quelconque des polygones ZBCDE 
(Fig. 22), formés par le systeme des droites proposées; ses cótés Ab, 
BC, CD, .... ayant pour pôles respectifs les points a, b, c, d, e, sessom- 
mets B, C, .... 4 auront pour polaires respectives (58.) les droites a4, 
be, cd, .... ae qui joignent, deux à deux, consécutivement les pôles 
dont il s'agit, et forment par conséquent le polygone a, 5, c,d,.... 
quon peut nommer le polaire réciproque du proposé. 

En effet, d'aprés ce qui précéde, les cótés et sommets de celui-ci 
auront à leur tour pour póles et polaires, les sommets et cótés respectifs 
du premier, et la même relation de réciprocité aura lieu entre les 
points de rencontre des cótés et les diagonales de ces polygones, 
à légard de la section conique auxiliaire; c'est-à-dire que les diago- 
nales et les points de rencontre des cótés de l'un auront récipro- 
quement pour póles et polaires respectifs les points de rencontre 
des côtés de l'autre et ses diverses diagonales. 

D'aprés cela on voit, entre autre, que s1 certains points de ren- 
contre des cótés de l'un des polygones étaient situés en ligne droite, 
les diagonales qui leur correspondent dans lautre, concourraient (58.) 
en un méme point, póle de cette droite et vice versa. 

61. Supposons maintenant que l'on coupe par une droite ou trans- 
versale arbitraire, les cótés prolongés de l'un des polygones polaires 
ci-dessus, cette transversale sera remplacée, dans lautre, par un point, 
póle de cette droite, et tout point d'intersection avec un cóté le sera par 
une droite ou polaire passant (58.) par ce póle et par le póle du cóté 
dont il s'agit, c’est-à-dire par le sommet correspondant du polygone ré- 
ciproque. Ainsi le „systeme de la transversale et de ses points de 
rencontre avec les cótés du polypone proposé, sera remplacé par le 
faisceau des droites qui joignent le póle de cette transyersale aux 
différens sommets du polygone polaire, et réciproquement, un pareil 
faisceau de droites convergentes, dans l'un des polygones, sera remplacé 
par le systéme des points de rencontre d'une droite transversale des có- 
tés du polygone polaire." 
| 62. Considerons encore deux polygones quelconques sur le plan 
d'une section conique prise pour auxiliaire, ainsi que les polygones polai- 
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res qui leur appartiennent; supposons qu'on prolonge les cótés de l'un de 
ces deux polygones jusqu'à ses intersections avec ceux de l'autre, ils est 
évident (59. et 60.) que les points ainsi obtenus seront remplacés, dans 
les polygones polaires des proposés, par les droites qui joiguent, deux à 
deux, les som mets de ces derniers. D’après cela, on voit en particu- 
lier que, $1 un certain nombre des points d’intersection dont il s'a- 
git, appartenant à des cótés différens, étaient en ligne droite, 
les polaires qui leur correspondent, et qui appartiennent également à des 
sommets différens des polygones réciproques, se croiseraient en 
un méme point (58.). 

Ces exemples me semblent devoir suffr, en ce moment, pour 
montrer l'espèce de dépendance graphique qui lie entre elles la figure 
primitive et sa dérivée, lorsqu'on n'envisage que des systémes de points 
et de lignes droites situés dans un méme plan; et attendu que cette dé- 
pendance est réciproque de l’une à l'autre des deux figures, il nous est 
permis de les appeller polaires réciproques à l'égard de la section 
conique auxiliaire. : Les principes qui précédent rendent d'ailleurs trés 
faciles les moyens de multiplier indéfiniment le nombre de ces exemples 
et de se familiariser avec eux; c'est pourquoi je crois devoir aborder de 
suite le cas ou l'on a à considérer des lignes courbes quelconques. 


63. Soit une courbe quelconque sur le plan d'une section conique 
prise pour directrice des póles; d'aprés la loi de continuité, on pourra re- 
garder indifféremment cette courbe comme la limite de deux poly- 
gones inscrits ou circonscrits d'un nombre infini de cótés 
infiniment petits; appliquant donc à ces polygones les raisonnemens | 
établis ci-dessus (60.) pour un polygone quelconque fini, on aura à con- 
Sidérer une nouvelle courbe, limite commune des polygones polaires des 
proposés, et qui sera à la fois le lieu des póles des élémens ou 
des tangentes de la premiére, et l'enveloppe des polaires 
des points qui lui appartiennent. 


On pourra donc décrire, par deux procédés différens et faciles, la 


. courbe dont il s'agit, qu'on peut nommer la polaire réciproque de 


l'autre, puisque, en vertu de ce qui a été dit (60.) pour les simples poly- 
gones polaires, la courbe proposée doit, à son tour, être considérée à la 
fois, ou comme le lieu des póles des tangentes de celle dont il 
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s'agit, ou comme l'enveloppe des polaires des points qui lui 
appartiennent. 

D'ailleurs on arrive directement aux mêmes conséquences à l'aide 
du principe de l'art. 56., en observant que, si ,,un certain point se dé- 
place infiniment peu sur la premiere courbe, ou sur la tangente en ce 
point, sa polaire qui, par hypothése, est une tangente de l'autre, tendra 
à pivoter sur le point de contact de cette tangente; car, d'aprés le prin- 
cipe cité, ce point de contact est, à son tour, évidemment le pôle de Fe- 
lément ou de la tangente que l'on a considéré sur la premiére; c'est-à- 
dire que, si en un point quelconque de l'une des deux cour- 
bes, on méne une tangente à cette courbe, sa polaire tou- 
chera l'autre courbe en un point qui sera réciproquement 
le póle de cette tangente. 

Ainsi ces deux systémes de tangentes et de points de contact se- 
ront polaires réciproques lun de lautre, comme les courbes mé- 
mes dont ils font partie. 

64. .Supposons maintenant qu'on inscrive ou circonscrive 
un polygone quelconque à l'une de nos deux courbes, il est évident, d'a- 
prés ce qui précéde, que la polaire réciproque de ce polygone sera, au 
contraire, circonscrit ou inscrit à l'autre courbe; de telle sorte que 
les sommets inscrits se changeront en des cótés tangens ou cir- 
conscrits, polaires de ces sommets par rapport à la section conique 
auxilaire, tandis que les cordes ou cótés inscrits se changeront en 
des sommets d'angles ou de polygones circonscrits, et vice 
versa pour la seconde figure. Toutes les autres relations de réciprocité 
indiquées ci-dessus (60.) pour deux polygones polaires quelconques con- 
tinueront d'ailleurs de subsister entre les deux polygones, lun inscrit et 
lautre circonscrit aux deux courbes réciproques 

65. Pour développer encore plus ces considérations, concevons 
qu'on trace une droite ou transversale quelconque à travers l'une 
des deux courbes, elle la rencontrera, en général, en autant de 
points qu'il est marqué par son degré. Or (63.) chacun de ces 
points est le póle d'une certaine tangente de la courbe réciproque, et 
(58.) cetté tangente passe nécessairement par le póle de la transversale 
arbitraire; donc ‚le systeme de cette transversale et des points 
d'intersection qui lui appartiennent, sera remplacé, dans la [figure 
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réciproque, par le systeme d'un égal nombre de tangentes issues d'un 
méme point, póle de cette transversale." 

Ces deux systémes sont d’ailleurs réciproques; c'est-à-dire qu'à 
l'inverse: ,,Si, d'un méme point, on mene à l'une des courbes toutes les 
tangentes qui lui appartiennent, ce systéme aura pour polaire une droite 
rencontrant lautre courbe en un nombre de points, égal au degré de 
cette courbe et au nombre des tangentes dont il s'agit, qui en sont re- 
spectivement les polaires." 

. 66. Il suit delà, entre autres, que 

»Le degré de la polaire réciproque d'une courbe donnée 
est au plus égal au nombre qui exprime combien, d'un point 
arbitraire, on peut mener de tangentes à cette derniére 
courbe." 

Car, si l'on trace, à volonté, une droite ou transversale à travers 
cette polaire réciproque, le nombre de ses intersections avec elle sera 
marqué par celui des tangentes à la proposée qui passent par le póle de 
la. transversale. 

Mais on prouve aisément, à l'aide de la loi de continuité ou de 
toute autre maniére, que le nombre des tangentes qu'il est possible de 
mener à une courbe plane du degré m, par un point quelconque de son 
plan, est en général et au plus 7(m—1); donc aussi 

Une courbe de degré m a pour réciproque polaire, une 
courbe qui est en général et au plus du degré m(m—1). 

D'où il suit en particulier, que 

Toute ligne du second ordre a pour réciproque polaire 
une ligne qui est elle même de cet ordre. 

Sans nous arréter aux conséquences qu'on peut déduire de là pour 
les sections coniques, conséquences qui, pour la plupart, sont indiquées 
dans le Traité des propriétés projectives, nous ferons, sur ce 
qui précéde, plusieurs remarques essentielles, et que nous ne devons pas 
passer sous silence. 

67. Dabord il paroit évident que, quoique la polaire réciproque 
d'une courbe de degré m soit, en général, du degré mi; — 1), on ne 
peut cependant (65.) lui mener, d'un point pris arbitrairement sur son 
plan, que m tangentes, au plus, bien qu'il semble, en général que le 
nombre des tangentes possibles pour une courbe du degré 7: (m .— 1), soit 
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m (m —) [m (m — 1) — 1]; mais cela tient à ce que cette courbe est d'une 
espéce particuliöre parmi toutes celles du méme degré, et qu'une courbe 
du degré zn n'a pas toujours et nécessairement m(m—1) tangentes, réel- 
les ou imaginaires, passant par un point pris à volonté sur son plan. 

En effet, d'une part, il est visible que, si la courbe (77) que l'on 
considére, a un ou plusieurs points multiples, le nombre des tangentes 
véritables dont il s'agit sera nécessairement diminué, attendu que les 
droites qui joignent ce point multiple au point donné, quoiquayant deux 
ou plusieurs points communs avec la courbe et confondus en un seul, 
n'en sont pas moins, en général, des sécantes de cette courbe, qui 
d’ailleurs, ne sauroient être distinguées, sous certains rapports, des véri- 
tables tangentes, puisqu'elles remplissent exactement les mémes conditions. 

D'une autre part, en se reportant à nos deux polaires réciproques, 
dont l'une est du degré 7, on s'appercevra sans peine (63.), que tout 
point multiple de l'une a, pour polaire, une tangente commune 
à un nombre de branches de sa réciproque, marqué par l'ordre de 
multiplicité du point dont il sagit; et vice versa, qu'une telle tan- 
gente a pour póle un point multiple de l'ordre marqué par le nombre 
des points de contact de cette tangente; enfin on voit que ces points de 
contact sont les póles des tangentes au point multiple de la réciproque. 

Or une courbe plane quelconque du degré m a évidemment, en 
général, un certain nombre 7 de tangentes communes à deux 
de ses branches; donc la réciproque polaire aura pareillement ce 
méme nombre z de points doubles, et par conséquent, le nombre 
m(m—1)[m(m—1)—1] que nous avons trouvé pour exprimer celui 
des tangentes à cette polaire, qui passent par un point donné, devra étre 
diminué de 27. | 

En effet, il est aisé de s'assurer, par la loi de continuité, que la 
droite qui passe par un point double, doit étre considérée comme la réu- 
nion en une seule de deux tangentes de la courbe, c'est-à-dire qu’elle: 
fait doublement partie des M(M—-ı) tangentes que, d'un point quelcon- 
que, on peut en général mener à une courbe plane géométrique du de- | 
gré M. Elle diminueroit ce nombre de trois unités, si elle appartenoit 
à un point iriple, et en général de p unités, si elle appartenoit à un 
point multiple de l'ordre p; mais on voit, d'après ce qui précède, que de 
tels points singuliers ne peuvent exister que pour des courbes d'une espèce 
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tout à fait particulières, tandis que le contraire a lieu pour les points qui 
ne sont que doubles. 

68. Une conséquence de ce qui précede, c'est que la polaire réci- 
proque d'une courbe du degré 72 n'est pas toujours du degré mm — 1), 
comme on la avancé ci-dessus (66.); ce degré peut-être moindre si la 
proposée a des points multiples, car le nombre des tangentes véritables 
qu'on peut mener à (m) par un point quelconque de son plan, sera di- 
minué d'autant d'unités qu'il y a de branches distinctes passant à la fois 
par tous ces points multiples, et il devra en étre de méme du nombre 
m(m-—1) qui exprime, en général, le degré de la polaire réciproque de 
(m); le póle de toute droite qui passe simplement par un point multiple 
de cette derniére, ne faisant pas partie de la réciproque, et appartenant 
simplement à une tangente commune à plusieurs branches de cette ré- 
ciproque. 

Effectivement, d'aprés la remarque faite plus haut, une telle tan- 
gente est la polaire d'un. point multiple de la courbe (77), et un point 
quelconque de sa direction a nécessairement (56.) pour polaire une droite 
quelconque passant par ce point multiple, tandis que les seuls points de 
contact de cette tangente avec la réciproque de (77), sont les pôles des 
véritables tangentes du point multiple dont il s'agit; de sorte que, dans 
la recherche ci-dessus (65. 66.) des intersections d'une droite arbitraire 
et de la réciproque de la courbe (77), on ne doit pas tenir compte de 
celles relatives aux tangentes de (77) qui passent simplement par les di- 
vers points multiples, à moins qu'on ne veuille considérer les polaires 
de tels points singuliers comme faisant réellement partie de la récipro- 
que, par ce seul motif que leur differens points sont les póles d'une série 
de droites qui, sous certains rapports, peuvent être censées des tangentes 
de la courbe primitive (m). 

69. Les points d'inflexion, de rebroussement et les 
points conjugués donnent lieu à des remarques analogues. 

En effet, le point conjugué d'une courbe pouvant être consi- 
déré comme une branche isolée et infiniment petite de cette 
courbe, ou, plus généralement, comme l'intersection réelle de deux 
branches imaginaires de cette méme courbe, toutes les droites qui 
y passent doivent étre considérées comme de véritables tangentes dont 
les poles, par rapport à la section conique auxiliaire, sont situés sur une 


1. Poncelet, Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques. 15 


méme droite appartenant tout entiére à la polaire réciproque de la courbe 
proposée. Or la droite menée d'un point quelconque donné au point con- 
jugué, représentant au moins le systéme de deux tangentes issues de ce 
point et confondues en une seule, on voit que la polaire d'un point con- 
jugué ‘peut être envisagée comme le système de deux branches de la 
courbe réciproque, confondues en une seule et méme droite, Faisant donc 
abstraction de cette droite, on voit que le degré de la réciproque sera 
abaissé au moins de deux unités: il le seroit évidemment de quatre, 
81 le point conjugué étoit double ou représentoit deux branches de courbe 
devenues infiniment petites etc. 

70. Par un point de rebroussement du premier ou du se- 
cond genre, il passe également une infinité de tangentes; ainsi ce que 
nous venons de dire du point conjugué s'y applique directement; cepen- 
dant comme le point de rebroussement a, de plus, une tangente réelle- 
ment déterminée, renfermant deux élémens consécutifs et superposés de 
la courbe, la polaire réciproque de celle-ci aura un point singulier 
répondant au premier, et que la discussion, par rapport à la section coni- 
que auxiliaire, apprend étre un point d'inflexion, quand le rebrousse- 
ment est du premier genre ou que la tangente passe entre les 
branches, et un point de rebroussement du second genre, 
quand celui du proposé est de ce genre, ou que la tangente laisse d'un 
méme cóte les deux branches qui y passent. 

A Vinverse, un point d'inflexion a pour réciproque polaire, 
un point de rebroussement du premier genre; mais comme, 
d'aprés la loi de continuité, les droites qui passent par un tel point, ne 
sauroient plus étre prises pour des tangentes de la courbe proposée, la 
remarque précédente n'a plus lieu, à moins qu'on ne regarde la tangente 
en ce point comme faisant partie de la courbe, et en constituant une 
véritable branche. | 

71. Jajouterai une derniére remarque à toutes celles qui prece- 
dent, concernant les branches infinies et les asy mptotes des 
courbes qui sont polaires réciproques par rapport à une section conique 
donnée dans leur plan commun: c'est que les points à linfini de l'une 
de ces courbes ont pour polaires les tangentes de la réciproque, issue du 
centre de la section conique a»xiliaire, tandis que les asymptotes relati- 
ves à ces poiuts sont les polaires des points de contact de ces mémes 
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tangentes; de telle sorte, par exemple, que, quand l'une des deux cour- 
bes a une ou plusieurs branches paraboliques, c'est-à-dire dont les 
asymptotes sont entièrement à l'infini, sa réciproque a un méme nombre 
de branches passant par le centre de la section conique auxiliaire, le- 
quel est ainsi un point multiple. 

Ce qui précéde, offre, comme on voit, les moyens de discuter par- 
faitement le cours et les affections diverses que peut présenter la polaire 
réciproque d'une courbe quelconque continue, donnée sur le plan d'une 
section conique, choisie à volonté pour servir d'auxiliaire ou de direc- 
trice; bien plus, on est en état de découvrir le degré véritable de cette 
polaire réciproque dans chaque cas particulier, et de trouver méme, sans 
recourir à la description effective, la position des divers points singuliers 
et des asymptotes qui lui appartiennent, ou, plus généralement, la di- 
rection de ses branches infinies; sur quoi il est essentiel de remarquer 
que plusieurs des points à linfni de ces branches peuvent eux-mémes 
étre des points singuliers, tout comme cela arrive pour les points à di- 
stance donnée et finie. 

Pour se rendre compte de cette particularité, il suffit, en effet, 
de considérer un point singulier ordinaire et à distance donnée, d'une 
courbe quelconque, et de supposer ensuite qu'on mette la figure en pro- 
jection centrale ou perspective sur un plan paralléle à la projetante de 
ce point, c'est-à-dire de fagon que ce méme point passe à linfini dans 
la nouvelle figure. 

Ainsi il y a des points d'inflexion et de rebroussement, 
des points multiples et conjugués etc., à l'infini comme à di- 
stance donnée; ce qui, je crois, n'a pas encore été remarqué des géo- 
mètres, ou du moins n'a pas encore attiré leur attention autant que le 
sujet le mérite par lui- móme, 

72. Nous sommes maintenant en état de passer au cas où la 
figure contiendroit deux*ou un nombre quelconque de courbes situées sur 
le plan d'une section conique prise pour auxiliaire, et de découvrir ce 
qui se passe dans la polaire réciproque de cette figure; car, d'aprés ce 
qui a été dit art. 63., il paraitra évident que tout point d'intersec- 
tion, commun à deux des courbes de l'une des figures, a pour polaire, 
dans l'autre, une tangente commune aux réciproques de ces courbes; et 
vice versa, toute tangente commune à ces mémes courbes, a pour póle 
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lun des points de rencontre des courbes réciproques: ainsi le nombre des 
points de rencontre et des tangentes communes appartenant à 
lune des figures, est précisément égal à celui des tangentes commu- 
nes et des points de rencontre qui appartiennent à l'autre; de plus 
ces deux systémes ont entre eux les diverses relations examinées art. (59.) 
pour un systéme quelconque de points et de droites et son systéme polaire. 

Par exemple: les points de concours des tangentes com- 
munes de l'un des systémes, sont les póles des sécantes ou cordes 
communes de l'autre et vice versa; comme aussi les droites qui 
joignent, deux à deux, les points de concours dont il s'agit, ont pour 
pöles, dans lautre systeme, les points ou se coupent deux à deux 
les sécantes communes etc. 

73. Soient deux courbes, l'une du degré m et lautre du degré 
n-situées dans le plan commun d'une section conique prise pour direc- 
trice, leurs polaires réciproques seront, en général (66.), des degrés 
7n (m —), n(n—1), et, comme on sait, elles se rencontreront aussi en 
général et au plus, en zzn(m-——1)(n—1) points, auxquels correspon- 
dront, d'aprés ce qui précéde, un égal nombre de tangentes communes 
des courbes primitives; donc on a ce théoréme: 

Deux courbes géométriques, de degrés m etn, étant 
iracées sur un méme plan, le nombre des tangentes commu- 
nes à ces courbes est, en général et au plus, zn(m —1)(n — 1). 

Quant au nombre des tangentes communes aux polaires récipro- 
ques de ces courbes, il ne sauroit évidemment surpasser celui 772, qui 
appartient aux points mêmes de rencontre des courbes 2 et 2; sur quoi 
on pourroit faire des réflexions analogues à celles que nous avons rap- 
portées ci-dessus (67. et 68.) pour le cas où les tangentes partent d'un 
méme point. © 

Ajoutons, pour terminer, que l'orsque les courbes 7 et 7 ont un 
point de contact ou d'osculation d'un certain ordre, les polai- 
res réciproques de ces courbes en ont pareillement un de ce méme ordre, 
et qui correspond au premier; car p étant cet ordre, il en résulte que 
les courbes m et 7 ont p-]-1 tangentes consécutives communes 
confondues en une seule au point de contact, de sorte que les récipro- 
ques de ces courbes ont aussi p-+1 points consécutifs communs 


confondus en un seul au point correspondant; on voit en outre que, dans 
Crelle's Journal. IV. Bd. 1. Ift. 3 
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ce méme cas, le nombre des points communs distincts et des tangentes 
communes distinctes des courbes de l'un et de l'autre systéme, se trouve 
diminué de p unités. 


74. Je crois inutile d'examiner les diverses autres relations de 
situation qui peuvent exister entre le systéme des courbes primitives et 
de leurs réciproques; par exemple celles qui auroient lieu pour des tan- 
gentes et des points communs à l'infini, soit de simple con- 
tact, soit d'osculation etc.; j'en dirai tout autant de celles qui peuvent 
appartenir en commun au systéme d'un nombre quelconque de courbes 
situées dans un méme plan; ce qui a été dit du cas particulier d'une 
seule courbe, suffira toujours pour faire découvrir ces relations sans dif- 
ficulté, si l'on s'est bien pénétré de la théorie des polaires réciproques. 


Au surplus, les principes qui viennent d'étre exposés concernent 
proprement les relations descriptives des figures planes, et parmi ces re- 
lations, celles qui n'ont trait qu'au cours indéfini des lignes, sans égard 
à aucune mesure, à aucune grandeur déterminée ou constante, en un 
mot celles qui n'on trait qu'aux propriétés de situation des lignes 
et des points tracés dans un plan commun. Nous examinerons plus tard, 
ce qui arrive pour les relations qui, au cóntraire, ne concernent unique- 
ment que les rapports de grandeur, que nous avons nommés mé- 
triques; et, quant aux applications de ces mémes théories, nous ren- 
verrons au Traité des propriétés projectives qui en offre de nom- 
breux exemples relatifs aux systémes de sections coniques et.de lignes 
droites. Nous ne saurions revenir ici sur ces applications particuliéres 
sans faire un double emploi, d'autant plus qu'elles se présentent comme 
d’elles-mémes, et ne donnent lieu à aucune observation, nouvelle, à au- 
cune difficulté particulière. C'est pourquoi nous allons, de suite, passer 
au cas où les figures que l'on. considère sont situées d'une manière quel- 
conque dans l'espace. | 


Des figures polaires réciproques dans l’espace. 


| 75.. La théorie des polaires réciproques, dans lespace, offre la 
plus grande analogie avec celle qui concerne les figures simplement tra- 
cées dans un plan; elle n'en est même, comme on va le voir, qu'une ex- 
tension facile. . 
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Soit, en effet, une surface du second ordre quelconque, et un point 
pris arbitrairement pour pöle des rayons vecteurs, ou d'une suite de 
transversales rectilignes rencontrant respectivement la surface en deux 
points; le raisonnement déjà mis en usage (55.) pour les courbes du se- 
cond ordre, prouvera encore que le lieu des centres de moyennes 
harmoniques des différens couples de points d'intersection, par rapport 
au póle considéré comme origine commune des segmens, sera du pre- 
mier dégré ou une surface plane, On arriveroit d'ailleurs à la même 
conséquence en considérant ce qui se passe dans les différens plans me- 
nés par le póle des transversales, et en observant que les polaires (55.) 
qui répondent respectivement aux différentes courbes d'intersection de ces 
plans et de la surface proposée, doivent nécessairement. s'entre- couper 
deux à deux, et étre ainsi comprises dans un méme plan, qu'on peut 
nommer indifféremment le plan des moyennes harmoniques, le 
plan polaire relatif au póle considéré en particulier. | 

Il est évident d'ailleurs que le plan polaire, quand il rencontre la 
surface proposée, ou que le pôle est au dehors de cette surface, contient 
les différens points de contact de celle-ci avec les tangentes issues du 
pole; c'est-à-dire que, dans tous les cas, il est le plan de contact, 
réel ou idéal, de la surface conique circonscrite à la proposée, et qui 
a son sommet au póle. 

Enfin on voit que, quand le pôle d'un plan s'éloigne à l'infini, ce 
plan passe par le centre de la surface auxiliaire, ou devient un plan 
diamétral conjugué à la direction du diamétre qui contient le póle; 
comme aussi, quand le plan polaire passe tout entier à l'infini, le pôle 
devient le centre méme de la surface auxiliaire, et vice versa. 

76. Considerons à présent trois points arbitrairement situés par 
rapport à une surface du second ordre quelconque, les trois plans polai- 
res qui leur correspondent respectivement dans la surface, iront se cou- 
per en un méme point, et les cordes de la surface, qui appartiennent 
aux trois droites joignant ce point à chacun des proposés, seront (95.) 
divisées harmoniquement par le couple des deux points dont il s'agit; le 
point d'intersection des plans polaires de nos trois points proposés, a donc 
lui-même pour polaire un plan qui passe par ces trois points; d'ou ré- 
sulte ce principe entièrement analogue à celui qui a été établi (56.) pour 


le cas particulier des sections coniques, et qui, comme lui, est fondamental: 
3* 
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Si un certain point est situé sur un plan quelconque, 
le plan polaire de ce point, par rapport à une surface du se- 
cond ordre quelconque, passera nécessairement par le póle 
de ce plan, et vice versa; de sorte que ces deux systémes 


seront polaires réciprogues à légard de la surface auxi- 
liaire du second ordre. 


Il suit de là aussi quun nombre quelconque de plans pas- 
sant par un méme point, a pour réciproque polaire un nom- 
bre pareil de points ou póles situés dans un méme plan; et 
vice versa, un nombre quelconque de points situés dans un 
méme plan, a pour polaire réciproque un systeme pareil de 
plans passant par un méme point. 


77. Considérons maintenant une droite quelconque dans l'espace, 
et prenons arbitrairement deux points sur sa direction; les plans polai- 
res de ces points se rencontreront suivant une nouvelle droite, qui sera 
évidemment telle que tout point de la direction aura récipro- 
quement pour plan polaire un plan passant par la premiere; 
car le point dont il s'agit, appartenant à la fois aux deux premiers plans, 
son plan polaire, d'aprés ce qui précéde, doit renfermer aussi les pöles de 
ces plans, c'est-à- dire les deux points pris à volonté sur la droite donnée. 


La réciproque de cette proposition est également vraie; c'est-à- 
dire que tout plan passant par la droite donnée a, pour póle, 
un point de l'autre droite; car un tel plan renferme les deux points 
ci-dessus pris à volonté sur la droite proposée, et par conséquent son 
póle doit appartenir à la fois (76.) aux plans polaires de ces deux points 
ou à la droite de leur intersection commune; de plus, si l'on applique à 
cette seconde droite les raisonnemens qu'on vient d'établir sur la pre- 
mitre, il sera facile de prouver qu'elles jouissent entièrement des mé- 
mes propriétés réciproques à l'égard de la surface du second ordre auxi- 


. . ^ . . f 
laire; on peut donc dire qu'elles sont polaires réciproques et Enon- 
cer ce théoróme: 


La droite, polaire réciproque d'une droite à l'égard 
d'une surface du second ordre, est à la fois le lieu des póles 


des différens plans qui passent par la premiére, et l'inter- 
section commune des plans polaires des différens points de 
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cette premiére; de sorte que ces propriétés sont réciproques entre les 
deux droites dont il s'agit. 

78. Ajoutons comme chose évidente d’après ce qui précède, que, si 
par l'une quelconque de ces droites, on méne, dans la surface auxiliaire, 
une suite de plans sécans, ils rencontreront l'autre droite en des points 
qui seront respectivement, pour les courbes d'intersection, les póles de la 
premiére. On voit encore que, si l'on joint par une nouvelle droite, deux 
quelconques des points de celles là, sa direction ira rencontrer .la surface 
auxiliaire en deux autres points qui la diviseront harmoniquement 
ou en seg mens proportionnels; de sorte que, en supposant l'une 
quelconque de ces droites à l'infini, dans une direction donnée par 
un plan, sa polaire deviendra un diamétre de la surface auxiliaire, 
et vice versa. | 

Enfin, si l’on considère deux ou un nombre quelconque 
de droites passant par un même point, leurs polaires réci- 
proques seront (77.) situées dans le plan polaire unique de 
ce point, et, à l'inverse, si un nombre quelconque de droites 
sont situées dans un seul et méme plan, leurs polaires réci- 
proques passeront par un point unique, póle de ce plan. 

79. En remarquant que la réciproque polaire d'une droite n'est 
autre chose que la direction indéfinie de la sécante, réelle ou idéale, qui, 
sur la surface du second ordre, renferme les points de contact des plans 
tangens issus de cette même droite, on déduira aisément de ce qui pré- 
céde, les différens théorémes établis d'abord par Monge, Livet, Brian- 
chon et Chasles, sur les droites polaires ou conjuguées. | 

Mon objet n'est point d'ailleurs d'examiner les conséquences par- 
ticuliéres qu'on peut déduire de là pour les surfaces du second degré, con- 
séquences qui ont été également exposées par les geométres cités, dans 
les Recueils de l'Ecole polytechnique; je me contenterai seule- 
ment de remarquer que les considérations précédentes sont basées sur la 
définition la plus générale des lignes et des surfaces du second ordre, et 
qu'elles offrent la plus grande analogie avec. celles qui ont été exposées à 
la fin du Mémoire précédent, relativement aux centres et aux axes 
de moyennes harmoniques des figures rectilignes et polyédrales. 

80. ‘Après ce qui vient d’être dit sur les polaires réciproques du 
point, du plan et de la droite, il ne sera pas difficile de découvrir les di- 
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verses relations graphiques ou descriptives qui peuvent avoir lieu entre 
une figure, composée des manières quelconques des mêmes objets, et celle 
qui en est la polaire réciproque par rapport à une surface du se- 
cond ordre, prise à volonté pour directrice. Cette discussion étant d'ail- 
leurs entiérement analogue à celle que nous avons établie pour les figu- 
res planes, nous nous bornerons à quelques exemples généraux, relatifs 
aux polygones et aux polyédres, en les choisissant de préférence parmi 
ceux qui peuvent nous servir à passer immédiatement aux relations de 
réciprocité qui concernent les courbes et les surfaces à double courbure, 
considérées comme limites de polygones et des polyédres qui leurs sont 
inscrits ou circonscrits respectivement. 

81. Soit d'abord un polygone rectiligne et gauche situé 
d'une maniére quelconque dans l'espace, il y aura, dans ce polygone, 
plusieurs choses distinctes à considérer, telles que les sommets, les có- 
tés, lés angles aux sommets et les plans comprenant ces angles re- 
spectifs, qu'on peut nommer plans aux sommets ou au périmétre. 
Supposons qu'on prolonge indéfiniment les cótés de ce polygone, on 
pourra les considérer comme les arétes d'une sorte de surface compo- 
sée de faces planes angulaires et que nous nommerons, pour abréger, 
polyédre angulaire ou indéfini. A son tour, le polygone proposé 
pourra étre envisagé comme résultant de l'intersection mutuelle des aré- 
Les consécutives de ce polyédre. 

Cela posé, si nous appliquons à ce systeme les considérations of- 
fertes par la théorie des polaires réciproques, deux arêtes ou côtés 
consécutifs quelconques auront pour polaires (78.) deux droites situées 
dans le plan polaire du sommet appartenant à ces cótés, et qui se ren- 
contrerent ainsi en un point, à son tour póle du plan qui contient ces 
mémes arétes ou cótés. La suite des droites pareilles formera, par ses 
intersections successives, un nouveau polygone gauche, et celle des 
plans qui leur appartiennent formera un nouveau polyédre indéfini, 
ayant ces droites pour arêtes; polygone et polyédre qu'on pourra nom- 
mer les polaires réciproques des premiers à l'égard de la surface 


auxiliaire du second degré, attendu les relations de réciprocité qui les 
lie entr'eux d'aprés ce qui précéde. 


Remarquons d'ailleurs que, quand Yun des polygones est tout en-^ 
tier compris dans un plan, et que sa surface polyédre sévanouit en 


# 
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quelque façon, l’autre se réduit à un point (78.) pôle de ce plan; de 
sorte que la surface polyédre réciproque se change en un véritable angle 
solide, ayant ce méme point pour sommet, et dont les faces ont réci- 
proquement pour póles les sommets du polygone plan proposé. 

82. Si, revenant au cas général de deux polygones gauches quel- 
conques polaires à l'égard d'une surface du second ordre donnée, nous 
passons aux courbes à double courbure, limites de l'un et de l'au- 
tre de ces polygones, de méme que nous l'avons fait (63.) dans le cas 
du plan, il résultera de ce qui précéde, que ces deux courbes jouissent 
entre-elles de cette propriété, que les tangentes de l'une sont les 
polaires de celles de l'autre, tandis que les points de la pre- 
miére sont les póles des plans osculeteurs de la seconde, et 
vice versa. 

Mais, d'aprés ce qui vient d'étre observé pour les simples poly- 
gones, il existe, dans le cas de l'espace, une autre considération essen- 
tielle qui n'a pas lieu dans le cas du plan, c'est que la suite des tangen- 
tes à une courbe à double courbure et dont elle peut étre censée linter- 
section continuelle, forme une véritable surface développable ayant 
cette courbe pour aréte de rebroussement, et pour plans tangens 
les différens plans osculateurs de cette méme courbe. Il en résulte, 
en effet, que l'enveloppe des plans polaires des différens points d'une 
courbe à double courbure n'est pas simplement la polaire de cette courbe, 
mais le systéme complet des tangentes à cette polaire, c'est-à-dire la 
développable osculatrice qui lui appartient: or cette propriété est 
réciproque entre les deux courbes dont il s'agit et leurs développables 
osculatrices. 

Quant aux différens plans tangens à l’une de nos deux cour- 
bes, et il en existe une infinité passant par un même point ou une même 
tangente de cette courbe, ils ont évidemment pour pôles (77.) les diffé- 
rens points de la développable réciproque, appartenant a l'aréte poe de 
la tangente dont il s'agit. 

83. Concluons de tout ce qui précède, qu'une courbe à double 
courbure et sa développable osculatrice étant données dans l'espace, ou, ce 
qui est aussi général et revient au méme, une surface développable et 
son aréte de rebroussement étant données, il correspondra à ce systeme 
un autre systeme pareil composé également d'une developpable et de son 
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aréte de rebroussement, systeme qu'on pourra nommer le réciproque 
polaire du premier, par rapport à la surface du second ordre prise pour 
auxiliaire, et dont les propriétés seront telles qu'il suit: ,,1) les droites 
génératrices de l'une des développables seront les réciproques polaires de _ 
celles de l'autre; 2) les plans tangens de l'une des développables, ou les 
plans osculateurs de son aréte de rebroussement, seront les polaires des 
différens points de Varéte de rebroussement de l’autre; et vice versa 
les points de son aréte de rebroussement seront les póles des plans tan- 
gens de la développable réciproque ou des plans osculateurs de laréte de 
rebroussement de cette développable; 3) tout plan passant par une géné- 
ratrice de l'une des développables, c'est-à-dire par une tangente à son 
aréte de rebroussement, aura pour póle un point de la développable de 
lautre systéme; et vice versa un point quelconque de lune des sur- 
faces développables aura pour plan polaire un plan passant par une gé- 
nératrice de l'autre, c'est-à-dire quil sera simplement tangent à leréte 
de rebroussement de cette surface etc." Il convient d'ajouter à tout ce- 
ci que, quand l'une des courbes que l'on considére est plane, auquel cas 
la développable osculatrice est elle-méme comprise. toute entiére dans 
le plan qui lui appartient, la courbe de lautre systeme se réduit sim- 
plement à un point (81.) póle du plan dont il s'agit; de sorte que la dé- 
veloppable correspondante est alors une véritable surface conique. 

84. Proposons nous maintenant de rechercher directement le de- 
gré de la développable réciproque d'une courbe à double courbure donnée, 
aussi bien que celui de laréte de rebroussement de cette développable. 
Soit, à cet effet, 7z le degré de la courbe donnée, et appelons z celui de 
sa développable osculatrice, nous verrons bientôt qu'il existe une relation 
nécessaire entre les nombres 77 et 7, 

Cela posé, le degré de la développable réciproque de la courbe (m) . 
sera évidemment égal au nombre de points d'intersection d'une droite ar- 
bitraire avec cette développable: or d'aprés ce qui précéde, cette droite 
a pour polaire réciproque dans le systéme proposé, une autre droite, et 
les plans polaires des points d'intersection qui s'y trouvent sont des plans 
passant (77.) par cette droite réciproque, et touchant (83.) simplement 
la courbe. D'un autre côté, par une droite donnée à volonté dans l'es- 
pace, on ne peut mener, en général et au plus, que m (m —ı) plans tan- 
gens à une courbe de degré 77, puisque si l'on fait la projection ortho- 
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gonale de la figure sur un plan perpendiculaire à la droite, la question 
revient à demander (66.) le nombre des tangentes à la projection de la 
courbe, qui passent par le point unique de projection de la droite, et que 
le degré de cette courbe n'a pas cessé d’être 7. Donc enfin le degré de 
la développable réciproque d'une courbe de degré m est, en général et 
au plus, 72 (um — 1). 

Quant à l'aréte de rebroussement de cette développable, son degré 
est marqué par le nombre des points suivant lesquels elle est rencontrée 
par un plan arbitraire; or ce plan a pour póle, dans le systéme primi- 
tf, un point quelconque et ses intersections ont pour réciproques des plans 
passant par ce point, et touchant (83.) la développable (7) de (77). Mais 
le nombre des plans tangens que, d'un point quelconque donné, on peut, 
en général, mener à une développable de degré 2, est égal au nombre 
des tangentes qui répondent à ce point et à une section plane quelconque 
faite par ce méme point dans la surface, section qui est également du 
degré 7; done le nombre des plans tangens dont il s'agit, et par consé- 
quent le degré cherché de laréte de rebroussement de la développable 
réciproque est 7(n—1). Ab 

85. Nous avons dit quil existe une relation nécessaire entre les 
nombres 77 et 2, qui expriment les degrés respectifs d'une courbe à double 
courbure et de la développable osculatrice, ou, ce qui revient au même, 
de l'aréte de rebroussement d'une surface développable et de cette surface 
elle- méme. Pour la découvrir, cherchons en combien de points une 
droite arbitraire rencontre la surface dont il s’agit, lorsque le degré de 
son aréte de rebroussement est m; à chaque point pareil répondra une 
génératrice de la surface, tangente à la courbe (77) de sorte que le plan 
qui la renferme ainsi que la transversale arbitraire, sera lui-même tan- 
gent à cette courbe: le nombre des points d'intersection cherché sera 
donc égal à celui des plans tangens qu'on peut mener à la courbe (77), 
par la droite dont il s'agit; or nous avons fait voir ci-dessus que ce 
dernier est, en général, z7(7z: — 1); donc tel est aussi, en général et au 
plus, le degré 7 de la développable osculatrice de la courbe (m). 

Il suit de là évidemment que, dans la seconde des questions ci- 
dessus, il faudra remplacer le nombre z par celui zz(z—1) que nous ve- 
nons de trouver, ce qui donneroit pour le degré de l'aréte de rebroussement, 
polaire réciproque de la développable (7) de (m), (m—1) [m (7m —1) —41]. 

Crelle's Journal. IV. Bd, 1. Uft. 4 
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Mais cette premiere limite peut-étre diminuée, quoique les raisonnemens 
que nous avons établis, pour le cas ou 7 est immédiatement donné sans 
que l'on connaisse 77, soient en eux mêmes trés rigoureux et trés con- 
cluans dans ce cas général; en effet, la connoissance du degré m de Va- 
réte de rebroussement permet de modifier ainsi ces premiers raison- 
nemens. 

86. Le degré de laréte de rebroussément polaire réciproque de 
la développable (7) est égal, comme on l'a vu (84.), au nombre qui ex- 
prime combien, d'un point donné arbitrairement, on peut mener de plans 
tangens à cette développable (2), ou de plans osculateurs à l'aréte de re- 
broussement (77) de cette développable. Or le systéme de tous les points 
de contact de ces plans tangens avec la développable (4). est lui-même 
sur une autre développable de degré 2— 1 *), laquelle rencontre bien la 
développable (2) en n(z— 1) génératrices en général, mais ne rencontre 
laréte de rebroussement (2), quen 7:(2— 1) points au plus, dont les 
plans osculateurs remplissent seuls complétement les conditions de la ques- 
tion; donc z1(n —1) — m[m(m—1)—1] est, en général, le degré de 
l'aréte de rebroussement, polaire réciproque de la surface (2) ou 72 (7n —1). 

Nous pourrions faire, sur ces derniéres considérations et en géné- 
ral sur toutes celles qui précédent, relatives aux degrés des courbes et 
des surfaces, des réflexions analogues à celles que nous avons présentées 
dans les No. 67., 68. et suivans, sur les simples courbes planes et leurs 
réciproques; mais elles se présentent d'une maniére trop facile, et elles 
nous écarteroient trop de notre sujet pour qu’il soit convenable de nous 
y arréter. | 

87. Pour terminer ce que nous avions à dire sur les courbes à 
double courbure et les surfaces développables, nous remarquerons qu'une 
telle courbe n'a jamais qu'une seule développable osculatrice, mais quil 
en est une infinité qui lui sont simplement tangentes, c'est-à-dire dont 
les élémens plans la touchent en chaque point de son périmétre, de la 
méme maniére qu'une surface développable quelconque n'a qu'une aréte 
de rebroussement unique, composée d'ailleurs d'une ou de plusieurs bran- 
ches distinctes et pour laquelle les plans tangens de la surface sont des 


*) Cette proposition qu'on démontre aisément par l'analyse algébrique, sera établie directe- 


ment dans la suite de ces recherches, relative aux propriétés générales des courbes et des surfaces 
géométriques. | 





1. Poncelet, Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques. : 27 


plans osculateurs, tandis que cette méme surface renferme une infinité 
d'autres courbes à double courbure simplement touchées en chaque point 
par les plans tangens de la surface. 

Or si l'on considére ce qui se passe par rapport à une surface du 
second ordre prise pour auxiliaire, il sera aisé de reconnoitre (83.), qu'une 
surface développable (7) étant circonscrite à une courbe à double cour- 
bure quelconque (77), ou, ce qui est la méme chose, passant par cette 
courbe, la suite des pöles des plans tangens à cette surface sera une 
courbe à double courbure (p) située elle- méme sur la développable, en- 
veloppe des plans polaires des points de la courbe proposée (77); si donc, 
‚pour fixer entièrement la position de la surface developpable (7), on l'as- 
sujettit à passer par une seconde courbe à double courbure donnée (7°), 
la courbe (p) qui est la polaire réciproque de cette surface dans l'autre 
. systeme, ou le lieu des póles de ses plans tangens, sera à la fois sur la 
développable réciproque de la premiére (77) des deux courbes proposées, 
et sur la développable réciproque de la seconde (77‘) de ces courbes, c'est- 
à-dire qu'elle sera à l'untersection commune de ces développables. 
Mais, d'aprés ce que nous avons vu ci-dessus (84.), le degré de ces dé- 
veloppables est en général m(m—ı), m'(m'— 1), m et m’ étant ceux des 
courbes proposées; done mm’(m—ı)(m’—ı) est aussi celui de Tinter- 
section dont il s'agit; dou l'on conclut réciproquement (84.) que le de- 
gré dela développable circonscrite à nos deux courbes (7) 
et (7^, est, en gén éral, mm‘ (m — 1) (m'— 1) [mm'(m—1) (m'—1) —1] 
bien qu'on ne puisse lui mener, au plus, que 77m‘ (m — 1) (/n'—1) plans 
tangens d'un point quelconque donné. 

88. Il seroit inutile de nous appesantir d'avantage sur ces appli- 
cations particulières, relatives aux surfaces développables et aux courbes 
à double courbure; les principes et les exemples généraux qui précèdent 
doivent suffire pour montrer comment on doit sy prendre dans chaque 
cas; en Conséquence, nous allons passer immédiatement à Ce qui con- 
cerne les surfaces quelconques; mais auparavant nous devons dire quel- 
ques mots touchant les figures polyédrales, dont ces surfaces peuvent 
être regardées comme les limites. 

Considérons donc un polyèdre quelconque dans l’espace, et pre- 
nons à volonté une surface du second ordre pour auxiliaire; d'après ce 


qui a été établi, art. 76. et suivans, il est clair que la figure polaire de 
4* 
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ce polyédre sera elle-même un autre polyédre, dont les sommets, les 
faces et les arétes seront respectivement les polaires réciproques des 
faces, des sommets et des arétes du proposé; de telle sorte, par 
exemple, que les sommets de l'un seront les póles des faces de l'autre 
et vice versa; ainsi l'on peut dire de ces polyèdres qu'ils sont polai- 
res réciproques l'un de l’autre. 

Considérons entre-autres un hexaëdre ordinaire quelconque, 
composé, comme on sait, de six faces et de huit sommets, son polaire 
réciproque aura donc, au contraire, six sommets et huit faces, de sorte: 
que ce sera un octaëdre à faces triangulaires; car le nombre des 
sommets appartenans à chaque face sera égal au nombre des faces ap- 
partenant à chaque sommet de l'hexaédre, c'est-à-dire trois. En géné- 
ral on voit que les angles solides de l'un des polyédres seront toujours 
(81.) remplacés pas des polygones, plans de lautre, contenant le méme 
nombre d'arétes que ces angles et autant de sommets qu'ls;ont de fa- 
ces planes. 

89. On peut déduire de là plusieurs rapprochemens curieux entre 
les polyédres de diverses espéces, et qu'il serait peut-étre moins facile 
de saisir de toute autre maniére: ainsi par exemple, un polyédre d'une 
espéce quelconque étant donné, on peut toujours-construire un autre po- 
lyédre ayant autant de faces que le premier a de sommets, et autant de 
sommets que le premier a de faces; de telle sorte que ses angles solides 
seront de méme espéce que les polygones, plans du premier et vice 
versa. Enfin on voit que deux polyédres réciproques sont toujours tels 
que le nombre de leurs arétes est le méme de part et d'autre; mais 
nous ne saurions nous aréter ici d'avantage à ces corollaires particuliers 
de la théorie des polaires réciproques. 

90. Pour completer ce que nous venons de dire sur les polyé- . 
dres polaires, nous ferons observer que la droite ou diagonale qui ap- 
partent à deux sommets quelconques de l'un d'eux, a pour réciproque la 
droite d'intersection des deux faces qui ont pour póles ces mémes 
sommets et vice versa; qu'en suite toute droite qui rencontre 
les faces de l'un des polyédres ou leurs prolongemens, a pour po- 
laire réciproque une autre droite (77), intersection commune de 
plans passant par les sommets de l’autre polyédre et qui ont pour 
pöles respectifs les intersections de la premiere; qu'enfin tout plan ren- 
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contrant les arétes de l'un des polyédres a pour réciproque (76.) le 
point d'intersection commune de plans passant par les aré- 
tes de l'autre polyédre. | ; 

91. En passant de ce qui précéde aux surfaces, comme on Fa 
fait pour les simples.polygones et les courbes, on en conclura que, 

Une surface quelconque étant donnée et une surface 
du second ordre étant prise à volonté pour auxiliaire, ıl 
existe toujours une autre surface, polaire réciproque de la 
premiére, et qui est à la fois le lieu des póles de ses plans 
tangens et l'enveloppe des plans polaires des différens 
points qui lui appartiennent. 

Cette propriété est d'ailleurs réciproque entre les deux surfaces, 
c'est-à-dire que, 

Si, en un point quelconque de l'une des surfaces, on 
méne le plan tangent correspondant, le plan polaire de ce 
point touchera l'autre surface en un point qui sera récipro- 
quement le póle de ce plan tangent. 

D'aprés cela, on prouve aisément encore (77. que toute tan- 
gente en un point de l'une des surfaces, a, pour polaire, une 
tangente à l'autre surface, en un point dont le plan tan- 
gent a réciproquement pour póle le point de contact de la 
premiére. | 

92. Il est presqu'inutile de dire que tout polyédre inscrit à l'une 
des deux surfaces a pour réciproque un polyédre circonscrit à l'autre et 
vice versa. Quant aux polygones inscrits ou circonscrits, ils offrent des 
circonstances particuliéres que nous aurons occasion d'examiner plus loin. 

Remarquons d'ailleurs que, quand l'une des surfaces est suscepti- 
ble d’être engendrée en général par une droite mobile, c'est-à-dire l'ors- 
que c'est une surface réglée quelconque et non développable, l'autre 
en est nécessairement une aussi (77.); or il est aisé de prouver que 
la réciprocité observée ci-dessus pour les surfaces polaires en général, 
aura encore lieu dans le cas actuel, c'est-à-dire que chacune de ces 
surfaces sera à la fois l'enveloppe des plans polaires des points de l’au- 
tre, et le lieu des póles des plans tangens à cette autre. 

Au contraire, quand les génératrices de la surface proposée se 
rencontrent consécutivement, ou que cette surface est développable, les 
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choses. se passent tout différemment et la Teig na plus lieu, 
comme on en a déjà pu juger d'aprés ce qui a été dit (82.) à l'occasion 
‘des courbes à double courbure, Car, tandis que le lieu des pôles des 
plans tangens à une surface développable est simplement une courbe 
à double courbure, l'enveloppe des plans polaires de ses dif- 
férens points, est, au contraire, une véritable surface dévelop- 
pable comme la proposée, et qui est osculatrice de cette courbe; cir- 
constances qui semblent tenir (82.) à ce que, sous certains rapports, il 
est comme impossible de distinguer une courbe à double courbure de sa 
développable osculatrice, ou, ce qui revient au même, une développable 
de son aréte de rebroussement. 

Revenons au cas général des surfaces quelconques à double courbure. 

93. Supposons que, dans la vue de découvrir le degré de la sur- 
face réciproque polaire d'une surface de degré 7 donnée dans l'espace, 
on considére une droite transversale arbitraire de cette réciproque; cha- 
cun des points d'intersection de cette droite aura pour réciproque (91.) 
un plan tangent à la surface (m) passant (77.) par la droite polaire de 
celle dont il s'agit; donc le degré de la polaire réciproque d'une surface — 
(m) est égal à celui qui exprime combien, d'une droite donnée à volonté 
dans lespace, on peut mener de plans tangens à cette surface (77). | 

Pour découvrir ce dernier nombre, nous supposerons que, de deux . 
points quelconques de la droite proposée, on méne deux cónes enveloppes 
de la surface (77), les courbes de contact de ces cónes se couperont en 
des points qui seront évidemment ceux des points de contact des plans 
tangens demandés, et leur nombre sera précisément égal à celui de ces 
plans; mais on démontre que la courbe de contact d'un cône circonscrit 
à une surface du degré m, est sur une autre surface du degré m—1, 
quoique ce cône soit lui-même du degré m(m—1); donc les points de 
contact des plans tangens ci-dessus sont à lintersection commune de la 
surface (mn) et de deux autres surfaces du degré 7;—1, donc leur nom- 
bre ou celui des plans tangens est, en général et au plus m(m—1)*; et 
par conséquent: 

La polaire réciproque d'une surface de degré 7, est, 
en général et au plus, du degré m(m—1). | 

C'est évidement aussi, en général, le degré de toute section plane 
faite dans cette surface polaire. 


” 
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94, On remarquera que tout cöne circonscrit à l'une de nos 
deux surfaces, a. pour polaire réciproque (83.) une section plane de 
lautre, et vice versa; mais toute section plane faite dans une’ surface 
de degré m, est elle-même du degré m; donc (84.) tout cône, enveloppe 
de la polaire réciproque de (77), est du degré m(m—-ı) seulement, bien 
que le degré de cette surface polaire soit, en général, z1(m — 1), d’après 
ce qui précéde. Supposons, par exemple, 77 — 2, on aura à la fois 
m (m — 1y == 29 et m(m—1)=2, c'est-à-dire que 

La polaire réciproque d'une surface du second degré 
est elle-méme du second degré, et que toute surface coni- 
que circonscrite à cette polaire est pareillement de ce 
degré. 

En se rappelant (75.) que le pöle et le plan polaire dune 
surface du second degré, ne sont autre chose que le sommet et le plan 
de contact d'une surface conique quelconque circonscrite à ‘cette même 
surface, on concluera en particulier, de ce qui précéde, qu'un pareil sy- 
steme a pour polaire à légard de la surface auxiliaire, un nouveau 
point et un nouveau plan qui ont entr'eux la méme corrélation par 
rapport à la surface du second degré réciproque de la proposée. 

95. Considerons maintenant un polygone gauche quelcon- 
que inscrit à lune (77) de nos deux surfaces réciproques (m) et (7), 
il est évident (81.) que son réciproque polaire sera lui-méme un autre 
polygone dont les différens angles aux sommets seront simplement com- 
pris dans des plans tangens (91.) à la seconde (77°) de ces surfaces, for- 
mant ainsi un polyédre indéfini (80) circonscrit à cette surface 
suivant des points qui seront les póles respectifs des plans tangens aux 
sommets du premier polygone. Or les intersections consécutives de ces 
derniers plans tangens donnent lieu a un autre solide indéfini circonscrit 
à la surface (75), et ayant, à son tour, pour réciproque le polygone formé 
par les points de contact déterminés sur (77), pris pour sommets suc- 
cessifs de ce polygone; donc ces deux polygones inscrits, sans étre ré- 
ciproques polaires, sont néanmoins tels que les cótés de l'un sont les po- 
laires des arétes du solide indéfini circonscrit aux sommets de l'autre, 
et que ses sommets sont les póles des faces planes de ce méme solide. 

Les choses se passent d'une manière différente pour le cas où l'on 
considère un polygone circonscrit à l'une (#7) des surfaces: car son réci- 
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proque est évidemment (91.) lui-même circonscrit à l'autre (m^), et ses 
angles ne sont plus compris dans des plans tangens à cette autre sur- 
face: On appercevra encore mieux la différence qui existe entre les 
deux cas, en supposant qu'on inscrive aux surfaces (m) et (m^), les poly- 
gones qui ont pour sommets les points de contact des cótés des premiers; 
car les polyédres circonscrits qui leur appartiennent, renfermeront sim- 
plement sur leurs surfaces, les contours des polygones circonscrits dont 
il s'agit, de telle sorte que les sommets de ceux-ci seront situés sur les 
arétes respectives de ceux là. 

96. Passant donc au cas ou les polygones inscrits ou circonscrits 
aux surfaces proposées deviennent des courbes véritables qui se con- 
fondent en une seule pour chaque surface, les polyédres circonscrits de- 
viendront des surfaces développables elles-mêmes circonscrites 
aux proposées suivant ces courbes, et dont chacune sera 
l'enveloppe des plans polaires des points de la courbe de 
contact de l'autre; les arétes de rebroussement de ces dévelop- 
pables restant d'ailleurs distinctes de leurs courbes de contact, 
puisque les osculatrices développables de celles-ci, polaires réciproques 
(83.) de ces arétes, sont supposées quelconques à l'égard des surfaces pro- 
posées. Quant aux degrés des développables et des courbes de contact 
de la figure réciproque, il se détermineroient aisément par des moyens 
analogues à ceux qui ont été mis en usage précédemment. 

Enfin nous croyons devoir ajouter que, d'aprés les considérations 
précédentes et d'aprés la définition des tangentes conjuguées des 
surfaces, donnée par Mr. Dupin (Développemens de géométrie, 
page 41. et suiv.) le systeme de deux pareilles tangentes d'une surface a 
pour polaire, un autre systéme de deux tangentes conjuguées de 
la réciproque de cette surface. 

97. Nous pourrions encore ici reproduire, sur les dépendances 
graphiques qui lient entre elles les surfaces polaires, des réfléxions et des 
remarques analogues à celles que nous avons établies (167: et suiv.) pour 
les simples courbes tracées dans un plan; car les surfaces présentent, 
aussi bien que les courbes, des modifications de forme tout à fait parti- 
culiéres dans certaines régions de leurs cours. Ainsi non seulement elles 
ont des points multiples et conjugués, des points de rebrous- 
sement et d'inflexion; mais elles ont aussi des lignes tout entieres, 
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soit conjuguées, soit multiples, qu'on nomme aussi de striction, 
enfin. des lignes d'inflexion et de rebroussement etc.; or ces 
lignes et ces points singuliers donnent lieu à des considérations impor- 
tantes et qu'il ne faut pas négliger dans la recherche du degré et des 
affections des surfaces polaires; mais, comme elles conduiroient à une 
discussion qui n'a de difficulté que la longueur, d'aprés ce qui a été dit 
du eas simple des courbes, nous croyons devoir ne pas nous y arréter 
pour le moment. 

Ces étions Püpplicticlr d'ailleurs également aux. points et 
aux courbes des surfaces polaires, qui sont à linfini: ainsi, par exemple, 
tout point à l'infini de l'une de ces surfaces a pour polaire un plan tan- 
gent à l'autre, passant (75.) par le centre de la surface du second ordre 
auxiliaire et vice versa; or le plan tangent en un tel point, qu'on peut 
nommer asymptotique de la surface correspondante, a pour póle le 
point de contact du premier plan. La suite des points à l'infini 
de l'une des surfaces est donc remplacée par la suite des plans tan- 
gens de lautre, qui passent par le centre de la surface du se- 
cond degré auxiliaire; et la suite des plans asy mptotiques 
de cette méme surface est remplacée par la courbe des points de 
contact des différens plans tangens dont il s'agit; d'ou il résulte, en par- 
ticulier, que la développable asy mptotique de l'une des surfa- 
ces, est la polaire de la courbe de contact du cóne circon- 
scrit à l'autre, et qui a le sommet au centre de la surface 
du second ordre auxiliaire. Or c'est ce qu'on auroit pu conclure 
immédiatement des principes qui précédent (94.), en observant que tous 
les points à l'infini de l'espace doivent être censés sur un 
plan qui a pour pôle (75.) le centre dont il s’agit. 

Pour les raisons déjà déduites ci-dessus, nous ne nous arréterons 
pas à discuter ce qui arrive dans le cas où le plan à l'infini touche une ou 
plusieurs nappes de l'une des deux surfaces, ni les diverses autres circon- 
stances que peuvent présenter en général les nappes infinies de ces surfaces. 

98. Aprés ce qui vient d'être dit sur les surfaces polaires réci- 
proques à l'égard d'une surface du second ordre prise pour auxiliaire, il 
ne sera pas difficile de découvrir ce qui se passe dans le cas où l'on con- 
sidere un systeme de deux ou de plusieurs penne? quelconques et le sy- 
steme de leurs polaires réciproques, 
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Par exemple, si l'on considére deux surfaces de degrés m et z et 
leurs polaires réciproques de degrés (93.) m (m — 1), n(n— y, il paroit 
évident 1) que la courbe d'intersection des deux premières surfaces, qui 
est du degré 772, aura pour réciproque une surface developpable cir- 
conscrite aux systèmes de deux dernières, et que cette développable sera 
(84.) du degré mn(mn—1) au plus; 2) que la développable circonscrite 
aux surfaces (m) et (7), a aussi réciproquement pour polaire la courbe 
d’intersection des surfaces polaires 72(m—1), n(n—1y, laquelle est 
évidemment, en général, du degré ;zin(m-—1)(n—1y; 3) que par con- 
‘séquent (84.) la développable circonscrite aux surfaces m et n est elle- 
méme au plus du degré mn(m — 1) (n— 1)? [n n in — 3 (n — 1 — 1], et 
que le nombre des plans tangens qu'on peut lui mener d'un point donné, 
lequel est aussi celui des plans tangens communs à la fois aux sur- 
faces (m) et (7) et passant par le point en question, ne peut surpas- 
ser le nombre zin(m-—1y(n—1Y inférieur à celui de ceite dévelop- 
pable etc. etc. | 

99. Supposons encore que les surfaces (77) et (7) se touchent en 
un point ou aient un plan tangent commun en ce point, il est clair (91.) 
que leurs réciproques se touchent pareillement en un autre point corres- 
pondant au premier; et, par suite, si ces mêmes surfaces (77) et (n2) se 
touchent en s'enveloppant suivant une courbe toute entiére, leurs polaires 
réciproques se touchent de méme suivant une courbe toute entière, de 
telle sorte que chacune de ces courbes (96.) pourra étre considérée réci- 
proquement comme le lieu des póles des plans tangens qui appar- 
tiennent à l'autre, et dont l'enveloppe est la développable circon- 
Scrite à la fois aux deux surfaces qui se touchent suivant cette autre. 

Si d'ailleurs les deux surfaces (m) et (7), au lieu de se toucher 
suivant une courbe entiére, ne se touchoient que suivant une portion 
de courbe; c’est-à-dire, si, au point commun à ces surfaces, deux 
courbes tracées sur elles avoient un contact d'un certain ordre, et 
que de plus les surfaces se touchassent simplement suivant la portion 
commune à ces courbes, il en seroit de méme encore de leurs surfaces 
polaires. Enfin, si les différentes courbes tracées sur les surfaces (m) et 
(2), à partir d'un point commun et dans la méme direction, -avoient tou- 
tes un contact de l'ordre p entre-elles, c'est-à-dire si ces surfaces 
avolent, autour du point en question, un contact de l'ordre p, on 
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voit que leurs polaires réciproques auroient un contact du même 
ordre au point qui correspond au premier. 

100. Mais il seroit fort inutile de pousser plus loin ce rappro- 
chement entre les figures qui, dans l’espace, sont réciproques polaires 
l'une de l'autre à l'égard d'une surface du second ordre prise pour auxi- 
liaire; la discussion, aidée des principes généraux qui précédent, suffira 
pour faire découvrir, dans chaque cas particulier, l'espéce de relations 
graphiques ou descriptives qui lieront entre-elles la figure primitive et 
sa dérivée; de sorte qu'on sera toujours en état de traduire leurs proprié- 
tés de situation, et, par là, d'en découvrir de nouvelles s1 lon en con- 
noissoit déjà: c'est ainsi, par exemple, que, pour le cas de l'espace, les 
propriétés des polygones plans et de courbes planes se change- 
ront (81. et 83.) en d'autres appartenant aux angles solides et aux 
surfaces coniques; que les propriétés des courbes à double 
courbure se changeront en d'autres des surfaces développables et 
réciproquement; qu'enfin celle des polygones et des polyedres in- 
serits aux courbes et aux surfaces se changeront en d'autres propriétés 
des poly gones et des polyedres indefinis ou définis, circon- 
scrits, au contraire, à de telles lignes et surfaces. 

Au surplus, il est essentiel de le rappeler ici sur de nouveaux 
frais, l'échange dont il s'agit ne sauroit avoir lieu pour toute espéce de 
propriétés ou. de relations descriptives, mais seulement pour les proprié- 
tés de situation des figures, et qui étant ainsi indépendantes de toute 
relation particuliére: de grandeur, se trouvent comprises parmi celles que 
nous avons nommées ailleurs propriétés projectives. 

101. Une autre remarque toute aussi importante, c'est que les 
propriétés des courbes et des surfaces ne pourront donner lieu à de nou- 
velles propriétés, lorsqu'on leur appliquera les considérations de la théo- 
rie des polaires réciproques, qu'autant qu'elles seront des propriétés de 
genre et non d'espéce, ou plutót qu'autant qu'elles appartiendront à la 
fois à toutes les courbes et à toutes les surfaces quel qu'en soit le degré, 
Je vais m'expliquer plus clairement. 

-  Concevons, sur un plan, une courbe quelconque du degré 7, la 
polaire réciproque sera donc du degré (7m — 1); cela posé, si la courbe 
proposée (77) jouit d'une certaine propriété ou relation graphique et pro- 
jective, on pourra, à coup sür, traduire cette relation en une autre qui 
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appartiendra a sa réciproque m(m-—1) Mais celle-ci n'est que d'une 
espèce particulière (67.) parmi toutes celles du même degré; donc on ne 
sauroit affirmer que la propriété, qu'on lui a découverte appartiénne en 
effet à toutes les courbes de ce (BEA Mais si la propriété qu'on sup- 
pose déjà comme pour la courbe (77), est une propriété commune à la 
fois à toutes les courbes quel qu'en soit le degré, c'est-à-dire si 7 est 
indéterminé, alors la polaire réciproque 7(7 — 1) en jouira en méme 
temps que la primitive (72), et par conséquent celle-ci, dont le degré 
est dailleurs quelconque, jouira en méme temps de la propriété récipro- 
que et qui se déduit de l'autre par la théorie des pôles et polaires. Or, 
si la premiére propriété n'est pas elle- méme sa'réciproque, on en aura 
découvert une tout à fait différente et toute aussi générale, puisqu'elle 
appartiendra à la fois à toutes les courbes géométriques. 

102. Néanmoins le cas des courbes et des surfaces du second de- 
gré fait exception à la régle que nous venons de poser: c'est-à-dire que 
ioute propriété graphique et projective d'une telle ligne et surface peut 
se iraduire immédiatement en une autre appartenant à toutes les cour- 
bes et surfaces de ce degré, sans que, pour cela, cette propriété appartienne 
à la fois à toutes les courbes et surfaces géométriques en général. Or 
cela tient à ce que les polaires réciproques d'une courbe ou d'une surface 
du second degré sont elles-mémes de ce degré (66. et 93.); de sorte que 
les propriétés qu'elles possédent doivent aussi appartenir à ces réciproques. 

Dans le supplément placé à la fin du Traité des proprié- 
tés projectives des figures, j'ai indiqué quelques unes des consé- 
quences qu'on peut déduire de cette remarque particuliére, pour les sur- 
faces du second ordre: ce qui précéde met en état d'en découvrir beau- 
coup d'autres. Mais ayant principalement pour objet, dans ce Mémoire, 
_la théorie générale des polaires réciproques, je me bornerai à un petit - 
nombre de nouveaux exemples, dans la simple vue de faciliter l'intelli- 
gence des principes, et de montrer le degré d'utilité ou d'importance qui 
peut leur étre propre dans les recherches relatives aux figures. 

105. Considérons deux surfaces quelconques du second ordre, 
leurs réciproques polaires seront elles-mêmes deux autres surfaces quel- 
conques de cet ordre, dont lintersection mutuelle sera une courbe à 
double courbure du 4"* degré, polaire (98.) de la développable circonscrite 
à la fois aux surfaces proposées, la quelle est ainsi au plus du 12™ de. 
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gré (84.). Mais nous avons prouvé dans louvrage déjà cité ci-dessus 
(supplément, No. 611. et suiv.), que ,,les branches d'une telle courbe peu- 
vent toujours étre placées sur quatre surfaces coniques du second degré, 
dont les sommets respectifs ont, pour plaus polaires communs à l'égard 
des surfaces auxquelles ils appartiennent, les plans qui renferment les 
trois autres sommets de cônes semblables;" et, d'un autre côté, chaque 
cóne a pour polaire, dans le systéme proposé ou primitif, une ligne du 
second ordre (94.) dont les différens points appartiennent nécessairement 
(87.) à la développable circonscrite aux deux surfaces de ce systeme, et 
qui est la pénétration commune de deux de ses nappes, c'est-à-dire que . 
c'est une des lignes de striction de ces nappes; donc en premier lieu, 

La surface développable circonScrite à deux surfaces 
quelconques du second ordre offre, en général, quatre lignes 
de striction distinctes, planes et du second ordre seulement. 

Et, comme les sommets des cónes qui les remplacent dans le sy- 
stéme réciproque, ont mêmes plans polaires à l'égard des surfaces de ce 
systéme, il en résulte, en outre, que 

^ Les plans de striction du système primitif ont aussi 
mêmes pôles dans les deux surfaces proposées. Donc, d'après 
les articles (612. et 615.) de l'ouvrage cité, ces pöles sont, à leur tour, 
les sommets des cónes du second ordre qui contiennent la 
courbe d'intersection des deux surfaces proposées; mais, se- 
lon ce que nous venons de rappeler, chacun d'eux est aussi le póle du 
plan qui renferme les trois autres; donc enfin ces quatre pôles 
sont, trois par trois, situés sur les quatre plans de striction, 
c'est-à-dire qu'ils sont l'intersection mutuelle de ces quatre plans. 

Quant aux deux courbes de contact de la surface développable eir- 
conscrite à la fois à deux surfaces quelconques du second ordre, il est 
facile de prouver qu'elles sont en général du 4” degré, et placées 
à l'intersection respective des surfaces proposées et de deux 
autres surfaces comme elles du second degré. 

En effet, considérons, en particulier, la courbe de contact appar- 
tenant à l'une (77) des deux surfaces, et supposons que, prenant cette sur- 
face pour auxiliaire, on determine (91.) celle qui est la polaire récipro- 
que de l'autre (77^), cette polaire réciproque sera aussi du second degré: 
mais, d'aprés sa nature, elle est le lieu des póles des plans tangens à la 
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surface (mj) par rapport à la surface auxiliaire (77), et d'ailleurs le pôle 
de tout plan tangent a cette auxiliaire se confond nécessairement (75.) 
avec le point de contact méme de ce plan; donc, si lon recherche les 
points ou la réciproque ci-dessus coupe la surface auxiliaire, les plans 
tangens à ces points seront en méme tems tangens à la seconde (7°) des 
surfaces proposées; et par conséquent la suite des points d'intersection pa- 
reils formera une courbe à double courbure du 4° degré, qui sera pré- 
cisément, sur (77) la courbe de contact de la développable circonscrite 
aux deux surfaces du second ordre proposées (mn) et (7').. On détermineroit, 
de la méme maniére, celle qui appartient à l'autre de ces deux surfaces. 

| On remarquera que la courbe de contact, qui vient d'étre de- 
terminée sur chacune des deux surfaces que lon considere, est précisé- 
ment celle qui sépare entre-elles, sur cette. surface, l'ombre, la pé- 
nombre et la partie entierement éclairée, quand on suppose l'autre 
surface lumineuse; or ce qui precede donneroit lieu à une construction 
assez simple de la courbe de séparation d'ombre et de lumiére pour les 
surfaces du second degré, et qui n'exigeroit d'autres instrumens que la 
regle et le compas, lorsqu'une fois l'on auroit obtenu un seul point de la 
courbe dont il s'agit, ce qui est facile. 

104. Considérons encore un systeme quelconque de surfaces du 
second ordre, ayant une méme courbe d'intersection, on prouve 
aisément que les plans polaires qui répondent à ces surfaces 
et à un méme point quelconque de l'espace concourent tous 
suivant une méme droite. En effet, si, par le point donné, on con- 
duit un plan quelconque, il rencontrera les surfaces proposées en autant 
de lignes du second ordre passant par les mémes quatre points d'inter- 
section du plan et de la courbe commune aux surfaces; or ce méme 
plan ira déterminer, dans chacun des plans polaires du point donné, 
autant de droites qui seront évidement (75.), pour les courbes de ce plan, 
les polaires du point dont il s'agit; et, d'aprés le No. 388. du Traité 
des propriétés projectives des figures, ces polaires passent tou- 
tes par un méme point distinct du premier; donc aussi les plans polaires 
auxquels elles appartiennent vont concourrir en une méme droite comme 
dl s'agissoit de le démontrer, 

Cela posé, appliquons donc à ce systéme général les principes qui 
font l'objet de ce Mémoire, c'est- à-dire, recherchons ce qui se passe dans 
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le systéme des surfaces du second degré polaires réciproques des propo- 
sées à l'égard d'une dernière surface quelconque du même degré prise 
pour auxiliaire; il est évident que ces nouvelles surfaces auront (95.) 
une méme développable circonscrite à la fois à tout leur systéme, et 
polaire réciproque de la courbe d'intersection commune à toutes celles 
du premier systeme. Or le point arbitraire de ce premier systeme sera 
remplacé par un plan, et ses différens plans polaires, par rapport aux 
surfaces proposées, le seront par des points póles respectifs (94.) de ce 
plan à l'égard des nouvelles surfaces; enfin tous les points semblables se- 
ront situés (77.) sur une ligne droite réciproque de celle ou concourent, 
d'aprés ce qui précède, les plans polaires dont il s'agit; donc, tout étant 
(109.) réciproque entre lancien et le nouveau systéme, on pourra en 
conclure la proposition générale qui suit: 

Lorsque plusieurs surfaces du second degré ont une 
méme développable circonscrite, un plan quelconque a pour 
póles, dans ces surfaces respectives, une suite de points ran- 
ges sur une méme droite, qui contient (75.) tous les centres 
de ces surfaces quand le plan est supposé à l'infini. 

105. On démontre encore, par un genre de raisonnement analo- 
gue à celui que nous venons de mettre en usage précédemment, que, 

Lorsque plusieurs surfaces du second ordre passent 
toutes par les mémes huit points d'intersection, leurs plans 
polaires respectifs, par rapport à un point quelconque de 
l'espace; concourent tous en une seule et méme droite. 

Passant donc à la figure polaire, on aura à considérer un systéme 
de surfaces du second ordre à la fois tangentes aux huit mêmes plans, 
ce qui est le plus grand nombre de plans qui puissent toucher en méme 
tems trois surfaces quelconques du second ordre. Or, par les mémes 
raisons que ci-dessus, le point arbitraire du systeme primitif est rem- 
placé par un plan dans le nouveau systéme, et les plans polaires qui lui 
appartiennent sont remplacés par les pôles de ce plan pris relativement 
aux surfaces dérivées; donc puisque ces plans polaires passent par une 
méme droite, en vertu du théoréme qui précéde, les póles qui les rem- 
placent seront réciproquement (77.) compris sur une méme droite, pro- 
position qu'on peut énoncer ainsi: 

Lorsque plusieurs surfaces du second ordre ont les 
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huit mêmes plans tangens communs, un plan quelconque a 
pour pôles, dans ces surfaces respectives, une suite de points 
rangés sur une seule et même droite. 

Huit plans quelconques peuvent toujours être censés former par 
leurs rencontres successives, et lorsqu'on les prend dans un certain ordre, 
un octaédre indéfini (80.) ou à faces angulaires; on peut donc énoncer 
plus simplement encore le théoróme qui précède en cette maniere: 

Le lieu des póles d'un plan donné par rapport à une 
suite de surfaces de second ordre inscrites à un méme oc- 
taédre indéfini, est une ligne droite, qui contient à la fois 
(75. tous les centres de ces surfaces, lorsque le plan est sup- 

posé à l'infini. 

Les principes établis dans le Traité des propriétés projec- 
tives, pour le cas des sections coniques, conduiroient à plusieurs autres 
théorèmes sur les systèmes de surfaces du second ordre, au moyen des- 
quels on en déduiroit. d'autres tout aussi généraux à laide de la théorie 
des polaires réciproques; de là ensuite on seroit conduit à divers corol- 
laires intéressans et utiles qui permettroient d'aborder d'une manière pu- 
rement géométrique, plusieurs des cas généraux du probléme trés dif- 
ficile et jusqu'ici non complettement résolu, de construire une sur- 
face du second ordre assujettie à passer par des points ou 
à toucher des plans et des droites en nombre suffisant pour 
la déterminer parfaitement de grandeur et de position; mais nous 
ne saurions nous arréter ici sur ces conséquences et ces théories parti- 
culieres, qui d'ailleurs méritent toute l'attention des géometres. 

106. Pour donner un dernier exemple propre, par létendue des 
conséquences qui en dérivent, à montrer les avantages que peuvent offrir 
les principes de la théorie des polaires réciproques, nous rappelerons que 
les propriétés projectives des surfaces du second degré, qui 
ont une section plane commune, réelle ou idéale, sont les 
mêmes (Traité des propriétés projectives des figures, Supe 
plément No. 637.) que celles qui appartiennent aux syste- 
mes de sphéres quelconques, propriétés nombreuses et bien con- 
nues des géométres. Or, si lon applique à ces propriétés générales des 
surfaces du second ordre les principes qui font objet du présent para- 
zraphe, on verra, sans peine, qu'elles se convertiront toutes en d'autres 
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propriétés des surfaces du second degré qui, au lieu d'avoir un plan de 
section commune, ont (94. et 99.) un cóne enveloppe commun, ce 
cone pouvant d'ailleurs étre imaginaire comme Ja section dont il s’a- 
git, et n'ayant alors de réel que son sommet et le plan indéfini de son 
contact avec chaque surface individuelle, c'est-à-dire le plan polaire 
de ce sommet. Dans cette déformation d'ailleurs, les plans tangens com- 
muns deviennent des points communs, les sections planes deviennent des 
cónes enveloppes et réciproquement etc. etc. 

Dela résulte donc une foule de propriétés nouvelles des’ surfaces 
du second degré assujetties à toucher un méme cóne, et des moyens de 
construire ces surfaces d'aprés des conditions données; enfin on voit qu'on 
seroit conduit pareillement aux propriétés générales des surfaces du se: 
cond degré qui sont inscrites à la fois à deux cônes, ou qui se 
touchent suivant une courbe toute entière, réelle ou idéale, 
en partant simplement de celles, si bien connues, relatives aux sphéres 
qui ont, à l'infini, une section plane commune de contact, 
ou qui sont concentriques (voyez louvrage déjà cité No. 630.). 

Mais nous laisserons là ces applications particuliéres, que nous 
nous contenterons d'avoir indiquées et qu'il seroit facile de multiplier, 
pour reprendre, dans le paragraphe suivant, lexposition générale des prin- 
cipes de la théorie des polaires réciproques. 


Des relations d'angles relatives aux figures polaires 
réciproques dans un plan ou dans l'espace. 


107. J'usquici nous nous sommes uniquement occupés des rela- 
tions graphiques ou descriptives des figures, celles qui ne concernent que 
la direction indéfinie, lintersection et le contact des lignes et des surfa- 
ces; il nous reste à examiner, ce qui a lieu pour les relations purement 
métriques, ou qui n'ont trait qu'aux rapports généraux de grandeur des 
parties rectilignes des figures. 

Pour faciliter cet examen, nous remarquerons, en premier lieu, 
qu'il n'est pas nécessaire, comme nous en avons agi précédemment, de 
prendre pour courbe ou surface auxiliaire des póles ou polaires, une 
ligne. ou surface quelconque du second ordre, et que, sans rien ôter à la 
generalite des raisonnemens et des consequences, on peut tout aussı bien 
se contenter de prendre une circonférence de cercle ou une sur- 
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face de sphére, ce qui rend beaucoup plus simple la description des 
figures polaires de figures données, et l'étude de changemens qui s'opé- 
rent dans leurs propriétés métriques par suite de cette espece particuliere 
de déformation. | 

Rappelons d'abord, en peu de mots, la relation particuliére qui 
existe entre le póle et la droite ou le plan polaire, dans le cas particu- 
lier dont il s'agit. 

108. Puisque le póle d'une droite située sur le plan d'un cercle 
est, en général (55), le sommet de l'angle circonscrit à ce cercle dont 
la corde de contact a pour direction indéfinie celle de cette droite, on 
en peut de suite conclure que, relativement à cette courbe particuliére, 
la direction du diamétre ou du rayon qui renferme le póle 
d'une droite quelconque est nécessairement perpendicu- 
laire à cette droite; mais c'est ce qu'on pourroit aussi établir direc- 
tement et sans restriction, en s'appuyant simplement sur la définition gé- 
nérale du póle et de la polaire, posée art. (55.). 

Maintenant, si l'on remplace le cercle par une sphére quelconque, 
on arrive à la méme conséquence pour le póle et le plan polaire dans 
l'espace; c'est-à-dire que le rayon. ou le diamétre indéfini qui 
renferme le póle d'un plan quelconque est perpendiculaire 
à ce plan. | 

Ce théoréme se déduirait d'ailleurs du précédent, en considérant 
ce qui se passe dans les differens plans qui renferment à la fois le pöle 
et le centre de la sphére. 

Le cas de l’espace donne encore lieu à la considération des droi- 
tes réciproques polaires (77.); or il est également facile de recon- 
noitre que, pour le cas de la sphére, le plan diamétral qui con- 
tient l'une de ces droites est perpendiculaire à l'autre; de 
sorte qu'il existe un diamétre de cette sphère dont la direction “est per- 
pendiculaire à la fois sur ces droites, et qui se trouve divisé harmo- 
niquement aux deux points où il les rencontre. Il seroit d'ailleurs 
inutile de rappeler ici les autres relations descriptives qui appartiennent 
aux polaires réciproques, et qui ont été exposées aux Nos. 77. et suiv. 

109. Ces préliminaires étant établis, nous considérerons d'abord 
les relations de réciprocité qui peuvent avoir lieu entre les ouvertu- 
res d'angles dans la figure proposée et dans celle qui en est la po- 
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laire réciproque à l'égard d'un cercle ou d'une sphére auxiliaire 
quelconque. 

Soit ABC (Fig. 23.) un angle ete situé sur le plan d'un 
cercle (i$) de rayon arbitraire et dont le centre est $$. Soient 4’ et C" 
les póles respectifs des cótés 4B et BC de cet angle; les rayons indéfi- 
nis 4’ et SC’ seront donc perpendiculaires à ces côtés, et l'angle en S 
ou ASC" sera supplément de l'angle en B, qui comprend le centre S 
entre ses cótés, ou est égal à celui des angles en B qui, au contraire, 
ne comprend pas le centre $ entre ses côtés; ces angles auront donc, dans 
tous les cas, mémes sinus. Quant à la polaire du sommet B, elle de- 
_vra passer par les pôles 4’ et C’; ce sera par conséquent la droite .4/C’ 
qui, soutendant l'angle au centre S ou 4^SC, est perpendiculaire 
à celle SB qui joint ce centre au sommet B. | 

Si maintenant nous remplaçons le cercle (5) par une sphère, et 
les droites 4B et BC par des plans quelconques, il arrivera pareille 
chose à l'égard des pôles 4’ et C’ de ces plans, si ce n'est que la droite 
A!C' qui les joint, sera la polaire méme de l'aréte B, commune à ces 
plans ou à l'angle qu'ils forment. 

Dans le cas actuel d'une sphere ($$), on peut aussi avoir à consi- 
derer, au lieu de deux plans, deux droites 46, BC se rencontrant en B,' 
et formant par conséquent un angle plan; alors les choses se passeront 
un peu différemment; car les réciproques de ces droites ne seront plus des 
points, mais des droites AB‘, C'B' situées elles-mêmes dans un plan 
(78.) polaire au sommet B, et dont l'intersection B’ sera, à son tour, le 
pôle du plan 4BC. Néanmoins les plans $7' B', SB'C', qui contiennent 
respectivement ces polaires et le centre de la sphére, étant (108.) per- 
pendiculaires aux droites 4B et BC, formeront encore entr'eux un angle 
supplément de celui 4BC de ces droites, qui est tourné vers le centre 
$; proposition qui aura méme lieu pour deux droites quelconques dans 
lespace, c'est-à-dire qui ne se rencontreroient pas, et pour les polaires 
réciproques qui appartiennent à ces droites. 

Quant à l'angle 4^B'C' formé par les polaires, il n'a aucun rap- 
port déterminé avec l'angle ABC; en effet, d'aprés ce qui précède, il 
est le supplément de l'angle formé par les deux plans S4B, SBC qui 
contiennent le centre de la sphére ainsi que les droites 4B, BC et qui 


sont perpendiculaires aux réciproques A/B‘, B'C' de ces droites; or cet 
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angle dépend, comme on voit, non seulement de l'ouverture absolue 
de l'angle 4BC, mais encore de sa position à l'égard du centre S de 
la surface auxiliaire. 

Enfin on peut avoir à considérer, dans le cas de l’espace, l'angle 
formé par un plan 4B avec une droite BC; alors la direction du rayon 
SA qui renferme le pôle .4^ de ce plan, et la direction du plan diamé- 
tral SB‘C’ qui renferme la polaire B/C’ de cette droite, formeront en- 
core un angle égal à celui des deux angles en B, dont le côté et l'édre, 
ou la face, ne comprennent pas entr’eux le centre $, ou mieux ne sont 
pas dirigés vers ce centre. 

En général, pour énoncer d'une maniére simple les résultats qui 
précédent et qui puisse les faire graver aisément dans la mémoire, on peut 
dire, que ,,l'angle de deux droites, ou de deux plans, ou d'un plan et 
d'une droite quelconques situés dans l’espace, est supplément de celui 
sous lequel on voit leurs póles ou polaires réciproques du centre de 
la sphere, prise pour auxiliaire, ou est égal à ce méme angle, selon que 
ce dernier com prend ou ne comprend pas ce centre entre ses édres 
ou cótés." | 

110. D'après cela on voit que, „si deux figures quelconques sont 
polaires réciproques à l'égard d'un cercle ou d'une sphère, et qu'il existe 
enire les ouvertures d'angles de l'une une certaine relation donnée, on 
pourra, de suite, en conclure une relation semblable entre les angles for- 
més, autour du centre de la sphére ou du cercle auxihaire, par les dia- 
metres ou plans diamétraux dont la direction contient les póles ou polai- 
res des cótés et des édres des premiers angles." Et réciproquement, ,,si 
lon connoissoit une telle relation d'angles au centre pour l’une des figu- 
res, on seroit en état d'en conclure, de suite, une autre semblable entre 
les angles mêmes des plans et des droites de la réciproque polaire." 

Considérons, par exemple, un polygone équiangle sur un 
plan, son polaire réciproque (60.) par rapport à un cercle quelconque, 
sera tel que les droites ou rayons dirigés vers ses différens sommets, 
feront des angles consécutifs égaux entr'eux, pourvu qu'on les pro- 
longe indéfiniment; ces angles d’ailleurs seront ceux sous lesquels on 
voit les différens côtés du polygone polaire, du centre du cercle directeur. 

Considérons encore un angle solide dont les angles dièdres 
soient égaux entr'eux, le polygone plan qui est (81.) son polaire récipro- 
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que, jouira dela méme propriété que ci-dessus relativement au centre 
de la sphére prise pour auxiliaire; et si, de plus, les angles plans du 
solide proposé étoient tous égaux entreux, non seulement les angles au 
centre, plans, sous lesquels on voit les différens cótés du polygone ré- 
ciproque, seroient égaux entre-eux; mais il en seroit encore de méme. 
des angles diédres sous lesquels on voit les angles au périmétre 
de ce polygone. 

111. Ces remarques s'étendroient aisément à un polyédre équi- 
angle et à son polaire réciproque, en observant que les différens angles 
solides du premier ont, pour réciproques, les polygones plans du second 
et vice versa. En général, on traduira d'une maniére semblable tou- 
tes les relations d’angles qui pourroient avoir lieu dans l'un de ces po- 
lyedres; car si lon considére, par exemple, un des angles solides qui le 
composent, le centre dé la sphére auxiliaire étant compris dans linté- 
rieur de cet angle, il sera aisé de voir d'aprés ce qui précéde (109.), 
quen menant de ce centre des droites vers les sommets du polygone po- 
laire de l'angle solide proposé, on formera un nouveau solide dont les 
angles plans seront supplémens des angles diédres respectifs du 
premier, et dont les angles diédres seront, à leur tour, supplémens 
des angles plans de ce premier solide; de sorte que le nouveau et l'an- 
cien angle solide seront proprement ce que les géomètres sont convenus 
d'appeler des angles solides supplémentaires. 

La méme chose ayant lieu entre les divers angles solides et les 
divers polygones plans des deux polyedres réciproques, on voit quelle 
espèce de relation subsistera, en général, entre les angles propres de l'un 
et les angles au centre qui appartiennent à l'autre. Mais, sans nous ar- 
réter aux conséquences qu'on pourrait déduire de là pour les polyédres 
en général et pour certains polyédres en particulier, nous allons donner 
quelques exemples simples et faciles qui montreront l'importance et l'uti- 
lite des remarques ci-dessus (109.), en méme tems qu'elles serviront à 
en faire connoitre l'esprit dans les applications à des propriétés données. 

112. Supposons, en premier lieu, que la figure étant tout entiére 
comprise dans le plan du cercle auxiliaire (i$) (Fig. 23.), on considère 
un angle quelconque 4BC, constant de grandeur et dont les côtés 
soient assujettis à se mouvoir autour de deux points quelconques 4, € 
de leurs directions; les pôles 4’ et C^ des côtés de cet angle devront 
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aussi rester sur les polaires 4’B’, .4'C" des points fixes 4 et C', et l'angle 
au centre ASC’ sera constant comme supplément de l'angle en A. 
A l'inverse, un point quelconque S et deux droites fixes 4’B’, A/C’ étant 
donnés sur un plan, aussi bien qu'un angle constant A’SC’ mobile au- 
tour du point S, la figure polaire de ce systeme à légard d'un cercle 
quelconque dont le centre est en S, sera précisément composée d'un angle 
constant ABC mobile autour de points fixes 4 et C, comme celle d'où 
nous sommes partis. Mais le sommet B d'un tel angle se meut toujours 
sur un cercle passant par les points fixes 4 et B; donc la polaire 4’C’ 
qui soustend langle .4^5C' roule ou glisse, de son côté, sur une sec- 
tion conique tangente aux droites fixes A'B', A! C5 ce qui donne lieu 
au théorême que nous avons fait connaître No. 472. du Traité des pro- 
priétés projectives, 

113. Si langle constant ABO, au lieu de pivoter autour des 
points fixes 4, C, demeurait perpétuellement circonscrit à une section 
conique quelconque, on voit que la corde 4’C’, polaire de son sommet, 
demeureroit au contraire sans cesse inscrite (63.) à une autre section 
conique, en soustendant un angle constant .4^5C^ mobile autour 
du point S. Et réciproquement, on peut toujours regarder le systeme 
d'une section conique et d'un angle constant 4’SC’ mobile autour d'un 
point quelconque S de son plan, pris pour sommet, comme le récipro- 
que polaire du premier systéme. Toutes les fois donc que le sommet 
B décrira une section conique, la corde inscrite 4’C’ roulera pareil- 
lement sur une autre section conique: or c'est ce qui aura lieu, en 
particulier, lorsque Tangle B ou son supplément S sera droit: ainsi les 
théorémes des N^ 487. et 488. de l'ouvrage déjà cité sont réciproques 
l'un de l'autre. 2 

Maintenant on remarquera que, quand la courbe ä laquelle est cir- 
conscrit l'angle 5 est une parabole, ayant par conséquent une tan- 
zente à l'infini, sa polaire réciproque, circonscrite à toutes les cor- 
des A’C’, passe (71.) par le centre S du cercle auxiliaire, c'est- 
à-dire par le sommet de l'angle S; et réciproquement, que si le sommet 
de l'angle constant et mobile S se trouve sur la courbe qui contient les 
- extrémités des cordes Æ4‘C! soutendantes de l'angle en S, la courbe sur 
laquelle roulera l'angle 4BC sera une parabole. Mais alors le som- 


met B de cet angle se meut sur une section conique, qui devient une 
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ligne droite quand l'angle équivaut à un quadrant; donc pareille- 
ment la corde .4'C^ roule sur une autre section conique, qui se réduit 
à un point, quand l'angle 4‘SC’ est droit, et par conséquent les théo- 
rémes des N° 452. et 481. de l'ouvrage cité sont les réciproques de 
ceux énoncés art. 482. 

114. Ces considérations peuvent s'étendre à l'espace. 

En effet, trois plans quelconques, formant un angle solide, au- 
ront pour réciproques polaires à l'égard d'une sphère quelconque, trois 
points compris dans le plan qui a pour pôle le sommet de l'angle so- 
lide, et qui, étant joints par des droites au centre de cette sphére, don- 
neront lieu à un nouvel angle solide supplémentaire (111.) du pre- 
mier. Si donc lun de ces angles se meut en demeurant constant, il 
en ira de méme de l'autre; et, d'aprés la théorie des polaires récipro- 
ques (91. et 93.), si le premier a ses faces perpétuellement tangentes à 
une méme surface du second degré, les points ou póles qui déterminent 
les arétes du second, demeureront continuellement sur une autre surface 
du second degré quelconque, et vice versa, de telle sorte que le lieu 
des sommets du premier angle solide sera remplacé (91.) par la surface 
enveloppe des plans qui contiennent les trois points. Or Monge a dé- 
montré, en particulier, que, ,,quand trois plans rectangulaires tangens à 
une surface du second degré, se meuvent autour de cette surface, le 
sommet de langle triédre a qur quils forment, décrit en 
general une sphére; donc aussi: 

Quand un angle triédre Siete eee hi ee est mobile sur 
son scmmet, le plan qui joint trois quelconques des points 
d’intersection de ses arétes avec une surface du second de- 
gré quelconque, ou, si l'on veut, le plan du triangle qui sou- 
tend l'angle triédre dans cette surface,roule et glissesur une 
autre surface qui est du second degré comme la premiére. 

Quand le point qui sert de sommet commun à tous les angles 
triédres rectangulaires est sur la surface proposée, on démontre 
directement, avec Mr. Frégier, que les plans mobiles correspondans 
pivotent sur un point unique; mais alors, en se reportant à la figure 
primitive polaire réciproque de celle dont il s'agit, on reconnaît que la 
surface à laquelle est sans cesse circonscrit l'angle triédre rectangulaire, 
a un plan tangent à linfni (97.) polaire du centre da la sphére auxi- 
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liaire ou du point qui sert de sommet à tous les angles de lautre sy- 
stéme; donc cette surface est alors l'un des paraboloides, et le lieu 
des sommets des angles triódres rectangulaires qui lui sont circonscrit, à 
la place d'étre une sphére comme dans le cas ci-dessus, est simplement 
le plan directeur polaire du point fixe de l'autre systeme; 
de la même manière que, pour la parabole, le lieu des sommets des 
angles droits circonscrits est une droite unique, directrice ordinaire 
ou polaire locale de cette parabole etc. 

115. Sans entrer dans de plus grands détails sur les propositions 
qui précédent, et sans discuter en particulier les relations qui peuvent 
lier entr'eux les divers objets qu'elles concernent, nous nous contenterons 
de remarquer, d'une maniére générale, que 

1) La réciproque polaire d'une circonférence de cer- 
cle, à l’egard d'un cercle quelconque de son plan pris pour 
auxiliaire, est une section conique ayant pour foyer le oen- 
tre de ce dernier cercle, et pour directrice la polaire du 
centre du premier; 2) la réciproque polaire d'une sphère, 
à l'égard d'une autre sphére quelconque prise pour auxi- 
liaire, est pareillement une surface du second ordre de ré- 
volution ayant pour foyer principal le centre de cette der- 
niére sphere, et pour plan directeur le polaire du centre de 
la premiere: théoréme dont les réciproques sont également vrais; c'est- 
à-dire que: | 

La polaire d'une section conique ou d'une surface du 
second ordre de révolution quelconque, qui a pour foyer le 
centre d'un cercle ou d'une sphére pris pour auxiliaire, est 
une-autre sphére ou un autre cercle ayant pour centre le 
póle du plan directeur ou de la directrice. 

C'est, en effet, ce qu'il est aisé de reconnoitre en rapprochant, par 
exemple, les remarques du No. 112. de cette propriété trés anciennement 
connue des sections coniques: „langle sous lequel on voit, du foyer d'une 
section conique, la partie d'une tangente quelconque terminée aux deux 
tangentes qui répondent aux extrémités du grand axe de la courbe, est 
toujours constant et égal à un quadrant." 


* 


116. Il suit de là, en particulier, que les diverses propriétés. 


angulaires et descriptives dont jouissent les cercles et les 


à. Poncelet, Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques, 49 


sphéres peuvent se traduire immédiatement en d'autres 
propriétés d'angles appartenant au foyer commun des sec- 
tions coniques et des surfaces du second degré de révolu- 
tion, ce dont nous avons déjà montré de beaux et de nombreux exem- 
ples, chap. 1. sect. IV. du Traité des propriétés projectives. 

Remarquons, en outre, que puisqu'un. système quelconque de cer- 
cles tracés dans un plan, ou un systéme quelconque de sphéres dans 
lespace, a toujours, à l'infini, soit une sécante, soit une section 
plane ideale commune (méme ouvrage, sect. Il. et supplément), 
les lignes et les surfaces du second ordre qui en sont les polaires réci- 
proques par rapport à un auire cercle ou à une autre sphére pris pour 
auxiliaires, auront aussi idéalement (106.) pour points de concours 
des tangentes communes, ou pour sommet de cóne enveloppe 
commun, le centre qui sert à la fois de foyer à tout leur systéme; 
de sorte qu'elles jouiront entr'elles, sous ce rapport, de propriétés descripti- 
ves analogues à celles qui appartiennent aux systèmes de cercles ou de 
sphéres qui ont un centre de similitude commun ou plus généra- 
lement aux systémes de lignes et de surfaces du second ordre, qui ont 
un centre d'homologie commun ou sont la projection, la per- 
spective en relief, les uns des autres *). | 

De la résulteroit done une foule de propositions et de rapproche- 
mens curieux; mais nous ne saurions insister sur ces conséquences par- 
ticuliéres et faciles, sans nous écarter du but général que nous cherchons 
à atteindre; c'est pourquoi nous allons passer à un dernier exemple re- 
latif aux propriétés d'angles des figures dans l’espace. 

117. MM. Hachette et J. Binet ont démontré, pag. 71. du 
Il volume de la Correspondance polytechnique; que, „si, entre 
deux droites fixes quelconques, on fait mouvoir deux plans rectangulai- 
res, la surface engendrée par la droite intersection de ces plans, est une 
hyperboloide à une nappe ou surface gauche quelconque du second degré." 
Appliquant donc à cet énoncé les principes exposés plus haut (109.), on 
sera immédiatement conduit à cet autre théoróme qu'on peut regarder 
comme le réciproque du premier: 

Deux droites étant situées à volonté dans l'espace, $i, 





*) Traité des propriétés projectives, jsect. III. chap. 1., sect. IV. chap. 1. et sup- 
plement. 
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entre ces droites on fait mouvoir un angle droit dont le 
sommet soit en un point fixe de l’espace, et dont les côtés 
sappuyent respectivement sur ces droites, la suite de celles 
qui appartiennent à la fois aux paires de points de rencon- 
tre des droites fixes et des cótés de l'angle mobile, sera une 
surface gauche (92.) du second ordre, ou une hyperboloide a 
une nappe. | 

118. En général on voit qu'il n'est, en quelque sorte, au- 
cune propriété concernant les angles constans d'une cer- 
taine figure située dans l'espace ou dans un plan, de la- 
quelle on n'en puisse déduire, à l’aide des principes qui pre- 
cédent, une autre toute aussi générale, quoiqu'essentielle- 
ment distincte de la proposée. | 

Parmi les diverses relations d'angles qui peuvent appartenir aux 
figures, et qui sont remarquables autant par leur utilité propre que par 
leur généralité, je me contenterai de citer celles qui concernent les nor- 
males, les développées et les lignes de courbure des courbes et: 
des surfaces, qu'il seroit aisé de transformer, à l'aide de la théorie des 
polaires réciproques, en d'autres également générales quoique, sans contre- 
dit, d'un bien moindre intérét. Je citerai encore la description or- 
ganique par le moyen d'angles constans, que Newton a donnée 
pour les lignes du second degré, enfin toute la Géométrie organi- 
que du célébre Mac-Laurin, fondée sur ce théoréme de Newton, 
aussi bien que les recherches postérieures du méme géomètre, imprimées 
dans les Transactions philosophiques de la Société royale de 
Londres pour 1735. Ces diverses propositions nous conduiroient, sur 
le champ, à d'autres entièrement nouvelles, et où, au lieu de décrire les 
courbes par le mouvement de certains points mobiles, on les construiroit 
par l'enveloppe de leurs tangentes etc. etc. Mais encore une fois, nous 
ne saurions nous arrêter à ces corollaires faciles de la théorie des polai- 
res réciproques, et il doit nous suffire d'avoir montré, par quelques exem- 
ples simples, la nature et l'étendue des applications qu’on en peut faire. 

119. Au surplus, tout ce qui précéde ne concerne uniquement 
que les relations d'angles d'ouverture donnée et constante, mais 
il est évident qu'on peut traduire, d'une manière semblable, celles qui 
concerneroieut des angles variables quelconques et dont on connoitroit la 
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loi en fonction des lignes trigonométriques; car, à l'aide des. principes 
établis au No. 109. et süivans, on pourra toujours traduire ces relations 
en d'autres concernant des angles supplémens des premiers, et qui auront 
pour sommet commun un point quelconque de lespace, pris pour centre 
du cercle ou de la sphere auxiliaire. 
Par exemple; si, au lieu des normales d'une surface ou d'une 
courbe quelconque, on considère des systèmes de droites ou de plans 
formant entreux et avec une courbe ou une.surface donnée, des 
angles quelconques dont les sinus seroient assujettis à une loi déter- 
_minée, les réciproques de ces droites, à l'égard d'un cercle ou d'une 
sphére auxiliaire choisis à volonté, seront comprises (109.) dans des 
plans passant par le centre de cette sphére, et formant respectivement 
des angles dont les sinus devront avoir entr'eux précisément la relation 
donnée entre les premiers. Ainsi par exemple, les propriétés générales 
des faisceaux de droites réfléchies ou réfractées pourront se 
traduire immédiatement en d'autres d'une espéce toute différente et qui, 
sans étre par elles-mémes d'une égale importance, n'en seront pas moins 
utiles à considérer. On conçoit en effet, que la recherche des relations 
qui appartiennent à ce systeme dérivé, pourra, dans certains cas parti- 
culiers, étre plus simple et plus facile, que. pour la figure primitive elle- 
méme. Nous n’en dirons pas d'avantage sur ce sujet, attendu que nous 
aurons occasion, dans le paragraphe suivant, de considérer une classe 
trés étendue de relations entre les sinus des angles, et de démontrer ainsi, 
d'une manière plus particuliére, le parti avantageux que lon peut: tirer 
des principes qui viennent d'étre mis en avant dans ce qui précéde. 


Des relations projectives entre les lignes trigonométriques 
et les distances des figures polaires réciproques 
dans un plan. 


120. Nous avons vu (58.) qu'un faisceau quelconque de. droites 
VA, VB, VC, ... FF (Fig. 24.) convergeant en un méme point 7 sur 
un plan, et qu'on peut appeler simplement faisceau projetant, avoit 
pour réciproque, par rapport à une section conique quelconque (5$) prise 
pour auxiliaire, un système pareil de points 4’, Bb’, C', ... f", rangés 
sur une méme droite, et vice versa; donc, si l'on suppose, en particu- 
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lier, que (5) soit un cercle, toute relation existante entre les sinus des 
angles projetans formés autour du point 7’, aura lieu également (110.) 
entre les sinus des angles formés par les droites ou rayons vecteurs 
qui, du centre S, projetent les pôles respectifs de ces droites, c'est-à-dire 
entre les angles projetans des distances, rangées sur D'E', qui ont pour 
extrémités respectives les póles des cótés des premiers angles; et réci- 
proquement toute relation entre les sinus des angles au centre S, aura 
lieu pareillement entre ceux des angles correspondans formés autour du 
pole V de DE. | 

Cela posé, admettons qu'entre les distances des points donnés A’, 
B', C, ... F', il existe une ou plusieurs relations métriques projecti- 
ves, de la nature de celles que nous avons définies art, 9. et suiv. du 
Traité des propriétés projectives, et qui ont été rappelées au 
No. 18. du précédent Mémoire; la méme relation aura donc lieu entre 
les sinus des angles qui projeteroient ces distances du point quelconque 
$; et, par suite de ce qui précède, elle aura lieu égalemeut entre ‘les 
sinus des angles du faisceau 7. Donc toute droite 4F, prise pour trans- 
versale de ce faisceau, y déterminera des points A, B, C,... F, qui 
auront entr'eux précisément la méme relation projective que les points 
A’, b', C, ... F* qui leur correspondent. Et réciproquement, s’il existe 
entre les sinus des angles du faisceau 7, ou entre les distances qui sou- 
tendent ces angles sur la transversale arbitraire 4F, une relation de la 
nature de celles qui précédent, cette méme relation aura lieu aussi en- 
tre! les distances correspondantes des pôles 4', D^, C', . . . F* des côtés 
de ces angles. | | 

121. Tout ce qui suit se rapportant essentiellement aux relations 
métriques qui sont de la nature de celles dont nous venons de rappeler 
le caractére particulier, nous nous contenterons, pour la simplicité du 
langage, de les designer par l’épithète générale de relations projec- 
tives; on devra se rappeler en conséquence, que, non seulement de tel- 
les propriétés subsistent à la fois pour la figure donnée et pour toutes 
ses projections centrales ou perspectives sur un plan quelconque; 
mais qu'encore ces mêmes relations devront satisfaire aux conditions 
prescrites dans les endroits cités; de sorte qu'elles auront lieu également 
entre les sinus des angles projetans des diverses distances qui y en- 
trent, c’est-adire des angles dont les couples de côtés s'appuient respec- 
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tivement sur les extrémités de ces distances, et sur un point quelconque - 
de l'espace, pris pour sommet ou pour centre de projection. 

Pareilement, par relation projective entre les sinus d'an- 
gles d'un faisceau quelconque de droites convergeants en un méme point, 
nous entendrons toujours parler d'une relation qui subsisteroit également 
entre les distances correspondantes d'une figure, sur les différens points 
de laquelle s'appuieroient les droites ou projetantes du faisceau, et qui 
seroit projective pour cette figure. Or il suit de cette définition, que, si 
lon coupe un tel faisceau par un plan arbitraire, et que, dans la rela- 
tion qui lui appartient, on remplace chaque sinus d'angle par la distance 
qui, sur le plan arbitraire, soutend cet angle, la nouvelle relation devra 
avoir lieu également entre toutes les distances pareilles, et sera d'ailleurs 
projective pour la figure à laquelle ces distances appartiennent. 

En supposant qu'on voulüt distinguer, de tous les'autres, le faisceau 
de droites qui vient d'étre défini en particulier, on pourroit le nommer 
faisceau projectif; il est visible en effet, qu'un pareil faisceau, mis 
en perspective, conservera toujours les mémes propriétés (voyez le Traité 
des propriétés projectives, N* 10. 576. et suiv.). 

122. Soit maintenant une figure quelconque AMBC... (Fig. 25.) 
donnée sur le plan d'un cercle ($) pris pour auxiliaire, et supposons qu'il 
existe entre les distances 4M, AB, BJV, . . . de cette figure une rela- 
tion métrique projective; ces propriétés seront donc telles que, si 
l'on mêne d'un point quelconque 7 du plan de la figure, un faisceau de 
droites projetantes V4, VIM, VB, . . . vers les extrémités 4, M, B, ... 
de ces diverses distances, il y aura entre les sinus des angles formés par 
ces droites, la méme relation qu'entre les distances dont ils sont les an- 
gles projetans respectifs. Passant donc à la figure réciproque de la pro- 
posée à l'égard du cercle auxiliaire quelconque (5), et observant que les 
.projetantes #4, WM, VB, . . . ont pour pôles une suite de points 4‘, 
-M', BY... rangés sur la polaire de 7, et situés aux intersections re- 
spectives de cette polaire et de celles qui appartiennent aux extrémités 
A, M, B; ... des distances que l'on considère, on en concluera (120.) que 
la relation projective qui existe entre ces distances, a lieu également 
dans la figure réciproque, entre les distances des points ou póles qui ap- 
partiennent à la polaire de 7; mais le point 7/ est arbitraire; donc on peut 
énoncer ce théoréme général, dont le réciproque est également vrai: 
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Une figure quelconque étant donnée sur un plan, s'il 
existe entre les diverses distances de ses points une relä- 
^ tion métrique projective, la même relation existera aussi, 
dans la polaire réciproque de cette figure, prise par rap- 
port à un cercle auxiliaire quelconque de son plan, entre 
les distances correspondantes formées sur une droite ar- 
bitraire par les intersections de cette droite avec les po- 
laires des extrémités respectives des premières. 

Et réciproquement: 

S'il existe une relation pareille entre les distances 
des points d'intersections d'une transversale arbitraire et 
des diverses droites de l'une de ces figures, la méme rela- 
tion aura lieu aussi entre les distances de sa réciproque, 
qui ont pour extrémités respectives les póles des droites 
donj il s'agit, pourvu toute fois qu'elle soit de la nature 
projective, quand on l'applique à cette réciproque. 

123. Mais ce n'est pas tout encore, la relation métrique que nous 
supposions exister entre les droites MA, MB, MV, . .. de la figure proposée 
ayant lieu aussi, d’après sa nature (121.), entre les sinus des angles pro- 
jetans de ces distances, formés autour de 5, pris en particulier pour: cen- 
tre de projection; et, dun autre côté, chacun de ces angles, tel que DSC 
par exemple, ayant même sinus (109.) que l'angle D'cC*. formé: par les 
polaires cD', cC’ des exirémités D et C de la distance correspondante 
CD, on voit que, dans la figure réciproque de la proposée AMBD..., 
la relation ci-dessus entre les distances, se change en une relation pa- 
reille entre les sinus des angles formés par les polaires des extrémités 
de chacune d'elles; d’où ce nouveau théoréme général: 

S'il existe entre les distances d'une figure plane a 
conque une relation métrique projective, la méme relatiou 
aura lieu encore, dans la réciproque de cette figure prise 
par rapport à un cercle auxiliaire quelconque de son plan, 
entre les sinus des angles formés par les polaires des ex- 
tremites respectives de ces distances. 

Et réciproquement : 

S'il existe une certaine relation entre les sinus des 

angles de certaines droites de la figure primitive, la même 
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relation aura lieu aussi entre les distances de la récipro- 
que dont les extrémités respectives sont les póles de ces 
droites, pourvu que cette relation soit, de sa nature, pro- 
jective quand on l'applique à cette réciproque. 

124.. On peut remarquer en passant, qu'attendu la nature parti- 
culiére des relations. que nous venons d'examiner, ces différens théoré- 
més auroient lieu, d'une manière analogue, dans le cas où, à la place 
d'une cercle, on prendroit une section conique quelconque pour directrice 
ou auxiliaire; car on peut toujours considérer lun de ces systèmes 
comme.ila perspective ou’ projection centrale de l’autre, pourvu nean- 
moins que les figures auxquelles ils se rapportent, soient elles mémes 
projectives de leur nature, et ne concernent par conséquent aucune gran- 
deur. constante et déterminée. 

Au: sur plus, je crois devoir le dire expressément, cette observa- 
tion, qui sapplique également au cas de l’espace que nous aurons bientót 
à examiner, n'ajoute rien à la généralité des conséquences qu'il est pos- 
sible de déduire des théorémes précédens (107.) quoique leur énoncé sup- 
pose que les figures polaires réciproques soient prises simplement par rap- 
port à un cercle auxiliaire; les reflexions générales présentées art. 100. et 
suivans sont donc également applicables au cas particulier dont il s'agit. 

125. Nous allons terminer l'exposition de ces principes relatifs 
aux figures planes, par quelques applications particuliéres à des proposi- 
tions déjà connues, seulement pour en faire pressentir la fécondité et les 
rendre familiers à l'esprit du lecteur. Et d'abord nous ferons observer, 
d'une. manière générale, que les propriétés nombreuses de la Géomé- 
trie.de la régle et de la théorie des transversales peuvent tou- 
tes recevoir l'application de ces principes, de sorte qu'elles sont suscepti- 
bles d'être immédiatement traduites en d’autres également intéressantes, 
et dont.la plupart sont encore peu connues ou méme entiérement igno- 
rées des géométres. En effet, ces relations ou propriétés, comme nous 
l'avons montré ailleurs, se rapportent essentiellement à ce que nous ve- 
nons d'appeler relations ou propriétés projectives; mais, pour n'en 
pas rester à ces assertions générales, nous allons examiner successive- 
ment quelques exemples fort simples, en abandonnant au lecteur le soin 
de faire de semblables applications aux autres relations de la théorie des 
trausversales. 
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Soit un polygone plan quelconque coupé par une droite arbitraire 
prise pour transversale, chaque point d'intersection formera deux seg- 
mens sur le côté correspondant, et lon sait que le produit de la moitié 
de ces segmens, qui n’ont pas d'extrémités communes, égale le produit. 
de tous les autres segmens; or, en passant à la polaire réciproque de cette 
figure, on aura à considérer (61.) un nouveau polygone 4BCD...E (Fig. 26.), 
des sommets duquel on aurait mené des droites. vers un point quelconque 
F de son plan, représentant le pôle de la transversale. | Mais «chaque 
segment du premir polygone doit être remplacé (123.) par'le sinus de l'angle 
des polaires qui répondent à ses extrémités, c'est-à-dire (61.) par le sinus 
de Tangle de chaque nouveau côté 4B avec l'un des rayons vecteurs 4V ou 
BY, correspondans; donc le produit des sinus de la moitié de ces 
angles qui appartiennent à des sommets différens du poly- 
gone ABCD...F, égale le produit des sinus de tous lesautres; 
c'est-à-dire qu'on a sin AF.sin VFE,sin’ED.sin/DC....sn/BA = 
sin/EA .sinVEF,sinV DE.sinVCD,...sinV AB. 

D'ailleurs le polygone dont il s'agit est: quelconque, aussi bien que 
le polygone primitif ou son réciproque, et il en est de méme encore du 
point Z/;.donc le principe qui précède est général et s'applique à toute 
espece de polygones plans. | 

126. Le même principe a été établi; d'une autre manière, par 
Mr. Carnot, page 301. de la Géométrie de position; mais ce sa- 
vant géomètre n'a pas remarqué que, si à travers le systeme de toutes 
les droites, formé tant par les côtés du polygone 4BCD...F, que par: 
les rayons ou projetantes qui joignent ses sommets au point /, on mene’ 
une nouvelle droite quelconque à'/e/, prise pour transversale, la relation 
qui existe entre les sinus des angles ci-dessus avait également lieu entre 
les segmens af’, fe’, ed‘, .... interceptés par ces mêmes angles ou leurs - 
supplémens, sur cette transversale; or c'est ce qui résulte évidemment 
du principe de l'art. 122., appliqué au cas particulier dont il s'agit. 

Cette nouvelle proposition est d'ailleurs une conséquence des re. 
marques faites aux articles 174. et 175. du Traité des propriétés 
projectives des figures, puisque les segmens de la transversale 5'e' 
sont véritablement la projection faite, du point /, des paires de segmens 


formés sur les différens côtés du polygone ABCD...F, à compter de cette 
méme transversale. 
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127. Considérons encore un triangle, des sommets duquel on au- 
roit abaissé, par un point quelconque, des droites sur les cótés opposés ; 
elles détermineront, sur chacun de ces derniers, deux segmens, et tous 
ces segmens auront entreux, comme on sait, une relation analogue à 
celle qui vient d'étre définie précédemment. En passant donc à la figure 
réciproque, on concluera immédiatement des principes déjà cités, cette 
nouvelle proposition: „Un triangle 4BC (Fig. 27.) étant coupé par une 
droite arbitraire B’C’4’, si lon joint chacun de ses sommets avec le 
point d'intersection du cóté opposé, par une nouvelle droite, cette droite 
partagera en deux autres langle correspondant du triangle ou son sup- 
plément; or si lon multiple entr'eux les sinus de trois quelconques de 
ces angles qui n'appartiennent pas aux mémes sommets, ce produit sera 
égal à celui des sinus des trois autres angles." | 

On voit, en outre, que le système des trois droites ainsi tracées 
et des cótés du triangle, sera coupé par une nouvelle transversale recti- 
ligne arbitraire ab, en six points, dont les distances auront entr’elles la 
méme relation que les sinus des angles correspondans, Ces deux propo- 
sitions s'étendraient aisément d'ailleurs a des polygones d'un nombre quel- 
conque de cótés, au moyen du théoréme de l'art. 159. du Traité des 
propriétés projectives, 

128. Les mêmes principes, appliqués aux propositions qui font 
le sujet des articles 515. et 527. de cet ouvrage, et qui sont relatives 
aux polygones inscrits et circonscrits à des sections coniques quelconques, 
feroient voir que ces propositions sont réciproques entr'elles; de telle maniére 
que, l'une d'elles étant supposée établie, l'autre s'ensuit 1mmédiatement. 

On s'assurera pareillement que les propositions des No. 29., 44. et 
45. de notre précédent Mémoire sur les centres de moyennes 
harmoniques, sont respectivement les réciproques de celles du No. 42., 
et des première et deuxième propositions du No. 49. etc. On pourroit 
méme en énoncer plusieurs autres d'un genre analogue, et que nous 
avons négligé de faire connoitre dans le Mémoire cité; mais nous nous 
contenterons d'indiquer ces diverses recherches comme des exercices pro- 
pres à faciliter l'intelligence des principes de la théorie des polaires re- 
ciproques, et nous passerons de suite à quelques exemples entiérement 
neufs, concernant les sections coniques et les courbes géométriques en 
général. 
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129. Soit d'abord une section conique quelconque (Fig. 28.), cou- 
pée par un triangle abc, dont les directions (4), (B), (€) des côtés pro- 
longés, sont prises pour transversales de la courbe; on aura, comme on 
sait, en nommant p et p' les intersections de ab avec cette courbe, g et 9’ 
celles de dc, enfin r et r' celles de ac, la relation projective suivante: 

ap.ap' bg: bg’ cr. gr aires TIR 
bp.bp. bp’ cq.cq' ar.ar’ 
Si, de là, nous passons à la heure réciproque à l'égard d'un cercle pris 
pour auxiliaire, nous aurons à considérer (60. et 65.) un nouveau triangle 
ABC (Fig. 29), dont les sommets seront les póles respectifs des cótés du 
premier et vice versa, et une nouvelle section conique pour laquelle 
les paires de points p, p', 9, 9’, r, r‘, appartenans aux intersections de 
la premiére et des cótés du triangle abc, se seront changes en des pai- 
res de tangentes (p) (p: (9), (9); (r), (r^) issues des sommets respec- 
tifs C, 4, B du triangle polaire 46C; donc on aura (123.), d’après la 
relation ci-dessus, et en convenant d'exprimer par (a, p), (a, p^) etc. les 
angles formés respectivement par les droites (a) et (p), (a) et (p^) etc. 
sin (a, p) -sin(a, p^) sin (0, q). sin (b, g^). sin (c, r).. sin (c, 7^) ipai: 
sin (b, p) . sin (b, p^)' sin(c, q) .sin (c, g^) sin (a, r) . sin (a, r^) a 
relation qu'on peut se contenter d'écrire ainsi pour = de simplicité: 


[sin (a, p)] [sin (5, g)] [sin(e, r)] __ 
[sin (5, [sin (2, p)] [sin (c, g)] [sin(a;z)] ^ 


et qui donne lieu à cet énoncé: 








Un triangle étant situé quelque part sur le plan d'une 
section conique quelconque, sı, de ses différens sommets, on 
mène des paires de tangentes à la courbe, chacune d'elles. 
divisera l'angle correspondant du triangle ou son supplé- 
menten deux autres; cela posé, si l'on forme les différens 
produits de sinus des paires d'angles compris entre chaque 
côté et les tangentes issues de l'un de ses sommets, puis 
qu'on multiplie entr'eux trois quelconques de ces produits 
relatifs à trois sommets différens du triangle, on obtiendra 
un résultat qui sera le méme que celui qu'on auroit en mul- 
iipliant entre-eux les trois autres produits restans. 

Ajoutons (122.) que, si l'on trace à volonté une transversale recti- 
ligne br’ à travers le système de toutes ces tangentes et des trois côtés 
du triangle 4BC, et qu'on nomme respectivement @, b, c ses intersections 


* 


un 
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avec les côtés (a), (4), (c); p, p' ses intersections avec les tangentes (p), 
(p^), et ainsi de suite, on aura également la nouvelle relation, 
ap.ap'. bq. did er.cr’ _; 
bp.bp''cg.cq''ar.ar 
entierement analogue à celle d’où nous sommes partis, et qui est relative 
au triangle transversal abc de la figure 28. 
150. . Maintenant si l'on observe que cette dernière relation, mise 
pour abréger sous la forme 
(ap)-(bq)- (er) __ 
(69)+ (cq) « (ar) ~~ 
s'applique ou s'étend à une courbe quelconque du degré m prise pour 
transversale du triangle abc (Fig. 28.), on en conclura facilement (101.), 
que les propositions inverses qui précédent, auront lieu également pour 
un triangle quelconque ABC (Fig. 29.) tracé sur le plan d'une telle courbe, 
et pour les trois grouppes de z:(77— 1) tangentes issues des sommets de 
ce triangle; tout consistera simplement à étendre, d'une maniére conve- 
nable, la signification des produits de segmens et de sinus compris dans 
chaque parenthèse tels que (ap), [sin(@,p)|, de la méme manière qu'on 
l'a fait pour le cas simple d'une section conique, 

. Enfin, puisque la proposition du triangle transversal, d'où nous 
sommes partis précédemment, s'étend à un polygone d'un nombre de có- 
tés quelconque, il en est de méme aussi des propositions inverses que 
nous en avons déduites à l'aide de la théorie des polaires réciproques. 

Nous terminerons icl ces exemples, qu'il seroit facile de multiplier, 
pour reprendre, dans le paragraphe suivant, la théorie que nous n'avons 
encore exposée que pour le cas ou les figures sont dans un méme plan. 





? 


Des relations projectives entre les lignes trigonométriques 
et les distances des figures polaires réciproques 
dans l'espace. 

131. Prenons toujours une surface sphérique dont S (Fig.24.) est 
le centre, pour servir d'auxiliaire ou de directrice aux póles et 
polaires; et considérons, en premier lieu, une suite de plans 7/4, ZB, 
WC, ... passant par une méme droite 7; leurs pôles respectifs 4’, B’, 
€... seront, comme on sait (77.), situés sur une méme droite .D'£ 


polaire de 7; et, si l'on joint chacun de ces pôles avec le centre 9 de 
g* 


60 4. Poncelet, Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques. 


la sphere auxiliaire, par des droites ou rayons vecteurs, les angles 
appartenant à ce faisceau de droites, auront mémes sinus (109.) que les 
angles correspondans du systeme de plans convergens V4, FB, VC, .. .; 
si donc (121.) il existe une certaine relation projective entre les sinus 
des premiers, elle aura lieu également entre ceux des seconds et vice 
versa. Mais d'après sa nature particulière, une telle relation ne sauroit 
avoir lieu entre les sinus des angles du faisceau 94°, SB’, SC', . . ., 
sans avoir lieu également entre les distances correspondantes qui séparent 
les points ou pôles 4’, B', C', ... dela droite D'E', et vice versa, donc: 


S'il existe une relation métrique projective entre les 
distances de points quelconques rangés en ligne droite, elle 
aura lieu, de méme, entre les sinus des angles correspon- 
dans des plans polaires de ces points. | 


Et réciproquement: 

S’ıl existe une pareille relation entre les sinus des 
angles d'un systeme de plans passant par une méme droite, 
la méme relation aura lieu aussi entre les distances cor- 
respondantes des póles de ces plans rangés en ligne droite. 


132. On remarquera à ce sujet que, d'aprés la nature particuliére 
des propriétés métriques projectives (121.), ,, plusieurs points 4, B, C, ... F, 
rangés sur une méme droite, ne sauroient avoir entr'eux une telle rela- 
tion, sans que cette relation n'eüt lieu également entre les sinus des an- 
gles correspondans formés par les plans 7A, VB, FC,... qui passe- 
roient par ces points respectifs et par une droite quelconque 7," et réci- 
proquement que, ,,si elle a lieu pour les sinus de tels plans, elle aura 
lieu également pour les distances comprises, entre ces plans, sur une 
transversale quelconque 4F” | 


Plus généralement encore, ,,s1 une relation métrique projective a 
lieu entre les distances appartenants aux points d'une figure quelconque 
ABMCN... (Fig. 25.) située dans l'espace, cette relation existera pareil. 
lement entre les sinus des angles diédres dont les plans passeroient par 
leurs extrémités respectives et par une droite quelconque /.” En effet, 
_ si l'on fait la projection orthogonale de toute la figure sur un plan per- 
 pendiculaire à l'aréte commune 7, cette même relation aura lieu, soit 
entre les distances simples de la projection, soit entre les sinus des angles 
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qui mesurent, sur le nouveau plan, les angles du faisceau de plans que 
lon considère dans l'espace. 

Quant à la proposition réciproque, elle ne peut avoir lieu (121) 
qu'autant que la relation qu'on supposeroit exister entre les sinus des plans 
convergens, transportée aux distances de la figure correspondante, rem- 
pliroit, pour cette figure, les conditions assignées aux relations métriques 
projectives que nous considérons en particulier. 

D'aprés les raisons déjà spécifiées à la fin du No. 121., on pourra 
pour plus de simplicité, désigner un systéme de plans, tels que celui qui 
vient d’être défini, par lépithéte de faisceau projectif. 

133. Concevons maintenant que les plans VA, VB, FC, 

(Fig. 24.), au lieu de passer par une méme droite, comme précédem- 
ment, soient seulement assujettis à avoir un point commun 7; leurs 
pôles 4’, B’, C', . . . cesseront d'étre en ligne droite et seront simple- 
ment (76.) placés dans le plan D'/E'/ polaire de 7; quant aux rayons ou 
projetantes 9.4’, SB’, SC’, . . ., les sinus de leurs angles seront toujours 
égaux à ceux des plans qui passent par Ÿ et leur correspondent respecti- 
vement. Mais, lorsqu'il existe entre les distances d'une figure plane 
A'B'C'D'... une relation projective de la nature de celle que nous avons 
envisagées jusqu'à présent, elle doit aussi avoir lieu (121.) entre les sinus 
des angles projetans de ces distances, formés autour d'un point quelcon- 
que S, pris pour centre de projection, et réciproquement; donc une sem- 
blable relation ne sauroit avoir lieu, soit entre les angles diedres des 
‚plans Ÿ, soit entre les angles plans des rayons S qui joignent leurs pó- 
les au centre S, soit enfin entre les distances correspondantes de ces dif- 
ferens pôles, sans qu'elle n’eüt lieu, de la même manière, pour les deux 
autres systémes; principe qu'on peut énoncer ainsi: 

S'il existe entre les distances des points d'une figure 
plane quelconque D'E', une relation métrique projective, la 
méme relation aura lieu aussi entre les sinus des angles 
diédres formés par les plans polaires respectifs de ces 
points, plans qui convergent en un méme point 7. 

Et réciproquement: 

S'il existe une certaine relation entre les sinus des 
angles dièdres d'un faisceau 7 de plans convergens en un 
même point, elle aura lieu également entre les distances 


/ 
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des paires de points qui sont les pôles de ces plans; pourvu 
toute fois qu’elle satisfasse aux conditions de projectibilité 
(121) dans la nouvelle figure. 

134. Supposons, en outre, que, d'une droite quelconque X, on odie 
rige des plans vers tous les points 4’, D', C^, , .. du plan D'E'; la re 
lation projective qui est censée avoir lieu entre les distances de ces points, 
aura lieu également entre les sinus des angles diédres qui comprennent 
leurs extrémités respectives (132.); donc les póles de ces plans, rangés 
sur une droite 4/" polaire de X, et situés à la rencontre de cette droite 
et des plans 74, FB, . . ., seront tels (131.) qu'il existera, entre leurs 
distances mutuelles, la méme relation projective qu'entre les sinus des 
angles diédres des plans qui en renferment les extrémités, ou qu'entre 
les distances de la figure plane 4’, B’, C', . . .; c'est-à-dire que 

Le système des plans qui convergent en / est tel.que 
toute droite 4/, prise pour transversale, y détermine des 
points dont les distances respectives ont, entr'elles, la méme 
relation projective que celle qui existe entre les sinus des 
angles diedres correspondans. 

La réciproque de cette proposition sétabliroit de la même ma- 
niére: c'est-à-dire que, 

Si un faisceau de plans, convergent en un méme 
point /, est tel que toute droite, prise pour transversale, y 
détermine un systeme de points jouissant d'une relation 
projective, la méme relation aura lieu aussi entre les sinus 
des angles diédres correspondans. 

N'oublions pas toute fois que cette derniere vol doit satisfaire 
aux conditions de projectibilité, dans la figure formée par le systéme des 
póles des plans, ainsi qu'il a été spécifié expressément à la fin de l'art. 133. 

Par les raisons déjà déduites également dans le No. 121., pour les 
simples faisceaux de lignes droites, on pourrait nommer le faisceau de 
plans dont il s’agit, faisceau projectif, et la relation de sinus qui 
lui appartient, relation projective. | 

. Enfin, si l'on coupe un tel faisceau de plans par un dernier plan 
arbitraire, il en résultera un systéme de lignes droites jouissant évidem- 
ment de la méme propriété que ce faisceau à l'égard d'une transversale 
rectiligne quelconque: or un tel systeme de droites est trés remarquable 
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en général, et nous avons déjà eu l'occasion d'en étudier les propriétés 
réciproques aux N^ 122. et 123. 
| 135. Au lieu d'un systeme de plans VA, VB, VC, ... (Fig. 24.), 
considérons maintenant un systéme de droites convergens en un point 
unique 7 de l’espace, et réprésentées par les mêmes lettres; les polaires 
réciproques 4’, D', C, . .. de ces droites seront situées (78.) dans un 
plan unique D’E’, polaire de 7. Cela posé, admettons que le faisceau 
des droites / soit un faisceau projectif (121.); en le coupant par un plan 
arbitraire 4f, il en résultera un certain nombre des points dont les 
distances respectives auront entr'elles la relation métrique projective qui 
appartient aux sinus des angles de ce faisceau. Mais en passant à la 
figure 4’, B’, C', . . . polaire réciproque de celle dont il s'agit, à l'ézard 
de la sphère (5$), le plan 4F sera remplacé par un point X pôle de ce 
plan, et ses différentes intersections 4, DB, €, . . ., avec les droites du 
faisceau, le seront par des plans passant par le point.X et les différentes 
droites 4’, B’, C', . ^. réciproques de celles 74, AB, VC du méme 
faisceau; donc, d’apres les théorémes ci-dessus (133.), les relations pro- 
jectives qui ont leu entre les sinus des angles de ces dernières droites 
appartiendront aux angles diédres correspondans des plans XA‘, XB’, 
y; ... qui, du point arbitraire X, projettent les droites bc Re 
, BY, C, ... de celles là. | 

Je le faisceau .X des plans projetans sera analogue à celui qui 
a été défini ci-dessus (134.); il devra done aussi jouir des mémes pro- 
priétés; et, par exemple, „si on le coupe par une droite transversale ar- 
bitraire, il existera entre les distances respectives des points d'intersec- 
-tion, les mêmes relations projectives qu'entre les sinus des angles diedres 
c'est ce que, au sur- 


2? 


qui comprennent ces distances par leurs extrémités; 
plus, on pourroit établir directement à laide de la théorie de polaires 
réciproques, et par l'examen de ce qui se passe dans le faisceau primitif 
des projetantes /. Remarquons seulement que si, dans le plan des droi- 
tes 44^, B’, C', .. ., on trace une autre transversale rectiligne, les points 
_ où elle ira rencontrer ces droites devront jouir de la propriété dont il 
sagit: en effet tout revient évidemment à prouver (131. et 77.) que Si 
» d'une droite arbitraire passant par le sommet du faisceau /, on mene 
des plans vers les différentes droites de ce faisceau, les sinus des angles 
de ces plans auront entreux les mêmes relations projectives que ceux 
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des angles formés respectivement par ces droites;" ,,or c'est ce qui a 
nécessairement lieu (132.) puisque ces plans et ces droites s'appuient sur 
les differens points d'une figure 4, B, C, . .. dont les distances ont en- 
trelles, par hypothése, les relations projectives dont il s'agit. Concluons 
donc de tout ce qui précéde, que, | | 

Etant donné, dans l'espace, un faisceau Dolo de 
droites convergens en un méme point, c'est-à-dire (121.) qui 
s'appuient sur les différens points d'une figure jouissant 
d'une certaine relation métrique projective, 1) la méme re- 
lation aura lieu entre les sinus des angles correspondans 
des faisceaux; 2) le systeme plan des polaires réciproques 
des droites qui le composent, sera tel qu'en le coupant par 
une droite arbitraire, les distances respectives des inter- 
sections auront entr'elles la relation projective dont il s’a- 
sit; 3) st, d'un point quelconque de l'espace, on mene des 
plans vers ces mémes polaires, les sinus de leurs angles au- 
ront encore entr'eux la méme relation. 

Il est d'ailleurs entendu que, dans ces diverses figures et relations, 
on a soin de prendre toujours les angles et les distances qui se cor- 
respondent directement. Quant à la proposition réciproque, elle est assez 
évidente par elle-même pour quil soit superflu de l'énoncer. 

136. On tire, de ce qui précéde, une nouvelle propriété du sy- 
steme de droites que nous avons considéré (art. 134.), laquelle peut s'é- 
noncer ainsi: 

Quand un systeme de droites quelconques 4’, B', C',... 
situées dans un plan, est tel qu'en le projetant d'un certain 
point X de l'espace, par de nouveaux plans, les angles die- 
dres qu'ils forment ont entre leurs sinus une certaine re- 
lation métrique projective (134). La méme relation a lieu 
également pour tout autre faisceau de plans projetans, dé- 
terminés par un point quelconque de l'espace. 

Jajouterai pour dernière remarque que, quand les droites du fais- 
ceau 7^ sont dans un méme plan, non seulement il en est ainsi de leurs 
réciproques 4’, B’, C', . . ., mais qu’encore celles-ci concourent égale- 
ment en un point uniquo, póle du plan des premiéres; de plus, il est 
visible que les relations projectives de lun de ces faisceaux appartien- 
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dront aussi à l'autre, en sorte qu'ils seront parfaitement réciproques 
entreux. | | 
137. Ces préliminaires nous mettent en état d'aborder directe- 
ment le cas général où l'on a à considérer des relations métriques pro- 
jectives appartenants à une figure quelconque dans l'espace, ou à la po- 
laire réciproque à l'égard d'une sphére prise à volonté pour auxiliaire. 
Soit en effet 4, M, B, N, C, ... (Fig. 25.) le système des points 
proposés, 5$ le centre de la sphère prise pour auxiliaire; supposons qu'il 
existe une certaine relation métrique projective entre les distances AM, 
MB; ... CP, PD, appartenant à ces points; par un raisonnement ana- 
logue à celui du No. 123. et qu'il est inutile de reproduire, on concluera 
que la méme relation devra avoir lieu entre les sinus des angles diédres 
correspondans des,plans a4‘, a M", . . . cP', cC' polaires des extrémités 
de ces distances respectives. On pourra donc énoncer, pour le cas de 
l’espace, ce théoréme entièrement analogue à celui de l'endroit cite: 


S'il existe entre les diverses distances d'une figure 
donnée dans l'espace, une relatiion métrique projective, la 
méme relation aura lieu également entre les sinus des an- 
‘gles diédres formés par les plans polaires des extrémités 
respectives de ces distances, par rapport à une sphére au- 
xiliaire quelconque. | 

Et réciproquement: | 

S’il existe une certaine relation entre les sinus des 
angles diédres des plans d'une figure quelconque, la méme 
relation aura lieu aussi entre les distances de la récipro- 
que, dont les extrémités respectives sont les póles de ces 
paires de plans; pourvu que cette relation soit, de sa nature, 
projective quand on l'applique à cette réciproque. | 


138. Supposons maintenant que, d'une droite quelconque 7 de 
l’espace, on mène des plans vers les différens points de la figure 4MBC... 
considérée ci-dessus, le faisceau de ces plans sera projectif (132.) 
puisque, par hypothése, les distances de cette figure ont entr'elles une 
relation projective; donc on coneluera immédiatement ce théoréme du 
principe de l'art. 131., en observant que les plans 7A, VB, VM, ... 
dont il s'agit et qui renferment les différens points de la figure proposée, 
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ont leurs pôles situés à la rencontre de la polaire de la droite quelcon- 
que V et des plans polaires des points respectifs 4, B, M, . . .:.. 

S'ilexiste, entre les diverses distances d'une figure 
donnée dans l'espace, une relation métrique projective, la 
méme relation existera pareillement dans la figure réci- 
proque, entre les distances correspondantes formées, sur 
une droite arbitraire, par les intersections de cette droite 
avec les plans polaires des extrémités respectives des pre- 
miéres distances. 

Et réciproquement: 

S'il existe une semblable relation entre les distances 
des points d'intersection d'une droite arbitraire et des di- 
vers plans d'une figure donnée dans l'espace, la méme re- 
lation aura lieu aussi entre les distances de la figure ré- 
ciproque, qui ont pour extrémités respectives les póles des 
plans dont il s'agit; pourvu toute fois (132.) que cette rela- 
tion Soit, de sa nature, projective quand on l'applique à 
cette réciproque. 

Autrement en effet, la relation auroit simplement lieu (131.) entre 
les sinus des angles diédres formés par un faisceau de plans menés, d'une 
droite arbitraire, vers les différens points de cette méme réciproque. 

139. Les principes des N^ 133., 134. et suivans, concernant les 
faisceaux de droites et de plans, conduisent à plusieurs autres théorémes 
analogues relatifs aux figures polaires dans l'espace; mais il seroit su- 
perflu de s’y arrêter, vu qu'ils sont faciles à deviner et à saisir, lors- 
qu'on s'est bien pénétré de ces principes, et en général de ceux qui ap- 
partiennent a la théorie des polaires réciproques dans l'espace. 

Au surplus, dans les applications de ces divers principes à des 
hgures données, il ne faudra pas dédaigner la remarque suivante, trés 
propre à faciliter les moyens de traduire les énoncés des relations qui 
leurs sont applicables. 

»Ayant marqué à l'ordinaire, par des lettres quelconques les dif- 
férens points de la figure proposée, on en placera d'autres entiérement - 
différentes sur les droites, les plans, les lignes et les surfaces qui y en- 
trent, c'est-à-dire que chacune de ces lignes et surfaces se trouvera re- 
présentée par une lettre distincte dans la figure proposée." 
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» Cela fait, on affectera des mêmes lettres les points, les plans, les 
droites, les lignes et les surfaces de la figure polaire, qui sont respec- 
tivement réciproques de ceux de la figure primitive; on n'aura plus 
alors qu'à remplacer, dans les relations métriques qui leur appartien- 
nent respectivement, chaque distance qui y entre par le sinus de l'angle 
des deux droites ou des deux plans représentés par les lettres de ses 
extrémités; et réciproquement à remplacer chaque sinus d'angle par la 
distance des deux points représentés par les lettres qui désignent ses 
édres ou cótés: par exemple, les distances a5, bc se changeront en 
sin(a,b), sin(b,c) et vice versa etc.” Du reste, pour éviter la confu- 
sion, on pourra mettre entre parenthéses les lettres qui appartiennent 
aux lignes et aux surfaces, en réservant les lettres simples pour les points." 

140.. On a déjà eu occasion de voir, à la fin du paragraphe pré- 
cédent (129.), l'usage que lon peut faire de cette notation trés simple, 
et les avantages qui en résultent pour la traduction des relations métri- 
ques des figures qui sont polaires réciproques sur le plan d'un cercle pris 
pour auxiliaire. Lies considérations et les principes qui précédent met- 
tent en état d'étendre les conséquences auxquelles nous sommes parvenus 
alors, au cas ou les figures que l'on considére sont situées dans l'espace, 
et ou les courbes sont remplacées par des surfaces quelconques du méme 
ordre: c'est à indiquer rapidement quelques unes de ces applications par- 
ticuliéres, que je vais consacrer les dernières pages de ce Mémoire, afin © 
de ne pas m'écarter de la marche que j'ai constamment suivie j'us- 
qu'à présent. 

Sans m'occuper d'ailleurs du cas, en quelque sorte élémentaire, des 
figures rectilignes et polyédrales dans l'espace, coupées simplement par 
des droites ou de plans arbitraires, lequel conduiroit, sans peine, à plu- 
sieurs propositions intéressantes et que je dois me borner à recomman- 
der à l'attention des géométres, je ferai de suite observer, d'après Car- 
not, que le principe (129.) du triangle et du polygone plan, coupés par 
une courbe géométrique du degré ™, s'applique également à un polygone 
gauche coupé par une surface géométrique du méme ordre, prise pour 
transversale de ce polygone. Or delà résulte, pour l'espace, un principe 
entièrement analogue à celui de l'art. 130. est qui est tout aussi général. 

141. En effet, le polygone gauche dont il s'agit, aura pour réci- 
proque à l'égard d'une sphère, un polyédre indéfini (81) dont les 

g* 
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arétes seront réciproques des cótés de ce polygone; de sorte que les plans 
tangens, menés, de ces arétes, à la surface polaire de la proposée, au- 
ront pour póles respectifs (77. et 91.) les intersections de celle-ci avec 
les cótés correspondans du polygone gauche: tout consistera donc (101., 
137. et 138.) à substituer, pour le cas actuel de l'espaee, un polyédre in- 
défini au triangle des théorémes énoncés en particulier (129.), pour la 
section conique, une surface de l'ordre zz à cette section conique, les 
arétes du polyédre aux sommets du triangle, les plans tangens passant 
par ces arétes respectives aux tangentes relatives à ces sommets, enfin 
les angles diédres formés par chaque plan tangent et l'une des faces cor- 
respondantes du polyédre, à langle formé par chaque tangente et par 
l'un des cótés correspondans du triangle. 

L'énoncé des deux théorémes auxquels on arrive ainsi, se simplifie 
un peu dans le cas ou le polygone primitif se réduit à un triangle, et 
dans celui oü il se trouve compris tout entier dans un plan; car alors 
le polyédre réciproque se réduit lui- même (81.) à un angle solide trié- 
dre ou à un angle solide d'un nombre quelconque de faces ou d'arótes 
passant par un méme point. 

Au surplus les principes des N^ 133. et suivans, appliqués de 
méme à la proposition du polygone gauche coupé par une surface quel- 
conque de l'ordre mm, conduiroient à d'autres conséquences non moins in- 
téressantes et non moins étendues que celles qui viennent de nous occu- 
per; mais 1} nous suffit, pour le moment, d'indiquer, d'une manière gé- 
nérale, ces corollaires faciles de la théorie des polaires réciproques. 

142. Pour terminer, nous considérerons encore une courbe à double 
courbure quelconque de l’ordre 7; lenveloppe des plans polaires de ses 
points sera (82. et 84.) une surface développable de lordre m(m—1), à 
laquelle le théoréme du polygone transversal demeurera applicable direc- 
tement en vertu de la loi de continuité, Or tout point d'intersection d'une 
certaine droite avec cette développable, sera remplacé (83.) par un plan 
tangent de la courbe primitive, passant par la réciproque de cette droite ; 
donc le théoréme qui précède, relatif à un polyèdre indéfini, 
des arêtes duquel on a mené des plans tangens à une sur- 
‚face géométrique, subsiste également pour le cas où l'on 
substitue une courbe à double courbure quelconque à cette 
surface. | 
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Il seroit inutile d'étendre davantage ces exemples et ces applica- 
tions de nos principes, et je crois en avoir assez dit pour montrer tout 
le parti qu'on en peut tirer dans le besoin et pour lever toute espéce de 
difficultés. Je crois, en outre, avoir prouvé que le nombre des proposi- 
tions de la Théorie des transversales et de la Géométrie de la 
régle, ou pour m’exprimer plus généralement, le nombre des rela- 
tions et des propriétés projectives des figures peut, dés à présent, 
être doublé et même triplé, sans qu'on éprouve d'autres embarras que 
de modifier leur énoncé d'aprés des régles bien connues et bien établies. 

Dans la suite de ces recherches je m'occuperai uniquement des 
propriétés générales des courbes et des surfaces géométriques, et j'aurai 
souvent occasion d'employer les principes de la théorie des polaires réci- 
proques, et d'en montrer ainsi lutilité et la fécondité d'une maniére plus 
positive. Je ne doute pas d'ailleurs que.les géométres ne s'empressent d'a- 
dopter une théorie qui offre autant de ressources, et dont les principes 
seroient, peut-être, difficilement supplées par d'autres, dans certaines re- 
cherches générales relatives aux figures. 





Post-scriptum. Il n’a paru jusqu'ici, de ce Mémoire, que l'a- 
nalyse que jen ai adressée, à la fin de 1826, à M. le rédacteur des 
Annales de mathémaiiques, et le rapport de MM. les commissaires 
de l'Institut, inséré, en avril dernier, dans le Bulletin des sciences 
de M. le Baron de Férussac. Mais, comme la matiére dont il traite 
a fait récemment l'objet. des recherches de plusieurs géométres, je crois 
devoir déclarer qu'il parait ici conforme au manuscrit déposé, en 1824, 
à l'académie des sciences, et qui a été paraphé, dans toutes ses parties, 
par M. le Baron Fourier, secrétaire perpeiuel. Je crois aussi devoir 
prévenir que lors de la lecture que je fis, au sujet de ce Mémoire, dans 
la séance du 12. avril de 1824, je développai et fis ressortir plusieurs 
des applications générales qui s'y trouvent simplement indiquées et qui 
ont été depuis mentionnées dans l'analyse ci-dessus. Telles sont, en 
particulier, les propriétés angulaires et descriptives concernant les 
lignes et surfaces du second ordre que je nommai homofocales ou 
confocales, parcequ'elles ont un foyer commun, propriétés qui sont, 
en général (166.), les polaires réciproques de celles qui appartien- 
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nent à un systeme de cercles ou de sphéres quelconques situés dans un 
plan ou dans l'espace, et qui deviennent les réciproques de celles des cer- 
cles ou des sphères concentriques (115.), quand les lignes et les sur- 
faces ont méme polaire ou méme plan polaire focal, cest-a- 
dire méme directrice ou méme plan directeur. Je montrai, par 
des exemples, comment ces propriétés sont, quant aux relations de situa- 
tion, entièrement analogues à celles des lignes et surfaces du second de- 
gré qui, étant inscrites dans un méme angle ou dans un méme cóne, 
peuvent étre envisagées comme la perspective, dans un plan ou en 
relief, les unes des autres, propriétés développées dans mon grand ou- 
vrage et qui, dans le cas actuel, résultent de ce que le foyer commun 
est, en effet, 1déalement pour toutes les surfaces, le sommet d'un 
tel angle ou d'une tel cóne circonscrit, ou plus généralement, ce 
que jai nommé un centre de projection, un centre d'homo- 
logie *). | 

Parmi les propriétés particuliéres du foyer général des surfa- 
ces du second degré, je signala1 comme les plus importantes, celles des 
sections planes de ces surfaces, qui, d'un tel foyer, sont vues sous 
l'aspect de cercles qui appartiendraient tous à une sphère ayant ce 
foyer pour centre, et celles qu'ont les tangentes conjuguées de ces 
surfaces, d’être vues, de ce même foyer, sous un angle droit 
formé. par les plans qui contiennent ces tangentes, propriétés qui ont 
servi à M. Dupin (Applications de Géométrie, 4" Mémoire, 
pag. 210. et suiv.) pour établir sa belle théorie des faisceaux lumi- 
neux réfléchis à leur rencontre avec une surface quelcon- 
que. Je fis voir encore ,,quun systeme quelconque de surfaces du se- 
cond ordre, confocales, lequel peut comprendre aussi des sphéres ayant le 
foyer commun pour centre, s'entrecoupent, deux à deux, suivant des sec- 
tions coniques dont les plans concourent trois à trois en une méme 


*) Dans le cas particulier ou les lignes et surfaces ont, en outre, méme directrice et méme 
plan directeur, c'est-à-dire méme droite ou méme plan polaire focal, leur systéme a cette droite 
et ce plan pour corde idéale commune ou plan idéal commun de contact, ce qui 
entraine, comme j'en ai déjà fait la remarque au No. 456, du Traité des propriétés pro- 
jectives, une foule de propriétés dont celles qui concernent simplement les sections coniques, 
ont été étudiées spécialement dans le dernier chapitre de la sect. III. de ce Traité, et qui d'ail- 
leurs sont tout à fait analogues à celles qui appartiennent aux cercles et aux sphéres concentri- 
ques, l'un de ces systémes étant la projection ou perspective de l'autre. 
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droite, et quatre à quatre en un méme point; que les développa- 
bles circonscrites à ces surfaces, prises deux à deux, sont des cô- 
nes du second degré qui s'entrecoupent suivant des courbes du 
méme degré et dont les sommets sont, trois par trois, en ligne 
droite et quatre par quatre en un méme plan; que les póles de 
tout plan passant par le foyer commun, pris par rapport à ces surfaces 
respectives, sont situés sur un méme rayon vecteur perpendiculaire à 
ce plan; que les cónes, circonscrits à ces surfaces suivant les sec- 
tions déterminées par ce méme plan, s'entrecoupent, deux à deux, sui- 
vant des lignes du second degré, dont les plans sont aussi les plans 
de section des surfaces auxquels ils appartiennent etc. etc.; qu'enfin 
ces diverses relations permettent de construire trés simplement et sous 
des conditions données, toute surface du second degré dont le foyer 
général est assigné ou doit étre commun a cette surface et à d'autres 
surfaces données, et qu'elles permettent aussi de construire les plans de 
section commune à un systéme de surfaces confocales etc. etc.;" ce à. 
quoi revient en derniére analyse, comme on sait, la recherche du cen- 
tre dela sphére tangente à quatre autres dans l'espace, puis- 
que ce centre doit se trouver à l'intersection mutuelle de surfaces du 
second degré de révolution qui ont pour foyer commun le centre de 


l'une quelconque des sphéres données. 
Metz le 20. Aoüt 1828; 


Poncelet. 
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2. 
Beobachtungen über die Schwere, A den Häfen 
von Europa, America und Asien, auf dem stillen Meere 
und in Neuholland, während Malaspina’s Weltumse- 
gelung, mit dem unveränderlichen Pendel angestellt 
worden sind. 


(Mitgetheilt vom Herrn Professor Oltmanns zu Berlin.) 





Seitdem man in Frankreich (so heifst es in dem Berichte) damit um- 
geht, ein System von Maafs und Gewicht auf die Länge des Pendels, 
welches unter dem 45sten Grade der Breite Secunden schlägt, zu grün- 
den, hat der König für zweckdienlich gehalten, während Malaspina’s 
Weltumsegelung, auch Beobachtungen über diesen interessanten Gegen- 
stand an schicklichen Puncten anstellen zu lassen, damit man aus ihrer 
Vergleichung die wahre Gestalt der Erde herleiten, und bestimmen 
könne, ob die südliche Halbkugel mehr abgeplattet sei, als die nördliche, 
auch wie grofs dieser Unterschied sei. | 

Da diese verschiedenen Fragen blofs aufgelóst werden konnten 
durch Messung verschiedener Breitengrade in verschiedenen Gegenden, 
oder durch Pendelbeobachtungen, welche an verschiedenen Orten gemacht 
worden, so gab der Kónig von Spanien Befehl, solche. Beobachtungen 
durch die Schiffscapitaine Don Josef de Espinosa und Don Ciriaco 
Cevallos anstellen zu lassen. | 

Da ferner, um zur Kenntnifs der Gestalt der Meridiane zu gelan- 
gen, Pendelbeobachtungen, welche an zwei schicklich gelegenen Orten ge- 
macht worden, die besten Mittel darbieten, so beschlofs der Konig, unter 
dem 45sten Grade südlicher Breite diejenigen Beobachtungen anstel- . 
len zu lassen, welche die franzósischen Academiker unter gleicher nórd- 
licher Breite machten. 

Die Beobachtungen, welche die spanischen Officiere von Malas- 


pina'sGeschwader angestellt haben, sind, sammt den von ihnen daraus 
abgeleiteten Resultaten, folgende: 
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"Tafel. 


Vergleichung der Pendelbeobachtungen mit der Rechnung; unter Vor- 
aussetzung einer Abplattung von 455 und dafs das unveränderliche 
Pendel 3607 Schwingungen in einer Stunde unter dem Aequator mache, 
so wie solche aus sechs ihm zunächst gelegenen Beobachtungen ab- 
geleitet worden sind, 


In der nórdlichen Halbkugel 














berechnete |beobachtete| positive | negative 
Oerter Breite | | 
Schwingungen Unterschiede 

Mulgrave 39° 33'| 3614,63 | 3614,85 0,22 
Nutka . 499 53'| 3612,95 | 3612,21 | . . 0,74 
Monterey | 36° 36/| 3610,65 | 3609,75 | . 0,90 
Cadiz . 36° 32’! 3610,64 | 3610,24 0,40 
Macao. 23° 12° | 3608,59 | 3607,58 1,01 
Acapulco . | 16? 50° | 3607,86 | 3607,83 |. . . 0,03 
Max ORO. |. 14° 36'| 3607,65 | 3608,06 0,41 sian 
Umpetag s (UOI? 180 96071541 3607107. | =. :- 0,47 
Zamboanga . . 6° 55’! 3607,15 | 3607,25 0,10 wh Bs 
Equador. .. . 0° 0° | 3607,00 | 3607,00 | . . . |. * + 


In der südlichen Halbkugel 

91? p 3613,26 | 3613,73 | . . . 0,53 
44° 30! 3612,04| 3612,37 | 0,33 |. . . 
36° 42° | 3610,66 | 3610,29 4i 6s 0,37 
34° 55'| 3610,30 | 3610,38 0,02 
33° 51/1 3610,18 | 3610,20 0,024 U tx; 
18° 39^| 3608,05 | 3608,12 Q07 5 det «fx 
3607,45 | 3607,99 | +» . . | 0,06 
3607,00 | 3607,00 | . 


Puerto Egmont 
Santa Elena 
Concepcion 
Montevideo 
Puerto Jakson . 
Isla Babao . . » 
MAM |. 91. 10: 554. 
Equador... . 0° 0‘ 
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af el TE 
Vergleichung der Pendelbeobachtungen mit der Rechnung, unter Voraus- 
setzung einer Abplattung: von 414 und dafs das unveründerliche/Pen- 
del: 3607 Schwingungen in einer Secunde' unter dem Aequator mache, 


so wie solche aus:sechs ihm zunächst gelegenen. nie GM 4 ab- 
geleitet worden sind. 


In der nördlichen Halhkingél 














| | . berechnete [beobachtete| positive | negative 
Derter “Breite — 
| | Schwingungen Unterschiede 
Mulgrave 399 33'| 3614,47 | 3614,85 .| . 0,38 
Nutka . . 499 331113612,534.3612,:21.| . . . 0,62 
Monterey .211036°. 360103610587. 3609,75.| . . „.rprs0,831 
Cadiz . . . .|.2elösge' 320103620574 361024] . . . |. 088 
Macao. | 939 1201586008,571 3607;,58.] . . . 0,99 : 
Acapulco . 169 50^|:3607,86| 3607,83. | . . .:| 0,03 








Manila 
Umatag 
Zamboanga 
Equador. . . 


| 14° 36/| 3607,66 | 3608,06 | . 0,40 25M. 
439 18^|3607,55| 3607,07.| . . . | 048° 
6° 5^:|:3607,17! 3607,25 | | 0,08 «| al. 


09 04 |-3607,02 | 3607,02 








In der südlichen Halbkugel 

Puerto Egmont. 519 214|:3613,13:] 3642/73. | 140054] 019,49 
Santa Elena . . | 44° 30°] 3611,94, 3612,57 | | 0643. | sis. 
Concepcion . . | 36° 42/'| 3610,60| 3610,29 1... . |; 0,34 
Montevideo . . | 349 55/|:.3610,30| 3610,38.| 0,08 [| . «0 
Puerto Jakson . | 33? 51'| 3610,13 3610,20 007 |. 

Isla Babao . . . | 48° 39° | 3608,04 | 3608,12 0,08 "IIT 
Lima... . .].06|vd08 5t4[c8607)401 3607)39. 1... 4. SORT 
Equador. . . . | 0° 0’ | 360702] 3607502 |. . - | . * 


2: Oltmanns, Mittheilung von Beobachtungen ‚über die Schwere. 45 


Ala fe 1 af TI. 
Lange des einfachen Secundenpendels, so wie solche für die Abplattung 
von 35% "berechnet. und nach ‘den’ Beobachtungen mit dem. unverän- 
^ derlichen. Pendel gefunden. worden, "unter der ‘Annahme, dafs die 


Länge des Secundenpendels. am Aequator nach Bouguer’s Beobach- 
tungen 439,21 pariser Linien ist. 


In der nórdlichen Halbkugel 

















9er peni = berechnete moms neta CoU heu beobachtete| positive | negative 
O er ter. Breite 
~Schwingungen 7 ingungen Unterschiede 

Mulgrave CARET 59° 33^| 441,07 | 441,12 | 0,05 
Nutka . 49° 35'| 440,66 | 440,48 och us +] 520181 
Monterey. 36° 36° 5:440,10.|: 439,88 |... «| 10,22 
Cadiz 36°) 32’ |) 440,09 | 440,00 | ..... 0,09 
Macao . 28°) 12%, P6439,00:|62239,35 |... 1 90,85 
Acapulco 16° 50'| 439,42 | 439,41 | . ... | 001 
Manila 14° 36^| 439,37 | 439,47 0,10 it t dM, 
Umatag.. . 13°) 1 2) 439,34 | 439,23 |... 0,11 
Zambia nos [S0 0959153". 00439,95. |*0139,27. 0,02. QUEM 
Equadon ..... ¢ O°} Qe | 439,21 EJTOT d iov | aigd 


In. der südlichen Halbhfrgel | 

Puerto Egmont . | 51° 217,1 440,74 | 440,61 |... 0,13 
Santa Elena . . 54° 30/1) 440,44 | 440,52 0,08! 4] st nd. 
Concepcion . . 36° 4% | 440,10 | 4410,01 ets 0,09 
Montevideo 340! 55! 1:440,03: | 440,03 1 o5 bi dorire M 
Puerto Jakson 339 51'| 439,98 | 439,99 0,01 .*bi 5. 
Isla Babao . . . | 18? 39/| 439,47 | 439,48 0001. 411, 

MER... + Je! MAY 439,32. | 439,31 ».1 20,01 
Equador . ...4 4 0° Q^ | 439,21 | 439,21 | NUE | ur pd 





= ee 
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lafel IV. 


Länge des einfachen Secundenpendels, so wie solche für die Abplattung 
von zzz berechnet und nach den Beobachtungen mit dem unverän- 
derlichen Pendel gefunden worden, in der Annahme, dafs das Secun- 
denpendel unter dem Aequator nach Bou gu er's Beobachtungen 439,21 
pariser Linien lang ist. 


In der nórdlichen Halbkugel 








. A [berechnete|beobachtete| positive | negative 
Oerter Breite | | m ee 
ke il Schwingungen Unterschiede 
Miulenavoun | Shee ulgrave . . 999 33'| 441,03 | 441,12 0,09 
Nutka . 499 35^| 440,63 | 440,47 | . . . 0,16 
Monterey 36° 36'| 440,08 | 439,88 | . . . | 0,20 
Cadiz . 36° 3% | 44008 | 43999 | . . . 0,09 
Macao. 2307 TRS VASO. SO 133% Tes 0,24 
Acapulco 4 169 907.) : 439,44 | 439,41 |... - «poi: 
Manila 149 36°) 439,37 | 439,46 | 0,09 a dedi 
Umatag . . 139.18]: 439,34 + 439,92 EL... 0,12 
Zamboanga .. 6° 55'| 439,25 | 439,27 | 0,02 


Equädor os .. + 4512091071. ]7439,210 1743921 }. . . -. +480 


In der südlichen Halbkugel 
Puerto Egmont . | 51° 21° 0708 440,60 |. . . | 0,10: 


Santa Elena . . | 44° 30'| 440,41 | 440,51 | 0,10 ins & 
Concepcion . . | 36° 42"| 440,08 | 44001 |. . . 0,07 
Montevideo. . . | 34° 55/| 440,01 | 440,03 | 0,02 

Puerto Jakson . | 339 51°| 439,97 | 439,99 0,02 : 
Isla Babao . . . | 189 39'| 439,46 | 439,48 |. 0,02 |... 
Mina. -.5 0589 FE PERRO SO 1F9459.3Q 1. L 222 0,02 
Equador. . . . | 0* 0^ | 439,21 | 439,21 eA dbenod. 
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Oerter 


Mulgrave . 
Nutka . .'. 
Monterey .. 
Cadiz . 
Macao . 
Acapulco . 
Manila 
Umatag 
Zamboanga 
Equador. 


Puerto Egmont 
Santa Elena 
Concepcion 
Montevideo 
Puerto Jakson 
Isla Babao . 
Lima 

Equador . 


Tafel V. 


Vergleichung der Schwere, welche der berechneten Abplattung von 55; 
entspricht, mit derjenigen, welche das unveränderliche Pendel angege- 
ben hat, wenn man dabei die Lànge zur Einheit ANNIE, welche 
unter dem Aequator beobachtet worden ist. 


In der nördlichen Halbkugel 








| N ren positive | negative 
Breite ^ . 
Schwingungen Unterschiede 
59° 33°| 1,00423 | 1,00436 | 0,00013 
49° 35'| 1,00330 | 1,00289 0,00041 
- 86? 36'| 1,00203 | 1,00153 .0,00050 
36° 32'| 1,00202 | 1,00180 0,00022 
23° 12! | 1,00088 | 1,00032 0,00056 
16° 50’ | 1,00048 | 1,00046 | . . . | 0,00002 
14° 36° | 1,00036 | 1,00059 | 0,0003 | . . . 
13° 18° | 1,00030 | 1,00004 | . . . | 0,00026 
69 55'| 1,00008 | 1,000144 | 0,00006 | . . - 
| 0° 0' | 1,000000! 1,000000 | . . 
In der südlichen Halbkugel 
51° Fi 1,00347 | 1,00318 | 0,00029 
44° 30‘! 1,00280 | 1,00298 0,0018 VET M 
36° 42'/| 1,00203 | 1,00183 - 0,00020 
349 55/| 1,00186 | 1,00188 | 0,00002 es 
33° 51/1 1,00176 | 1,00178 | 0,00002] . - 
18° 39^| 1,00058 | 1,00062 | 0,00004 | . . . 
12° 5^ | 1,00025| 1,00022 | . . | 0,00003 
09 0^ | 1,00000 | 1,00000 | . 
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T af eil; Er 
Vergleichung der Schwere, welche der berechneten Abplattung. gzr.ent- 
spricht, mit derjenigen, welche das. unveränderliche Pendel. ‚angege- 
ben hat, wenn dabei die unter.dem Aequator. beobachtete Länge als 
Einheit angenommen wird. 


. In der nördlichen Halhkigel 








E | t | berechnete | | positive | negative 
Oerter Breite : 

"ies Schwingußgen — pL 
Mulgrave 99° 33°} 1 ,00414 | 1,00435 | 0, 00021 | 
Nuüutka't. , 49° .35.1.1,00322 |..1,00288 | . 0 ‚00034 
Monterey 36° 36°] 1,00198.}.1,00151 | . . 0,000247 
Cadiz 36° 32’). 1,00197 | ..1,00179 | ik « | 0500018 
Macao. 23° 12/1 1,00086 |. 1,00031 0,00055 
Acapulco 16° 50° | 1,00047 | .1,00045 0,0000? 
Manila 14° 36° | 1,00036 |. 1,00058 | 0 00022 | ua 
Umatag 130148’ 1,.100029 | 1,00003 0,00026 
Zamboanga 6° 55/| 1,00008 | .1,00013 | 0, ),00005. 
Equador - | 0° 0° |. 1,00000 | 1,00000 

In der südlichen Halbkugel 
Puerto Egmont . 91°, 24’ |, 1,00339 |. 1,00317 | 4 | 0,00022 
Santa Elena 44° 30^ |,1,00273 !:1,00297 | 0,000243... # 
Concepcion 36° 42/| 1,00199 | 1,00181 . +, | 0,00018 
Montevideo 34° 55’ |. 1,00182 |. 1,00180 0,00004 À 
Puerto Jakson | . 1,33? 51^|.1,00173 |:1,00176 | 0,00003 |... 39 5 
Isla Babao . „18° 397 |. 1,00097 |.1,00061 | 0,0000 Li stat 
Lima). . «^ a h19015% 100022 [54400021 0,00003 
Bunudpr. 2 0° Q7... 1,00000 |. 1,00000 rob» 

















- 
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Die letzten Colonnen der' ersten und zweiten Tafel zeigen, dafs 
die verschiedenen Annahmen der Erdplattung einen nur geringen Ein- 
flufs auf die Bestimmung | der Schwingungen des unveränderlichen Pendels 
unter dem. Aequator gehabt, haben. Vergleichen wir in beiden Tafeln die 
Beobachtung zu Umatag mit der zu Manila, die zu Nutka und Mul- 
grave und die von St. Helena mit der in Puerto Egmont angestellten, 
so finden wir Unterschiede von 10 Schwingungen in einem Tage, bei ei- 
nem Systeme der Abplattung wie bei dem andern.. Diese Unreglmifsig- 
keiten. müssen der Heterogeneität der Erde: zugeschrieben, werden. ‚Die 
Beobachtungen, welche, sich zurıBestimmung; der Erdabplattung vorzüglich 
eignen, sind die, unter; dem „Aequator und in hohen Breiten ‚angestellten. 

| ‚Wenden wir also. zu,,diesem Endzwecke die,in Mulgrave und 
N utka angestellten, Beobachtungen an,. welche. am ‚weitesten vom Aequa- 
tor in der unti Halbkugel entfernt sind, so finden wir die Erdab- 
plattung 310 ^. 
T Di zu RE Nutka, RAD) und Cadiz angestellten 
Beobachtungen geben die Abplattung zi,. Die in Puerto Egmont 
und St. Helena angestellten, geben die Abplattung der siidlichen Halb- 
kugel 3333 Puerto Egmont, St Helena, Concepcion, Monte- 
video und Puerto Jakson geben +17. Die sechste Tafel zeigt bei 
Manila eine unregelmüfsige Zunahme der Schwere. 


Darstellung der Prinzipien, wonach die Beobachtungen mit 
dem unveränderlichen Pendel berechnet worden sind. 


Die Lànge des einfachen Pendels, welches unter dem Aequator 
Secunden schlägt, verhält sich zu der unter einer andern Breite, wie 
eine constante Gröfse z zu dieser + einer andern constanten Gröfse y, 
multiplicirt mit dem Quadrat des Sinus der Breite, welche wir / nen- 
nen wollen. 

Die Schwingungen verhalten sich wie die Quadratwurzeln dieser 
Zahlen. | 

Nennt man 2 die Zahl der Schwingungen eines Pendels unter 
dem Aequator, und x diejenige, welche einer andern Breite enispricht, 
80 haben wir 


in 2 (z sin ?7)* 
zi: (z -]- y sin JE zd also x - tr n 


—, A 
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Vermöge des binomischen Lehrsatzes ist 
(s + y sin} = zi LU 
wobei die folgenden Glieder der Reihe ABIT PENES durften, 
weil z viel grofser ist als y sin 7, woraus sich ergiebt 
: AP y sin?l 


Ox 
nt non +n. sin*j. 


=e 





Diese Formel zeigt, (dafs man, wenn man den Logarithmus von 
y zum arithmetischen Complemente des Logarithmus von 2z hinzufügt, 
und dazu den Logarithmus von 7 und den doppelten Logarithmus des 
Sinus der Breite setzt, den Logarithmus der Zahl findet, welcher zu ~ 
hinzugefügt werden mufs, um durch die Schwingungen unter dem Aequa- 
tor die Zahl der Schwingungen unter einer andern Breite zu erhalten. 


Dies vorausgesetzt ist nach Laplace Mec. cel. Tom. II. p.149. 
für eine Abplattung von 357, 2 = 0,99687, y = 0,00554, wenn man 
die zehn Millionen Theile vernachläfsiget, und da nun 2 = 3607,02 an- 
zenommen wird, so rechnet man im gegenwärtigen Falle wie folgt: 

log. compl. 22 = 4,7003315 
log. y = 2,7435098 
3,0571461 
log. 7 =| 


24 
also const. log. ..... 1,0009898, 
Beispiel 1. Const. log. . . . . + + 1,000990 
. .§9,935543 
o / 2 
Breite von Mulgrave 59° 33' log sin 9,035543 
0,872070. 
Dazu gehörige Zahl . . . . . . « 7,4486, 
Zahl der Schwingungen oder n= . . . 3607,0200, 


folglich Zahl der Schwingungen in Mulgrave 3614,47 nach der Rech- 
nung. 
Beispiel 2. Constlog. . . . . . . 1,000990 
9,080719 
9,080719 
7 9,162438. 


Breite von Zamboanga 6° 55' log sin? 
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Titeehiitigs Zable sit si iibro d. 5 Cedo R01 464, 
Zahl der Schwingungen unter dem ae it 30070200, 
folglich Zahl der Sehwingung in Zamboanga 3607,17 nach der 
Rechnung. 

Die Schwingungen, welche das unveränderliche Pendel unter dem 
Aequator haben miifste, sind durch eine Art von Regula Falsi berechnet 
worden, um nemlich zu sehen, wie man sie annehmen müfste; damit 
aus der Vergleichung der sechs Beobachtungen mit der Rechnung, die 
Summe der positiven Unterschiede eben so grofs als die Summe der ne- 
gativen sei. 

Für 53, der Abplattung giebt Laplace auf der 150sten Seite sei- 
nes Werkes die Werthe von z — 0,996760, y = 0,005672 und nach der 
Regula Falsı ergiebt sich 2 = 3607,00. Hieraus finden wir ferner das 
logarithmische Complement von. . . . . . . . 2z == 3,7003794 

log y = 3,7537362 


log n 3,9971461 
Also constanter Logarithmus für 33; der Abplattung . . 1,0112617 
9,935543 
: zo 29/ en ’ 
Breite von VU ECRyS 09/1993" log sind | iens ri 
| 0,882348. 
Zugehörige Zahl BEN RE CASSA ea T RI VarC 


Zahl der Schwingungen unter din jw dern . .  3607,0000 
folglich Zahl der Schwingungen in Mulgrave 3614,63 nach der 
Rechnung. 








Berechnung der Schwere und der Länge des einfachen, 
Secunden schlagenden Pendels. 


Wir haben gesehen, dafs das Quadrat der Schwingungen des un- 
veränderlichen Pendels unter dem Aequator sich verhält zur Einheit 
wie das Quadrat der Schwingungen unter jeglicher Breite zu der ihr 
entsprechenden Schwere. 

Wir haben ferner gesehen, dafs die Einheit sich verhält zur Länge 
des einfachen unter dem Aequator Secunden schlagenden Pendels, wie 
die jeglicher Breite entsprechende Schwere zur Länge des einfachen 
Pendels, welches unter dieser Breite Secunden schwingt. Nach diesen 
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Prinzipien ist die Schwere und die Länge des Pendels, welche den Beob- 
achtungen entspricht, für jede Breite berechnet worden. Diese Rechnung 
läfst sich aber auf folgende Art sehr abkürzen: die Zahl der Schwin- 
sungen unter dem Aequator ist für die Abplattung 33; |. . 3607,02 


3 3,5571485 
deren Liosarithmus,, ‘ie o eue Je : \ 
7,1142990, 

dessen arithmetische Ergänzung . . . . . . . . . . 2,8857030, 


Pendellänge unter dem Aequator nach den Beobachtungen des 
Herrn Bouguer 439,21, deren Logarithmus . . . . 6426722. 


Beispiel für die Berechnung der Schwere und Pendellänge 
zu Mulgrave. 

Unster, constanter Lorarithmus HT. WI EU A he a. 2,8857030. 
3,5580362 
wi 

168 
Schwere 1,00414 20 tee Be v Fee: ve 20 00 DEN 
zweiter constanter Logarithmus . . . ... . . . . . 2,042672 
Länge des einfachen Pendels 441,03 . . . . . . . . . 2,0444644. 


Berechnete Schwingungen 3614,47 . 


À | ; 3,5971461 
Für 335 Abplattung ist der Logarithmus von ner I 3 5571461 
7,142922. 

Arithmetische Ergänzung, oder der erste constante Logarithmus 2,8857078, 
der zweite constante Logarithmus . . 2 . . . . .-. 236426722, 


wie für 52r 


Bestimmung der Abplattung, welche den Beobachtungen 
entspricht. | 


Man nenne 4’, 4”, A” etc. die Überschüsse der für die Breiten 
l', 1", I" berechneten Schwingungen, in Beziehung auf diejenigen 
unter dem Aequator mit 7 bezeichneten, und a’, o", a Brgy are cor- 
respondirenden, beobachteten Ueberschiisse. 

Es bezeichne y die Constante, welche der angenommenen Erdab- 
plattung entspricht, und y', y", y" ete. diejenigen, welche den Beobach- 
tungen a’, a, a" ete. Genüge leisten. | 
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Wir haben im Eingang gesehen, dafs 


Insel’, und J-.nsin?7"- A” e 
2z 2z 


Weil 2 und z sich wenig ändern, so kann man sie ohne merk- 


lichen Fehler für alle Abplattungen als beständig ansehen, wodurch 
4 


y yh sm fos pet i Nb d 
5. | n — €; nore sin = Qa", etc. 
Hieraus folgt 
2z / 
"dh: Te 
EN RE DEA 
n.sin?//" ^" 
Ferner 
aes! ff e 
yummy y =y—y=y.- 
Ueberhaupt: 
ME NK LUS. 
ie ^ 
JUST S. LA ik SI" 
it reat 
Y — y“ = RT 


ya f= 4, IDE 
und aus diesen Gleichungen folgt: 


Msn? ed, 


^i 


Whe wis a | 


AT sin? if = ES 
+ n. sin? 2 JU ANT 


Solchemnach verhalten sich die Größen 4, 4”, 4' wie die 
Quadrate der Sinusse der Breiten. Multiplicirt man also den Werth von 
y/— y" mit 4’, von y — y" mit 4 und von y—y‘ mit A” etc. und 
dividirt die Summe durch 4/+ 44-4" etc., so erhält man den Werth 
von dy, welcher für die Unterschiede y — y'; y — y" den Einflufs zeigt, 
der dem Quadrate der Breite des Beobachtungs- Ortes proportional ist. 


Diesem zufolge ist 
ib) (4 /— a^) + C4"'— a^^) + (A4^^— al) ete. ete. 
Qr y. A AVA AN ele. ete; 
Da nun 4’— 2’, AU a” etc. die Unterschiede zwischen den be- 
rechneten und beobachteten Schwingungen bezeichnen, welche wir d’, a”, 
11” 
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QUE nennen wollen, so ist überhaupt genommen, die Veründerung von y, 
d'+d + di!’ ete. 
A AULA” el etc, 

Ferner ist für 424 Abplattung y= 0,00554. Für diesen Fall neh- 
men wir die Unterschiede a’, G^, etc. aus der zweiten Tafel mit dem 
Zeichen + oder —, je nachdem sie positiv oder negativ sind, so folgt 
daraus 


welche wir dy nennen, — 


ing ddd” etc. 
Nach Laplace Mecan. cél. ist die Abplattung 0,00865 — y; die 
wahre Abplaitane ir 


ze data” ete. 


Hierbei mufs aber bemerkt ar dafs wenn die neue Abplat- 
tung von der angenommenen stark abweicht, dann auch die Werthe 
von 2 und Z sich ändern. 

In solchen Fällen mufs man eine kleine Verbesserung der durch 
die approximirte Formel pius un duis anbringen. Wenn daher 
die neue Abplattung sich 555, mehr als 337 nähern sollte, so kann man 
besser die Unterschiede d', d^, d'" etc. und die Werthe von 4’, A” etc 
aus der ersten Tafel nehmen und y — 0,005672 setzen, wodurch die Ab- 
iru ddd” ete 

= 0,002978 — 0,005672. AE d ete de 
wird. | 

Beispiel. In der zweiten Tafel haben wir fir Mulgrave 
4! = 7,45; d'=0,38, für Nutka 4” — 5,81, d’=0,62. Hieraus die 
Abplattung 0,00311—0,00554 524 == 0,00311-1-0,00103 = 0,003213 = 514, 
welche vermüge der so eben angedeuteten kleinen Verbesserungen zu 
315 angenommen werden kann. | 

Die in der südlichen Hemisphäre angestellten Beobachtungen er- 
fordern übrigens dieser Verbesserung nicht, weil die dort beobachteten 
Abplattungen nur sehr wenig von den angenommenen abweichen. Für 
diese Beobachtungen wird also ae Abplatung 


| 0,003 11 0,00554. re ESS EST — 0,00311 + 0, 294. 


= 00031442 À 


5100 


318 ' 
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3. 
Note sur quelques formules elliptiques, 
(Par Mr. N, H. Abel.) 


Ju presenté dans le second tome de ce journal plusieurs formules qui 
üennent au développement des fonctions elliptiques Qo, fa, Fa, dans le 
cas où les modules e et c sont réels. Il sera facile de tirer de ces for- 
mules d'autres formules analogues pour le cas ou e* est une quantité né- 
gative. C'est ce que nous ferons voir. 

Soit pour plus de simplicité c — 1. Cela posé, si l'on fait 


4 Y 1 
1. ha = f(5 —ba), ou DATE Et 


on trouvera aisément, en vertu de la définition de la fonction f, que 


A EN 43 


en faisant 
= Aan et c — var 


Done le module c est plus petit que l'unité, et comme on a à — y(1— c), 
b sera son complément. 


On trouvera aussi 


T -— f LAS uio folge CIS PT 
3 (s S Ve zx?)  JoV (1—e? sin? 0)? 


1€ Bf an uy, z 06 
V wa Fuer x?) ~ SoV (1—b? sin? 9)’ 
Si Yon fait 
Al Na = Yua—Xo; Ma = V(1— Na), 
on aura encore 
9. Ae cs e(5 — ba); Mc E oF(2 — ba), 
et en faisant | 


6 PAU nus Bt UM EN wo! ni 
EP AT ER | vos sin? 0)' 
on a, en vertu de (3.) 


a o 
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Considérons maintenant d'abord la formule (185.) pag. 176., qi 
donne la valeur de fa. Pour en tirer celle de la fonction Aa, il suffit de 


aye . @ 
mettre > —6.a à la place dea. Faisons « —— b.0 et pour abreger, 


| Og em ES 
alors la formule (185.) donne sur le champ: 
(eo) (sse TE) MURS ng t ptr 
A0 = A. II, a^ f 
"t ern). * (or? — (or” — p ay pn): ? 








où 
vi pa (14-5 (tbr) 
(0n nme 
Or on a 
(à ce OD ert mg rm) — CEST IUe en 
et : 


ar ENTER es (Eyre et nm 
par conséquent lexpression de A0 deviendra en PRAET 
Er Lr dcn M Ree LS 
Oi KO emat. That ibo bec Dat d dot) 


Avec la méme facilité on tirera des deux formules (184.) et (156.), en 





y faisant & =;— b.0: 


| 20 (er) (Ler?) (Lert) (1 ent) 
ERPS trate 2 hoe 
AN OEM EFerüene)-deÓnce.s8)-ce "ah 
11. RO ws di^ S8. Ue ret) Gee or) (er Ue er ne 
ie: Gre He He 3) e-7*) He rt) 2j 
où 4‘, A” sont données par les formules 
d As d 
av (Linh) gn y C tap c rms 
(TRE GT IDA 
13. „Ar 
(4 — D rr)... 
On pourra trouver d'autres expressions pour .4, 4, 4" encore beaucoup 
plus simples et qui donnerons des formules très remarquables, 


81 l'en fait dans la formule (9.): 


to ao’. 
0 pra ui ©. am 




















on aura! 


ba 


m. 
*2 


et 
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* 


. donc, en substituant, 
dd ETE coe 
c [— ftd ps 4 
c'est-à-dire, en vertu de la formule (7*.) 
x 
A aa ate 
d’où | | ^ 
E m 
—— Ve’ 
En faisant dans l'expression de X’0 


o e. 
Ü = ur ay 





ona 
w Vit = 
v9 = (7 a nn. 
et 
| e=—r, 
. donc: | : 
r ER tor A {-+7? fer x 
d — 44 ifr (ER ARE SRL id So 


d'où lon tire en vertu de I 





E YT Ve: 


Enfin si lon fait dans la formule (11.) 0— 5, on trouvera: 


MO = Va—e) = 5, e —r, 
donc 





bm Aat nr (pee) = AA rn, 
MR 

| 9Y^r 

En comparant ces valeurs de .4, 4’, 4’ à celles plus haut, on en dé 

duira ces formules: 





et par suite 
ae 


4 1—r1-—r351—r* 
14. . vc ber drt it: 
4 
» rer 
AU LU OVE en suoi: 
a 8 itr? 1--r* 14176 
4 et ON DE ae rer er t 
16. yb Y vr 1+r {tri dre 


dont l'une est une suite des deux autres. 











Si dans l'expression de A9, aprés avoir divisé les deux membres par 
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es 
1 M - o? LL 2.— — + @eeeg 
on fait 0 =0, et quon remarque que 


A 
“= 1, pour 0=0, 


on obtiendra quisqu a Ne 
d^ ve. y = tr) dr rs... 
De là on tire, en substituant la valeur de ve: 
18. Vz = (11-7) (1—72) (1-75) (1 — r9) 2. 
(1—r) 4 7)10—7)Tr).. 
= (+ Pr) Xr) rt) (ar) 
— Lana) «Qr T Qr Her er) x Qn — 1) 
A laide des formules (16., 14., 18.) il est facile de trouver l'expression 
des produits infinis 
a-tr)ı+r)(+r)..., 1—r) 1 —r)(1—r).... 
En effet, sı pour abreger on fait 
19. P= (1+r)1+r’)(ı1+r).... 
P= (1-+r)(ı+rÖ)(14+r°).... 
et qu'on ait egard à la formule 


q—3ü- qo» = GANG HG +)... = P.P, 


les formules (14., 16.) en sur le champ: 


4 1 4 8 P* 
V6 = pipe yvb=v2yTr.5; 





d'où Yon tire: b | 
Vb. Yr 1 
20. P= y. V 25). EX 


Cela donne les produits Pet P', En les multipliant entre eux, il viendra: 
| Vo 
21. 17 1 PIT r I [D coco —À Ge 
a4-50 4-704 7) 4-7) px 
De méme la formule (18.) donne, en substituant les valeurs de P, 1. 
VE = PP.a—na—nP9a-r)...., 


et de là: 
| Y. Ve he 


V2.Vr 
formule die à M. Jacobi (Tome III. pag. 193., où ce géomètre en pré- 
sente plusieurs autres très remarquables et très élégantes). 





22. A — )A—r)1—r)..., 
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Des formules démontrés précédemment on peut tirer aisément un 
grand nombre d'autres. 


En voici quelques unes de plus remarquables. 
Si l'on fait pour abréger 


kr 
23. 391 a à 
on aura P 
24, A (24) = Adoos Blei hat ide ira ha 
TT 





1 (2 ) — crea cos2a-+q* 1--29* c0s204-g° 
23. dt =2)/* v7 VES — 2q cos 24 +g?'1—2g? cos2x + qi" 


26, NL x) — vb. Bilis Mae 14-25? cos 2 x + q$ 
sc SR AC 


mm zr d 


1—2qcos2x--3?' 1—2 q3cos2x+ 9? ' 
Ces formules ont été déduites respectivement des formules 10., 9., 11., 
en changeant c en b, et en faisant ensuite 
/ / / 
Gi yd eV—1+ ery}. 
En comparant ces valeurs avec celles que M. Jacobi a données pour les 
mêmes fonctions à l'endroit cité, on parviendra à des résultats remar- 
quables. Savoir, en faisant dans la formule (3.) de M. Jacobi, Ae 
on aura: 
1 --9 d cos 2a -]- 9 q* cos 4 ac 2 q? cos 6x AS 
97 1 —2 qcos 2x + 2 q4 cos 4x —24? cos 6 x --.. 
 (14-2qc0s2 x +q°)(1+42 q3 Spree ial cos 2.3 + 919) ,. 
^. (1—2q4cos2x--9?)(1—24? cos 2x + q^) (1 — 2 q* cosas go)” 
formule qui doit avoir lieu pour des valeurs quelconques réelles de x et 
7, en supposant 9 moindre que l'unité. 


wo! 
En prenant les logarithmes des valeurs de A (2) etc., on trou- 
vera quelques réductions faciles: 


28. logA (5.2) e cde ute angor 
as 3 
29. eerie) = bet Hedge 17 5 + log cos 





+ 2 loos2.w. TZ +écosdr. ge acoshr.z 





$ | 
+2 leos2x., i1 “+ zcosdo.- ji" $0056. arte 


30. log (2 x) — Zlosht 4 o equa eam | 
: 5 UA 2108 {cos ie Typo 








Crelle’s Journal. IV. Ba. 1. Hfl. 42 
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En faisant x — 0, on trouvera: 
54. le (5) = 8. 4-2 4-4. Tia M se]: 
32. log (+) — 1 bur MEME qi ar He 
8. + pid me. 
2o 


En posant dans les formules (206.) et (207.) m. IL 2.480,: £ 29 l9 


on trouvera les expressions suivantes: 


33. (Ex) = At yg. METRE 


co ' 








1— 95 














* be a? 
T MM 


Dun EE de seeds 


Ces formules offrent peut-étre les plus simples expressions des fonctions 





34. Mes ) — dà V9. feos. c qm + cos3 x. 


co! 


 cosox. 


elliptiques en quantités connues. 
Voici encdre deux autres formules, qu'on déduira des équations 


(204.) et (206.) Tome IT. pag. 179., en y faisant « — = wx: 





4 
Ir 4 — pl—X* px ‘i r3—3x pox 4*5 pó—5x 
, Eine meet SL. — — — — OOO ay. 
39. À (co %) V vn 1+-r 1+r: + 1+75 N, 
2st. je pi :3* 2338 r9* 4 ró—5x 
“a4 Lens Be EN e OR NU 
36. À (@ x) FAR ca! t i-—r 1— 73 d- Le y OM 


ou r signifie la méme chose que précédemment. ; 


Il y a à remarquer que les quantités 7 et g sont liées entre elles 
par l'équation: 
37. logr.logg = 7°. ' 
A Yaide des expressions des modules c et 5 données plus haut, on 
pourra trouver une relation générale entre les modules de deux fonctions 
elliptiques qui sont réductibles l'une à l'autre. En effet on pourra démon- 
trer, comme je l'ai fait dans un des derniers numeros des ,, 4stronomi- 
sche Nachrichten,’ que si deux fonctions elliptiques réelles: 
83. (50) = (an FO) = f ray 
Y (1—c?sin? 0)? . Y (1— c^ sin? 0^)? 
- dont les modules c et c' sont moindres que lunité, peuvent être réduites 
lune à l’autre à l'aide d'une relation algébrique entre sin® et sin 0', on 
peut trouver deux nombres entiers 2 et 2, tels que l'équation 
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| L7 quie v 
VU au sin ? 3 6). AS dE sin? in? 0) 


xj my e ? sin? A dg pie LAURE sin? 0) 
soit satisfaite. D” est le complément de c’, savoir )/ = y'(1— c^). 
Si cette condition est satisfaite on pourra toujours déterminer 
sin 0’ algébriquement en sin@ de manière que 
40. F(c!, 0^) = a. Fle, 0), 

ou @ est un coefficient constant. 

. Cela posé, désignons par o^, o", r‘, 9‘, les valeurs de w’, a’, r, qs 
qui répondent au module c’, on aura en vertu de la formule (14.): 


Ve! = (1 EE € 1) 
— AIR) TE). 
ou “=e 57, Mais l'équation (39.) donne: 
w! n ww! 
o mo? 
donc | 
D-—em a 
c'est - à- dire: t 
= 7" 


Donc on a ce théorème: 
Une fonction elliptique réelle étant proposée, si son 
module c est donné par la formule: 
4 (1—7)(1—r*5)(1—:r5) 
th We = Gr) rE) 
on aura le module de toute autre fonction P areas réelle, 
réductible à la premiére, en mettant au lieu de r la puis- 


70" 


sance r", où 2n et m sont deux nombres entiers et positifs 
quelconques, cest-à-dire, on aura, en désignant par c’ le 
module de la nouvelle fonction: 


45. _ (dm) (I mg n).. et 
(12.7) (147 m) (1455 n). N 
43, Ve RW Oy Ed AT. PTT 


1-3 dixe 1-3 7777 
on aura encore la formule suivante: 


En faisant 


127 
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44. fc — V2. Va". 2149” P EE d 14g? 

| Dg dg? tH" 

Dans le cas particulier ou le module c est Yi, on a o' =o’, donc: 
r=e”=ıg. 


jm" 


De là il suit 
que le module c de toute fonction elliptique réelle, qui est 


100 la 
reductible ä la fonction! f 1 Sn? 0)? est donné par 
formule: 

4 4.— sur RL 1 — eur 
PVR UF isk au CU Re un! 
Ast 67r 
ee es rt bp ser 





1--e ^ ite ^ 1-Le ^ 


où @ est un nombre rationnel quelconque. 


Au reste c pourra toujours être exprimé dans ce cas en termes 
finis à l'aide de radicaux. | 


Si l'on suppose j^ — c, on a c=), o" =a‘, o^ — w', mais: 


"TI ER! m o wer o? 
donc: 

w’ y^ 

Pr 357 mili Y He 


De là nous concluons: ; 

Si deux fonctions elliptiques réelles, dont les modu- 
les sont leurs complémens réciproques, peuvent étre rédui- 
les l'une à l'autre le module sera donné par la formule: 

sx L— —aYu 12 —3nV u TE —5nzVY u 
46. ve = aE DEL Weel X NEE EDEN : ec n 
1--e—Y u 1-Fe-Y n Í-4-e-2Y n 
et son complément à par celle-ci: 
5 7L 
1—e. Yn doce Ys 4850 Ve 
Ne DU Seay EVE. LEUR" 
Vtg’ va Aer Va fie. VE 
où p est un nombre rationnel quelconque. 


4 
VL Vb = 








Nous ajouterons qu'on a en méme tems: 
48. Fb, 6) = X24 (e, 0), 
où # est un autre nombre rationnel. 


3, Abel, Note sur quelques formules elliptiques. 93 


Cela donne immédiatement le théoréme suivant: 
$81 l'équation différentielle 
49 X MSN CY poi s qoo UD 
Y (4 — By?-- Cy*) Y (4 4- Bx? --Cx^) 
est intégrable algébriquement, il faut nécessairement que 
le coefficient @ soit égal à la racine carrée d'un nombre ra- 
tionnel et positif, en supposant que les quantités 4, B, C, et a 
soient réelles; et si a a cette forme, on pourra trouver une 
infinité de valeurs convenables pour 4, D, C. 
Nous terminerons ces remarques par la démonstration d'une for- 
mule curieuse, qu'on tire de l'équation (20.): savour de la formule 


a+na+matnm.. = v. 


En y changeant c en 5, b se changera en c, et r en 9, donc: 


eso) cra gon oy are. 





Vbo) 
En PA ces formules, on voit que l'équation 
1 
50. ANAEMIA. = g-a o0 DF D 
f 


a lieu toutes les fois que les quantités r et g sont moindres que l'unité 
et qu'elles sont liées entre elles par l'équation ] 
| log r.log 9 ==. 
Il MESA un grand nombre de relations semblables entre yet r, par 
exemple la suivante: 


! 1 - ) à 1 [4 9 6 
/|log (=)] (Erp Po pL.) — V [tog (| (bt gt UE 0-95...) 
qui est due à Mr. Cauchy (Exercices des mathématiques). On pourra 
la déduire de la formule 


VS A darin s 


donnée par Mr. Jacobi, en y changeant c en 5. 
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Note sur les intégrales définies. 
(Par Mr. Lejeune - Dirichlet, prof. de mathém.) 





Quoique les intégrales qui font l’objet de cette note, soient comprises 
eu grande partie parmi celles dont Mrs. Poisson et Cauchy et d'au- 
tres savans ont déterminé les valeurs dans ces derniers temps, je me flatte 
que cette nouvelle maniére d'y parvenir pourra interesser les géomètres 
par son extréme simplicité. Le procédé dont je fais usage, est fondé 
sur la propriété connue des intégrales doubles, d'étre indépendantes de 
l'ordre dans lequel les deux intégrations sont effectuées. C'est une exten- 
sion de la méthode dont Mrs. Laplace et Poisson ont fait un emploi 
si heureux dans la théorie des intégrales définies. Mais si l'on doit con- 
venir que la méthode dont il s'agit a acquis son importance principale 
par les applications ingénieuses que les géométres cités en ont faites, 
la justice exige aussi d’attribue: à Euler la premiere idée de faire ser- 


vir la propriété enoncée des intégrales doubles à l'évaluation des intégra- 
les définies simples *). 





Si l'on désigne par & et 7; deux constantes positives, et que l'on 
adopte la notation de Mr. Legendre, on aura par le simple change- 
ment de ky en v, 
les limites étant zéro et l'infini positif. Euler a été conduit par lin- 
duction à remplacer la constante réelle & par une quantité de la forme 
k-+-6/—1, la partie réelle étant toujours positive, sans quoi l'intégrale 
deviendrait infinie. 11 a obtenu de cette manière l'équation suivante 

[et 0V um y — SED LITE 
Jo 4 (k + 0v — 1)? | 
qui a été verifice depuis par M. Poisson *"*)  L'équation précédente a 


——— — À 





*) Novi Comment. acad. Petrop. tom. XVI. 

**) Pour éviter toute ambiguité, il convient de fixer le sens de quelques signes. Les lettres 
k et 6 désignent deux quantités réelles et la première de plus positive, la notation Lk 4- 6 y7— 1) 
servira a remplacer l'expression /(r) 4- 9 y^— 1, r étant la quantité positive Y (k? + 42) et @ l'arc 


1 
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non seulement lieu pour des valeurs réelles et positives de 77, mais elle 
subsiste encore quand méme 77 serait imaginaire, pourvu qu'alors la par- 
tie réelle de mm fût toujours positive. C’est ce qu'on peut démontrer fa- 
cilement par le méme procédé qui a servi a la vérifier dans le cas de 
m réelle. Si donc nous désignons par p une quantité soumise à la seule 
restriction d'avoir Sa partie réelle positive, nous avons 


at 21 | Ip) 
Dr = epa ay 


Si l'on remplace dans cette derniére formule la quantité réelle queleon- 
que Ó par x + /, x et / étant des quantités réelles quelconques, et qu'on 
écrive ensuite simplement # à la place de £-]- / y/— 1, il viendra celle-ci 


e 
a) [Een pty m ger, 

ou x désigne une quantité réelle et £ et p sont deux quantités soumises 

à la restriction d'avoir leurs parties réelles positives. 

Outre la formule précédente, nous aurons encore besoin d'une au- 
tre formule dont on est redevable à Mr. Laplace. La constante « étant 
réelle et positive et 5 désignant une quantité soumise à la restriction d'a- 
voir sa partie réelle positive, la formule dont nous parlons, est celle-ci: 


Oo 
cose 2o 7t 
7 0x —\é et, 
Tas b? + x ane b 


Nous l'écrirons d'une maniére un peu différente, en remplaçant cos ax 


oo 
J i LR sin œ x 
ar e-7*Y —, ce qui est permis l’ıntesr lef —-———— 
P ; q p , era Le b* Lx? 
posée d'élémens égaux deux à deux, mais de signes opposés, étant évi- 
demment nulle. Nous avons donc M 


(A). Hp. A E tent 
o, 5? + x? b 


L'équation (3.) subsistant pour toutes les valeurs réelles de x, on peut 
intégrer ses deux membres par rapport à cette quantité entre des limites 
quelconques, apres les avoir multipliés par Ox et par une fonction quel- 
conque de x, 


Ox, qui est com- 








" 
compris entre + et = déterminé par l'équation tg(g) = E Les suppositions précédentes 
étant conservées, et g désignant une quantité quelconque réelle ou imaginaire, (k 4- 9*y^— 1)! in- 
diquera la quantité elt 9V"—1). = egi 9 Y 1, En vérifiant l'équation (2.), on 1rouve que cette 
équation n’a lieu qu'autant qn'on attache à la notation (k--5/7— 1)" le sens que je vais de 
définir. 
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[ AL eV 3 
Si l'on multiple les deux membres par DIE Ox (c étant réelle et 


positive et 5 conservant sa signification précédente) et qu'on intègre en- 
suite depuis 4 == — oo jusqu'à x — oo, on aura: 


= etety)«V - =F e-xV —ı : Qm 
—ky nM SPD UB x) 9; — p 5 
fe hh = Br y= I(p) (ta V —1)P' b? Lx? 
Comme c+ y est positive (y ne devant recevoir que des valeurs positives 
dans l'intégation relative à cette variable), on aura en vertu de la formule (4): 
e-te+y)xV —ı 
— 2" pve by 
es dx — —e e», 


La substitution de cette valeur dans le premier membre le réduira à 


cefte quantité: 
qm eoe er P71 9 y 
Xr AA J y? 


ou ce qui est la méme chose d’après l'équation (2.), la partie réelle de 
b+ k étant évidemment positive: 
| a J'(p) eb 
b(b--k)P ' 
Egalant cette quantité au second membre et effacant le facteur Z(p) qui 
se trouvera commun aux deux membres lon aura définitivement 


(5.) dre EU T. Qu. X uo Ter. 

(k-d-acY —1)'b--x* ^ b(b-d-k): 
En particularisant les constantes de cette formule, on obtiendra toutes cel- 
les dont il est question dans le Mémoire sur les intégrales définies que M. - 
Poisson a inséré dans le 18""* cahier du journal de l'école polytechnique. 


J’accentue maintenant les lettres / et p dans l'équation (3), je mul- 
üplie ses deux membres par la quaniite qui se trouve sous le signe 
somme dans la formule (5.) et je les intègre ensuite depuis x = — x 
jusqu'à x — oe. j 

On effectuera la double integration comme on Ya fait ‘pour obtenir 


l'équation (5.) avec la seule différence qu'au lieu de s'appuyer sur la for- 
mule (4), il faudra s'appuyer sur l'équation (5.). * 


Tout calcul fait, on trouvera 


meer Elo i n re ditate FU NM, Ui ur 
uf ER bi ae? (Kk + x V— 1)P (era V — hp" ar “(BLK (bE RP 


Eu continuant de procéder ainsi, on arrivera à cette formule 
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g-cxY —ı 1 1 1 
(6. I Fa b? ba?" (K--a Y — 1)? 1)P" (hE xv -— 1)» (kx Y — 1)" iy^ 0X 
ibus peo 1 1 1 
— 77 j£ UE (b (b + KP" (EFT 2 eee 


dans laquelle les facteurs de la forme sont en nom- 


CRETE VE 
bre quelconque. Il faut se rappeler, que c désigne une quantité positive 
et que b, b, p, E', p', k", p, .... ou du moins les parties réelles de ces 
quantités sont également positives. 

La formule (6.) fournit un grand nombre de conséquences; je me 
. contenterai d'en indiquer une seule. | 

Si l'en désigne par A une quantité positive süpériGure à l'unité, ou 
une quantité imaginaire ayant pour partie réelle une telle quantité, et 
par x une quantité réelle quelconque, la partie réelle de la quantité 


Lh -]- x y^ — 1) 


sera positive *). 

On pourra parconsequent mettre cette expression à la place de 
+0) —1 dans la formule (2). On aura ainsi, en remplaçant de plus 
P par 9 (g étant une quantité du méme genre, c'est-à-dire soumise aux 
mémes restrictions que }) 


Le. Su ra Boel ACIER 
(1) fie Try ac Ter ze [Ihr Y —i1)p? 


ou sı l'on éerit simplement à la place de et xXY —1) 


1 
(h-- x V — y 
Ir Yu Bw vox DD CR. ei 
R+aevVv—iy I! 0d dGcxeY fy 
Je multiplie les deux membres de cette derniére équation par la quan- 
tité qui se trouve sous le signe somme dans l'équation (9.) et je les in- 
tegre ensuite depuis «== — © jusqu'à x = oc 


RER © ,—ex y^ —ı 1 1 1 
Jr her Pu rev rev =D pe =D 02) 


SOA AR een sc ee 
b?- x? ee (ka V. — 1)P' La av — 1)]" 
l'intégrale relative à x du premier membre s'obtient au moyen de la for- 
mule (6.), y étant positive. En l'effectuant, le premier membre se reduira a 


*) Soit h — m4- ny —1, m et n étant réelles et m de plus positive et >1, la partie réelle 
e 1(h -- 5c y7—1) ou ce qui revient au méme, de 7 [m 4- (n 4- x) V^—1] sera zl fm? + (t 4- x)?], va- 
leur qui sera toujours positive, attendu que la quantité m?-+(n-+ x)? ne pourra jamais s'abaisser 
ou dessous de la quantité positive m?, et à fortiori pas au dessous de l'unité, m étant >1. 
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aec 1 1 1 eye, 
Vb. CES NES 7 A SER ty" ** s (b + op Ay. 


Si l'on met dans cette quantité à la place de CHR: qui y entre, sa 


valeur ab or TERT qu'on légale au second membre de l'équation précé- 


dente et qu'on efface le facteur commun J/g), on aura 
ca d 1 di \ Ox 
© Loaiza ( (ka Y 1) (kbar Y — DP” e) [(A4-x Y —1)f 


Eu zen 1 1 p 1 

0 NG HR vem 
Si l'on accentue les lettres 2 et y dans la formule (7.), qu'on multiplie les 
deux membres par la quantité qui se trouve sous le signe somme dans 
l'équation (8.) et qu'on les intégre ensuite depuis x == — oo. jusqu'à x — cc, 
on arrivera à une formule semblable à la formule (8.), dans laquelle il 
y aura sous le signe / deux facteurs de la forme 

jue CP ONT 
[(h-4-x Y —1)]9?  [2(k' -- ac V —1)]"" 

On pourra introduire de cette maniére un nombre quelconque de ces fac- 
teurs, ce qui donnera la formule 


(9.) Kon 1 el ) 1 aie icf Jas 
Ib? op PN KEV LP RP AR Y —1)] [Ui AV I" 





= T uode Gea rer) 
= (spp oer) neo Bote 


dans WES on suppose c positive, les parties réelles des quantités 5; 


hy A e ee asy pis (TA. de 551 0708 St Ste PELA ER RR 
lement MEN et les parties réelles des quantités de la m série 
suat os fpa | de plus supérieures à l'unité. : 
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5. 
Auflösung einer analytischen Aufgabe. 
(In Folge der Aufgabe 7. S. 99, des dritten Bandes dieses Journals.) 
( Von. Herrn. Th. Clausen zu. Altona. ) 


Die Gleichung einer krummen Fläche zwischen rechtwinkligen Coor- 
dinaten sei gegeben: i | 
1. pOox--g0y--roz — 0, 
man soll in der Fläche eine Curve so ziehn, dafs die z für gleich lange 
Bogenstücke der Curve, gleich viel von einander verschieden sind, oder 
dafs 
JV (Cx? Oy? Oz!) = n Az, 


wo x und A Constanten bedeuten, und À nicht grôfser als 1 ist. 


Erhebt man die erste dieser Gleichnngen und das Differential der 
zweiten ins Quadrat, so hat man folgende: | 
pox*-d-2pgO0xO0y--g0y*-—r"oz, 
dx: + Oy? = (N—1)07, 
die letztere mit p®-+9° multiplicirt und von dem Producte die erste ab- 
gezogen giebt: | 
g 0x —2pg 0x y + po y* = (M—1)(p +902; 


3. g0x—pOy—v[(W—12( T 29182 = 0 
Eliminirt man nun zwischen den Gleichungen 1. und 3. 0z und 
substituirt in die daraüs entspringende den aus dem Integral der Glei- 
chung 1. folgenden Werth von z, so erhält man eine Differentialglei- 
chung zwischen x und y, deren Integral die Gleichung der auf der Ebene 
der x und y projicirten Curve giebt. 


oder 
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6. 
Lehrsatz (zu beweisen). 


(Vom Herrn Prof. Gudermann zu Cleve.) : 





Sind zwei eckige Körper (Polyeder) K, K' (die Anzahl der Ecken eines 
jeden sei €) symmetrisch (symmetrisch gleich), so kann jeder in eine 
Menge m von kleineren Körpern so getheilt werden, dafs die des einen 
einzeln congruent sind denen des andern. Die Menge m, die beliebig ver- 
grofsert werden kann, ist z. D. 

m = o&(e— 2) 


Bezeichnet ferner e die Menge. der an einem solchen Körper um 
irgend einer Ecke E herum, ihr zunächst liegenden Ecken (jede. von 
ihnen muís mit der Ecke E immer zu einer und derselben Grenzfläche 
gehören), so ist auch | 

m == 12(2e—e — 4). 

Dieser Ausdruck ist offenbar ein Minimum, wenn die Ecke E unter allen 
Ecken des Körpers X eine solche ist, für welche e nicht grolser sein 
kann. Fur eine Pyramide ist z. B. e— e— 1 und also m= 12(e —3). 
Ist X ein prismatischer Körper mit nicht parallelen Kanten,‘ so ist 
ee +2 und also m — 18(e — 4). Das vorhin bezeichnete Minimum 
ist indessen nicht immer ein solches. Es leidet Ausnahmen bei Körpern 
von besonderer Beschaffenheit. 








Von den metrischen Relationen im Gebiete der. 


Lineal- Geometrie. 
(Vom Herrn Prof. Möbius zu Leipzig.) 


Die Geometrie der geraden Linie oder die Lineal- Geometrie, ein Aus- 
druck, dessen sich zuerst der scharfsinnige Lambert *) bedient zu ha: 
ben scheint, enthält alle diejenigen geometrischen Aufgaben, die sich 
blofs mit Hülfe des Lineals, ohne Anwendung des Zirkels, lösen lassen; 
und beschränkt sich eben so nur auf diejenigen Eigenschaften einer Fi- 
gur, welche aus den Bedingungen hervorgehen, dafs drei oder mehrere 
gewisse Puncte der Figur in Einer Geraden liegen, oder dafs drei oder 
mehrere gewisse Gerade sich in Einem Puncte schneiden; auf Eigen- 
schaften also, welche eine Figur unverändert beibehàlt, wie auch ihre . 
Theile die Lage gegen einander ändern mögen, nur dafs jede drei oder 
mehrere Puncte, welche Anfangs in einer Geraden lagen, auch fortwäh- 
rend in einer Geraden bleiben. Die Beziehung, welche zwischen der so 
geänderten Figur und der anfänglichen statt findet, habe ich in meinem 
Berycentrischen Calcul Gollineations- Verwandtschaft genannt 
und von iur im 2ten Abschnitt, 5. — 8. Cap. gehandelt, 

| Es ist diese Beziehung oder Verwandtschaft, so lange nur von ebe- 
nen Figuren die Rede ist, einerlei mit derjenigen, welche zwischen ei- 
ner ebenen Figur und ihrer perspectivischen Projection auf eine andere 
Ebene obwaltet. Liegen nemlich drei Puncte der erstern Figur in einer 
Graden, so sind immer auch ihre Projectionen in einer Geraden enthal- 
ten, in derjenigen, worin die letztere Ebene von einer durch das Auge und 
die erstere Grade gelegien Ebene geschnitten wird. Und umgekehrt läfst 
sich zeigen, dafs von zwei ebenen Figuren, welche in jener Verwandt- 
schaft zu einander stehen, die eine immer als perspectivische Projection 
der andern angesehen werden kann (Bar. Calc. §, 230. Anmerk.). Doch 
habe ich von dieser an sich sehr fruchtbaren Ansicht in genannter Schrift 


* Lamberts freie Perspective. Anmerkungen und Zusätze S. 162. 
Crelles Journal. .1V. Bd. 2. Hft, 14 
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keinen Gebrauch gemacht, da mir theils der Hülfsbegriff des Augen- 
punctes zu fremdartig schien, theils diese Ansicht bei Figuren im Raume 
nicht füglich mehr anwendbar ist. Ich bin daher a. a. O. von der ge- 
genseitigen Beziehung der Figuren nach der geraden Linie unmittelbar 
ausgegangen, habe damit die hierhergehörigen Relationen, die graphi- 
schen, so wie die metrischen, entwickelt, und habe, was insbesondere die 
metrischen anlangt, den allgemeinen Character derselben, ihre verschie- 
denen Formen und gegenseitige Abhängigkeit zu bestimmen gesucht. 

Da ich mich aber bei diesen Entwickelungen der barycentrischen 
Rechnung bedient habe, und hierdurch, so wie durch die neuen dabei ge- 
brauchten Ausdrücke, Mancher von einem näheren Eingehen in meine Un- 
tersuchungen zurückgehalten werden mag, gleichwohl aber die gefundenen 
Resultate für die Geometrie nicht ohne einigen Werth sein dürften, so hat 
es mir zweckmalsig geschienen, die gedachten Gegenstände im Vorliegen- 
den mittelst der gewöhnlichen Coordinatenmethode, und somit allgemein 
verständlich, von Neuem zu behandeln, und dieses um so mehr, da die lineal- 
geometrischen Untersuchungen in neuester Zeit, besonders von französi- 
schen Mathematikern, mit einer Art Vorliebe betrieben zu werden scheinen. 

Aufserdem aber, dafs hier nur die gewöhnliche Coordinatenmethode 
zum Grunde gelegt ist, unterscheidet sich gegenwärtiger Aufsatz von dem, 
was oben erwähnte Schrift über diese Gegenstände enthält, durch meh- 
rere neu hinzugekommene Bemerkungen, besonders aber durch die am 
Schlusse aufgestellten metrischen Relationen bei Kegelschnitten, die ich 
erst neuerdings gefunden habe. Um übrigens diesem Aufsatze einen nicht 
zu grofsen Umfang zu geben, habe ich mich blofs auf ebene Figuren be- 
schránkt. — Die citirten $$. beziehen sich auf den Baryc. Calcul. 

1) Von zwei Ebenen, deren gegenseitige Lage hierbei nicht in Rück- 
sicht kommt, entspreche jedem Puncte der einen Ebene ein Punct in der . 
andern so, dafs für jede drei Puncte der einen Ebene, welche in einer 
Geraden liegen, die entsprechenden drei Puncte der andern ebenfalls in 
einer Geraden enthalten sind; dafs folglich; wenn man in der einen 
Ebene eine Gerade zieht, die den Puncten dieser Geraden in der andern 
Ebene entsprechenden Puncte gleichfalls eine Gerade bilden; oder kür- 
zer, dafs jeder Geraden in der einen eine Gerade in der andern (folg- 
lich auch jeder krummen Linie in der einen eine krumme, nicht gerade 
Linie ın der anderen) entspricht. 
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| 2) Um dieses gegenseitige Entsprechen der Puncte beider Ebenen 
analytisch auszudrücken, ziehe man in jeder derselben zwei sich unter 
beliebigem Winkel schneidende Coordinatenaxen, und nenne x, y die 
Coordinaten irgend eines Punctes der einen Ebene; /, u die Coordinaten 
des entsprechenden Punctes der andern. Hiernach müssen ¢ sowóhl als 
u Functionen von x und y sein: 

| í t= F(x,y), u = G(v,y). 

Um die Formen dieser Functionen auszumitteln, nehme man an, 
es sei in der Ebene der ¢, u irgend eine gerade Linie gezogen, deren 


Gleichung: 
at-d-Qu-dy = 0. 
Die Gleichung für die entsprechende Linie in der Ebene der x, y wird 
sein: 
1) aF(@,y) +0 G@y)+y = | 
Da nun diese Linie ebenfalls gerade sein soll, so mufs die Glei- 

chung. (1.), so wie sie nach c, ß, y linear ist, auch nach x und y linear 
sein. Die allgemeinste Form einer solchen Gleichung ist aber: 

2) ea by -Fo)-- BC xg y + Ry (mmy n) 0, 
wo in dem letzten Gliede der Coefficient von x weggelassen ist, indem 
man sich mit demselben alle übrigen Coefficienten oe, b, . . m, n divi- 
dirt vorstellen kann. Aus der Identität der Gleichungen (1. und (2) 
für alle Werthe, welche man den Constanten «, (9,  ertheilen mag, 
folgt aber: \ ZT ANR TON +: 

) A ax c gy--A 

3) Fay=t= RES, (sy) uem Eros 


und hiermit sind die Formen der Functionen, welche ¢ und wu von 2, y 








sein müssen, vollkommen bestimmt, 

3) Drückt man mittelst der Gleichungen (3.) umgekehrt x und y 
durch ¢, u aus, so wird man Ausdrücke von derselben Form wie die vo- 
rigen erhalten, nemlich Brüche, deren Zähler und Nenner lineare Functio- 
nen von £ und uw, und deren Nenner überdies einander gleich sind; woraus 
zu schliefsen, dafs wenn jeder Geraden in der Ebene der £, w eine Gerade 
in der Ebene der x, y entspricht, auch umgekehrt jede Gerade der letz- 
tern Ebene eine Gerade in der erstern zur entprechenden Linie hat. 

Eben so erhellet, dafs die Gleichungen (3.) ihre Form nicht an- 
dern, wenn statt x und y oder statt ¢ und uw Ausdrücke von der Form 
dx+ey +8 oder A£4- pu -]-v gesetzt werden, d. h. wenn man statt der an- 

14* 
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fánglichen Coordinatenaxen: beliebige andere Linien zu Axen wählt; wie 
dies auch schon aus der Natur der Sache folgt. 


- Aus der Gleichung (3.) geht weiter hervor, dafs einem in end- 
licher Entfernung vom Anfangspuncte der Coordinaten .gelegenen Puncte 
der einen Ebene, in der andern auch ein unendlich entfernter Punct ent- 
sprechen kann, und dafs einem unendlich entfernten Puncte der einen 
Ebene im Allgemeinen ein endlich gelegener in der andern entspricht. 
Ueberhaupt nemlich werden alle unendlich entfernten Puncte der Ebene 
der £, u, in der Ebene der x, y durch die Puncte der Geraden vorgestellt, 
deren Gleichung x--77 y-]-2 — 0 ist; und eben so giebt es eine gewisse 
Gerade in der Ebene der /, u von der Beschaffenheit, dafs jeder Punct 
der Ebene der x, y, welcher einem Puncte dieser Geraden entspricht, 
unendlich entfernt ist. — Bei der perspectivischen Projection ist diese 
Gerade einerlei mit derjenigen, in welcher eine durch das Auge, parallel 
mit der abzubildenden Ebene, gelegte Ebene die Tafelebene schneidet. 


Von zwei oder mehreren Linien, welche mit einander parallel lau- 
fen, sind daher die entsprechenden Linien nicht ebenfalls einander parallel, 
sondern schneiden sich in einem Puncte. Jedem Systeme paralleler Li- 
nien in der einen Ebene gehört daher in der andern Ebene ein Punct zu: 
der Durchschnittspunct der den Parallelen des jedesmaligen Systems ent- 
sprechenden Geraden. Alle diese Puncte aber sind in einer und derselben 
Geraden enthalten, in der Geraden, deren Puncte den unendlich entfern- 
ten Puncten der erstern Ebene entsprechen. 


4) In den zwei Gleichungen (3.) kommen acht von einander un- 
abhängige Constanten a, b, c, f, g, h, m, n vor. Sie lassen sich bestim- 
men, wenn man von vier Puncten in der einen und den vier ihnen ent- 
sprechenden Puncten in der andern Ebene die Coordinaten kennt. Substituirt 
man diese der Reihe nach für x, y, t, u in den Gleichungen (3.), so erhält 
man 4 solcher Paare von Gleichungen, woraus sich die 8 Constanten, durch 
die Coordinaten der vier Paare sich entsprechender Puncte ausgedrückt, ab- 
leiten lassen. Auch können nunmehr für jeden fünften durch seine Coordi- 
naten gegebenen Punct der einen Ebene die Coordinaten des entprechen- 
den Punctes in der andern gefunden werden. Man bemerke nur noch, 
dafs,. wenn jene Bestimmung der 8 Constanten ausführbar sein soll, von 
den anfänglichen vier Puncten in der einen, und folglich auch von den 


^ 
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vier ihnen entsprechenden in der andern Ebene, keine m in gerader 
Linie liegen dürfen. 


Wenn daher die Puncte zweier Ebenen in die jetzt in Rede stehende 
lineare Beziehung zu einandar gesetzt werden sollen, so nehme man ir- 
gend 4 Puncte 4, B, C, D in der einen und beliebige 4 Puncte 4‘, B’, 
C', D' in der andern Ebene, — nur dafs weder von den 4 erstern, noch 
von den 4 letztern irgend 3 in einer Geraden sind, — und setze sie einan- 
der entsprechend: 4° dem A, ... D' dem D. Hiermit ist für jeden fünf- 
ten Punct E der einen Ebene der Ort des entsprechenden fünften E^ in der 
andern vollkommen bestimmt. Zwischen je vier Puncten, — dies folgt 
daraus schlüfslich, — und den ihnen entsprechenden, wo weder von jenen 
noch von diesen vier Puncten irgend drei in einer Geraden sind, kann 
daher keine hierhergehórige metrische Relation noch nicht statt finden, 
wohl aber wenn ein fünftes oder noch mehrere Paare sich entsprechen- 
- der Puncte hinzu kommen. _ | 

5) Um jetzt diese Relationen zu entwickeln, wollen wir von dem 
speciellen Falle ausgehen, wo die in Betracht zu ziehenden Puncte der 
einen, und folghch auch die entsprechenden in der andern Ebene, in ge- 
rader Linie liegen. Heifsen X, X, X", . .. die Puncte in der Ebene 
der x, y, und 7, 7’, 7", .. . die ihnen entsprechenden in der Ebene 
der ¢, u. Weil in jeder der beiden Ebenen die Coordinatenaxen nach 
Willkühr gelegt werden kónnen, so werde die Axe der x durch die 
Puncte X, X', .. . und die Axe der 7 durch die Puncte 7, 7", . . . ge- 
zogen. Seien hiernach die Abscissen von X, X, ... resp. =, x^, . ..; 
und von 7, 7’, ... resp. — £, t’, .. ., so hat man, weil die Ordinaten 
(y und z) für die einen sowohl als die andern Puncte null sind, folgende 
Gleichungen: : 
Mis. Cin whan (yh ax! d- c t^ — a x! © 

cn? tn? | er x dna? 
Da in jeder derselben von den obigen acht Constanten nur drei noch 
vorkommen, so wird man durch Verbindung irgend vier solcher Glei- 
chungen eine Gleichung zwischen den Abscissen von vier Paaren sich 
entsprechender Puncte allein erhalten kónnen. Da ferner durch Annahme 
- anderer Anfangspuncte in den Axen der x und ¢ jene Gleichungen zwi- 
schen # und x ihrer Form nach offenbar unverändert bleiben und nur 
die darin vorkommenden Constanten a, c, 2 andere Werthe erhalten, 50 


etc. 
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wird auch die durch Elimination dieser Constanten hervorgehende Glei- 
chung von den Anfangspuncten der Abscissen unabhängig sein und nur 
solche Grófsen enthalten, wodurch die gegenseitige Lage der Puncte X, 
X, ... und Z, 7^, ... selbst bestimmt wird. 


Liegen daher die in Betracht gezogenen Puncte der. einen ia 
folglich auch die entsprechenden Puncte der andern Ebene in gerader 
Linie, so wird zwischen je vier Paaren derselben eine metrische Rela- 
tion obwalten, Die zu ihrer Herleitung erforderliche Elimination von a, 
c, n lafst sich durch folgende Rechnung bewerkstelligen. 

Zuerst hat man: 


Le (ariss d) Ca (x — x) (an — c) (2 


t A Í : LE t! — = A 
~~ (a+n)(@’+n) (a! En) (x^ 4-2) 
und daher | 
U—t _x'+n x’ —x 
Mist TT an aa? 
und eben so 
vH —t x ten a! — y 
t Lu zm xn ara? 
‚folglich 
Goo re To) a — © at — x 


(Lu a Tu t Latin 

Ist nun M der Anfangspunct in der Axe der /, so hat man £ — MI, 
= MT", t" — MT", etc., von welchen Linien je zwei, wie M7 und 
MT", einerlei oder entgegengesetzte Zeichen haben, je nachdem die Puncte 
T und 7" auf einerlei oder verschiedenen Seiten von M liegen. Hier- 
durch wird //— £ — 777", t'"— 5! — T'T", etc., von denen man daher 
wiederum je zwei, wie 77" und 7'7", mit einerlei oder verschiedenen 
Zeichen zu nehmen hat, je nachdem die durch die Stellung der Buch- 
staben zugleich angedeuteten Richtungen, von Z nach Z" und von 7". 
nach 7", in der Axe der ¢ einerlei oder einander entgegengesetzt sind. 
Auf gleiche Art ist x'— x = XX’, etc. in der Axe der x; die gefundene 

Proportion aber erhàlt die Gestalt: 

| TT» UBER Y LN NM 
TT: TUT RAK XX 

6) Für drei Puncte 4, B, C der einen Ebene, welche in einer 
Geraden liegen, können daher, — so lange noch keine andere Paare sich 
entsprechender Puncte angenommen worden, — die entsprechenden Puncte 
4, B', C! in der andern Ebene nach Belieben gewählt werden, nur dafs 
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sie ebenfalls in einer Geraden sind. Für jeden vierten Punct D in der 
Geraden ABC ist alsdann der entsprechende Punct D' in der Geraden 
A'B'C' durch die. Proportion bestimmt: | 
AB AD __ A'B! AD 
| " BC'DC: BC DC? 
wn NE Wwe vorizen Z7, 4, X. X» mit 4, B,.., 4, D us ver. 
tauscht sind. | 
Das erste Glied s ist, wie aus dem vorhin Gesagten erhellet, 


positiv oder negativ, nachdem B zwischen oder aufserhalb 4 und C liegt, 
und drückt das Verhältnifs aus, nach welchem die Linie 4C im Puncte 
B geschnitten wird. Dasselbe ist auch auf die drei übrigen Glieder der 
Proportion anzuwenden. 

B AD 


Das Verhaltnifs at bin 


nifs zwischen den Verhältnissen, nach welchen die Gerade .4C das eine 
Mal in B und das andere Mal in D geschnitten wird. Ein solches aus 
vier Puncten in einer Geraden sich gence Verhaltnifs habe ich ($. 182.) 
Doppelschnitts-Verhaltnifs genannt." 


Da, wie die Folge zeigen wird, alle bei der Lineal-Geometrie 
vorkommenden metrischen Relationen aus D.Verhältnissen (Doppelschnitts- 
- Verhältnissen) zusaramengesetzt sind, oder sich doch auf solche zurück- 
führen lassen, so sah ich mich zur Einführung einer abgekürzten Schrei- 
bart veranlafst. Zu dem Ende drückte ich ein D.Verhältnifs blofs da- 
durch aus, dafs ich die vier Puncte, als den ersten und zweiten Grenz- 
punct der geschnittenen Linie, den ersten und zweiten Schneidepunct in 
der genannten Ordnung neben einander setzte, sie durch Commata un- 
terschied und mit Haken einschlofs ($. 183.) und hiernach das vorige 
D.Verhältnifs also darstellte: (4, C, B, D). 

Das einfachste Beispiel eines D. Verhältnisses giebt die bekannte 
harmonische Theilung. Eine Linie 4B wird in € und D harmonisch 
getheilt, wenn sie in C und D nach gleichen Verháltnissen getheilt wird, 
nur dafs die Exponenten dieser Verhältnisse entgegengesetzte Zeichen ha- 
ben, dafs mithin von den zwei Puncten C und D der eine innerhalb, der 
andere aufserhalb 4 und B liegt; also in Zeichen, wenn 


HE an AC AD 
AC:CB = —(AD:DB), di Zy:mg = 


ist daher nichts anderes, als das Verhält- 


— 1; 
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oder, nach der kürzeren Schreibart, wenn 
(4, B, C, D) = — 1. | 

m) Das in Nr.5. erhaltene Resultat können wir jetzt kürzlich so 
ausdrücken: Jedes D.Verhàltnifs zwischen vierPuncten einer 
Geraden in der einen Ebene ist dem aus den entsprechenden 
Puncten der andern gebildeten D.Verhältnisse gleich. Ha- 
ben daher 4, B, ..., 4’, B', .. . dieselbe Bedeutung wie in d 6., so ist: 

Mats, 6. Dues (A, BS C',- D^). | 

Hiemit kann, wie schon. dort bemerkt wurde, wenn von diesen 
8 Puncten 7 gegeben sind, der 8te gefunden werden. Auf E die Art 
mufs nun auch sein: | 

Gd, G, B, D). o (ASC, B", D), (B, A, C, D) = (B', A’, CO, D) etc., 

wie auch die Buchstaben in jedem der zwei einander gleichen D. Ver- 
hältnisse mit einander vertauscht werden, wenn es nur in beiden auf 
gleiche Art geschieht. Da aber hierdurch keine neuen Bestimmungen 
für den achten Punct hervorgehen können, so müssen die D.Verhältnisse 
(A, C, B, D), (B, 4, C, D) etc., und wie auch sonst noch die vier Ele- 
mente 44, . . . D permutirt werden mögen, insgesammt Functionen von 
(4, B, C, D), also auch von einander abhängig sein. Und in der That 
findet sich leicht, dafs wenn man (4, B, C, D) =a setzt: 


I. (B,.4,€,D) ==, 1. (4,6,B,D) =1—a, Ill. (2 BD, 0) =e 


ist, woraus man alle tibrigen Permutationen berechnen kann. Denn von 
irgend einer der 24 Permutationen, welche aus 4 Elementen sich bilden 
lassen, kann man schrittweise zu jeder andern von ihnen gelangen, in- 
dem man nach und nach bald die zwei ersten, bald die zwei mittleren, 
bald die zwei letzten Elemente mit einander vertauscht. Durch Vertau- 
schung ‚der zwei ersten (L) oder der zwei letzten (Ill.) erhält man aber — 
den reciproken Werth des vorhergehenden, und durch Vertauschung der 
zwei miitleren Elemente (1L) die Ergänzung des vorhergehenden Werthes 
zur Einheit Auf diese Weise ergiebt sich, dafs jedes der 24 D. Verhält- 
nisse, welche sich aus den 4 Puncten bilden lassen, einen der 6 Werthe hat: 
EL Eee — 5) EN. 481.) 
NB. Setzt man diese 6 Werthe in ihrer Folge a,b, c, d, e, fe 

o ist: eb ed zc efz1 und b--c=d-+te — fta==1. Eine unend- 


7. Môbius, liietrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie. | 109 | 


liche Reihe, deren erstes Glied — 2, und wo das Product aus jedem un- 
geraden Gliede in das nächtsfolgende gerade — 1, so wie die Summe jedes 
geraden Gliedes und des náchstfolgenden ungeraden — 1 sein sollte, würde 
. daher nichts anderes, als eine continuirliche Wiederholung jener 6 Werthe 
a, E ... 1—@ sein. mend à 

8) Um, wenn die Puncte 4, B, C, D einer Geraden a, und von 
. den entsprechenden Puncten 4", D',. . . der entsprechenden Geraden a’ 
drei Puncte 4’, B', C' gegeben sind, den vierten D' zu finden, kann 
man sich folgender einfachen Construction bedienen. 

Man setze die Linien a und a’ (Fig. 1. Taf. IL) unter einem beliebigen 
Winkel an einander, so dafs die Puncte 4 und 4’ zusammenfallen, 
Hierauf ziehe man BB’ und CC’, welche sich in O schneiden, so ist 
dieser Durchschnitt von OD mit a’ der gesuchte Punct D”. 

Um die Richtigkeit dieses Verfahrens zu beweisen, ist nur dar- 
zuthun, dafs (4, B’, C, D^ = (4, B, C, D. Man denke sich zu dem 
Ende eine der eben construirten Figur entsprechende gezeichnet; die 
den Puncten 4, B, .. . B!,... O entsprechenden seien darin , ß,... 
B', ... 0, und daher (a, Q, y,0) — (4, B, C, D), (a, By y', 0") — (4, BY, C", D^, 
Werde nun, was immer geschehen kann (Nr. 3,), der Punct O unendlich 
entfernt angenommen, so sind ßß’, yy’, 06“ mit einander parallel, und 
es verhält sich a'y:yBo ay y'Q', «90:00 — «0:0 (. Mithin ist 

(2, B, y, à) = (ey, 0^), 


(4, B, C, D) = (4, B',C', D^). 

9) Seien jetzt in der Geraden ZB aufser den 4 Puncten fesse 

noch mehrere andere E, F, C, . .. gegeben. Die ihnen entsprechenden in 

der Geraden 4'B' heifsed: E’, F', G', ... So wie nun nach willkühr- 

licher Annahme von 4’, B’, C’, der Punct D’ durch die Gleichheit der 
D. Verhältnisse 


also auch 


4, B, 6, Dj. — C4, BLO. D^) d 
bestimmt wurde (Nr. 6.), so werden auch die übrigen Puncte IG NS OG s 
mittelst der Gleichungen 
| (dl, D, C, E) — (4 B', Gh E) e, 
(4, B,C, PY PB GUN SESS 


U. S. W. u. S. W. 
sich finden lassen, und es werden nach verrichteter Construction auch 
Crelles Journal. 1V. Bd. 2. Hft. 15 
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je zwei andere D.Verhiltnisse zwischen sich entsprechenden Puncten, z. B. 
(B,C,E,F) und (B', C', E', F*) 

einander gleich sein, jedes derselben — x. Da nun zur Construction 
des Systems der Puncte 4‘, B’,... E', F',.. ., wegen der willkühr- 
lichen Bestimmung der drei ersten, auch schon die Kenntnifs der Expo- 
nenten d, e, f, ... hinreicht, und sich alsdann aus der Construction der 
Werth von x selbst ergiebt, so mufs.x eine Function von ^ Oy far Scat 
sein. Hat man also ein System von m Puncten 4, B, C, D, . . . in einer 
geraden Linie, so ist von den 72 —3 D.Verhaltnissen (d, e, f ...), welche 
die drei ersten Puncte 4, B, C mit jedem der ;7— 3 übrigen bilden, 
jedes andere D. Verhältnifs (x) des Systems eine Function. Denkt man 
sich daher alle möglichen D.Verhältnisse zwischen den 77 Puncten als 
Functionen dieser 7? —3 Grofsen d, e, f, ... ausgedrückt, so kann man, 
wenn irgend 77— 3 von einander unabhängige dieser D.Verhaltnisse ge- 
geben sind, daraus die Werthe von d, e, f, ... und somit den Werth 
jedes andern D.Verhäitnisses finden. Also: 

Aus irgend m—3 von einander unabhängigen D.Ver- 
hältnissen eines Systems von m Puncten in einer geraden 
Linie kann jedes andere D.Verhàáltnifs dieses Systems ge- 
funden werden. ($. 187.) 

So findet sich, wenn bei den 5 Puncten A, ... E die zwei D.Ver- 
hältnisse (.4, B, C, D) =p und (B, C, D, E) — 9 gegeben sind, jedes dritte 
als Function von p und 9, z.B. (4, E, B, D) = (1—p)(1—)9). 

10) Die durch die Gleichheit der D.Verhältnisse ausgedrückte 
Relation zwischen zwei Systemen von Puncten in geraden Linien läfst 
sich auch noch auf eine andere merkwiirdige Art darstellen. — Man hat: 


AC AD 
d = (4,B,C, D) = CB ‘DE? 
und daher ! 
AD.CB.d = AC.DB, 
oder 


AD(AB — AC)d = AC(AB— AD), 
und wenn man mit AB.AC.AD ae 
| 1—d 1 
AB 1.240 = + LADY 
und wenn man noch 1— d:d=P:Yy setzt: 


ß BR 
2 PACE ae 
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so wie umgekehrt hieraus die Gleichung: 


(4, B,C, D) = d — D 
und hieraus weiter die Gleichung: 
A", B,C V. D' 
ds Fr 


folgt. Besteht daher zwischen den Abschnitten AB, AC, AD die Rela- 
tion (@.), so mufs auch für die entsprechenden Abschnitte 4’B’, etc. 


US a mr: 
(0) apt ag — an 


sein; d. h. ist 4D das harmonische Mittel von 4B und JAC für die Cock. 
ficienten ß und y, so ist es auch ‘D’ von 4'B' und 4'€' für dieselben 
Coefficienten. 


Dafs diese Relation auf jede gröfsere Zahl von Paaren sich ent- 
sprechender Puncte in geraden Linien ausgedehnt werden kann, so dals, 
wenn 


B ^ Ô RE LE at Ar a 
LB RO EE» een 
ist, dieselbe Gleichung noch besteht, wenn man für 4, B,... M die 
entsprechenden Puncte 4’, 5‘, . M" setzt, dies zeigt Poncelet in sei- 


nem. Mémoire sur les centres di moyennes harmoniques im 3ten Hefte 
des 3ten Bandes dieses Journals, Seite 240. 

Um diese Erweiterung des vorigen Satzes mit Hülfe der Lehre 
von den D.Verhältnissen zu beweisen, so folgt aus der angenommenen 


Gleichung: | 
i1 





e(z5— n2 un (x zz) 22 Tes — 537) Te = 0; 
d. 1. a 
BM M DM 
B. ZB. LEN o AM + > gpm ++: = % 
also auch 
BM PM CM PM , , DM PM plod 
BE: AP Y AG AP AD aR tly rl 


wo P einen beliebigen Punct der Geraden 4B.. . bezeichnet; und weil 


BM, PM, AP AB, 2 | 
4B ae rm pu — GM,P,B), ete. 


so kommt: 
RCA, M, P, B) + y (4, M, P, C) + (A, M, P, D) +... == 0. 
Wegen der Unveränderlichkeit der D.Verhältnisse von dem einen 


Systeme zum andern ist daher auch: 
15" 


112 7. Mobius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie. — 


ß(4', M', P', D^) A-y C47, HS, PC) +... = 0; 
woraus sich auf umgekehrtem Wege | 
ergiebt. 

11) Wir gehen nunmehr zu den Relationen zwischen zwei Sy- 
stemen von Puncten über, wo die Puncte jedes Systems für sich nicht 
mehr, wie bisher, blofs in einer Geraden, sondern in einer Ebene über- 
haupt liegen. Seien demnach 4, DB, C, D (Fig. 2.) irgend vier Puncte | 
der einen Ebene, von denen keine drei in einer Geraden sind, und 4’, B, 
C’, D' die ihnen entsprechenden Puncte in der andern, von denen eben- 
falls keine drei in einer Geraden liegen. Aufser diesen negativen Be- 
dingungen finden zwischen beiden Systemen keine weiteren statt, und 
die erstern vier Puncte sowohl, als die vier letztern, können ganz nach 
Willkühr genommen werden. Mit jedem fünften Puncte E aber, der 
zu den vier erstern hinzukommt, wird auch der entsprechende Punct 
FE’ in der Ebene der vier letztern bestimmt sein (Nr. 4.). 


Um nun E’ zu finden, wenn E gegeben ist, hat man auch hier 


blofs das Prinzip von der Gleichheit der D.Verhältnisse in Anwendung 
zu bringen. 


Man ziehe zu dem Ende BD, BE, welche 4C in M, P treffen, und 
AD, AE, welche BC in N, Q schneiden. Auf dieselbe Art werden M’, 
P', N’, Q' in der andern Ebene bestimmt, wo E’, und damit P", Q’, einst- 
weilen als schon bekannt vorausgesetzt werden. Da nun B, B' und D, 
D' zwei Paare sich entsprechender Puncte sind, so wird auch jedem an- . 
dern Puncte der Linie BD ein Punct in BD’, und eben so jedem 
Puncte in 4C ein Punct in 4/C’, folglich dem Puncte M, als dem ge- 
meinschaftlichen Puncte der BD und AC, der Durschnittspunct MM’ von 
B'D' und 4’C’ entsprechen. Auf gleiche Art sind auch N und WV’, P 
und P', Q und O0’ Paare sich entsprechender Puncte. Es liegen aber 4, 
C, M, P und die ihnen entsprechenden Puncte 4‘, C', M’, P' in gera- 
den Linien. Mithin mufs sein: 
| uU AR ou MT CP 
MG? PC. eMC Poe 
woraus sich P finden läfst, da alle übrigen in dieser Proportion vorkom- 
menden Puncte gegeben sind. — Eben so wird Q' durch die Gleichheit 


e 
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der D-Verhältnisse (B, C, V, Q) und (BY, C’, N', Q^ gefunden. Hier- 
mit ergiebt sich endlich Z’ als der gegenseitige Durchschnitt von B'/P' 
und 4'Q'. | 

12) So wie der Punct E', so kann auch für jeden andern Punct 
in der ersten Ebene der entsprechende Punct in der zweiten durch zwei 
Gleichungen zwischen D.Verhältnissen gefunden werden, woraus noth- 
wendig folgt, dafs alle metrischen Relationen zwischen beiden Systemen 
auf die Gleichheit ihrer D.Verhältnisse hinauskommen, und dafs eine 
solche Relation im allgemeinen Falle, wo von den in Betracht kom- 
menden Puncten keine drei in einer Geraden liegen, zwischen nicht 
weniger als fünf Paaren sich entsprechender Puncte bestehen kann. 


Die zur Aufstellung einer solchen Relation im Vorigen angewen- 
deten Hülfspuncte M, P oder N,.Q und die ihnen entsprechenden M’, 
P', etc, können folgendergestalt beseitigt werden. Es ist ein lr 
‘Satz, dafs wenn eine Gerade 4C von einer andern BD im Puncte M ge- 
schnitten wird, das Verhältnifs, nach welchem dieses geschieht, 

AM:CM = dem Verhältnisse. der Dreiecke 4BD: CBD 
ist. Auf gleiche Art hat man, weil BE die AC in P schneidet, 
AP; CP = ABE:CBE 
und eben so in der andern Figur: 
ALM. CM, = !B'D'iC'B'D'; HA PC P; — ete, 
Hierdurch aber verwandelt sich die obige Proportion I. in: 
IL. ABD ABE mu ABD. ABE. 

CBD'CBE C'B'D' CB'E 

Sind demnach 4, ... E irgend fünf Puncte der einen Ebene, und 
A, ... E/ die ihnen entsprechénden i in der andern, so findet zwischen den 
dara He Verbindung gebildeten Dreiecken immer die Proportion Il. statt. 


Da die fünf Paare sich entsprechender Puncte ganz nach Belieben 
zu nehmen sind, so können auch die in II. sie bezeichnenden Buchsta- 
ben willkührlich, nur in beiden Systemen auf einerlei Weise, mit ein- 
ander vertauscht werden. So folgt z.B. durch Verwechselung des 4 mit 
B und des 4’ mit B’: 

BAD BAE ^ B'A'D' D'A'E 
CAD CAE ~ CA CAE? 
eine Proportion, welche auch geradezu aus der Gleichung der D. Ver- 
" háltnisse (B, C, IV, Q) und (B‘, ©‘, V', Q^) (Nr. 11.) entspringt. 
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: 13) Wenn es nicht darauf ankommt, bei Angabe der von der 
einen Ebene zur andern constant bleibenden Verhältnisse nur die mög- 
lich kleinste Anzahl (25) willkührlich genommener Puncte zuzulassen, - 
so kann man diesen Verhältnissen noch mehrere andere Formen geben, 
die ihrer symmetrischen Bildung wegen angeführt zu werden verdie- 
nen. — . Werde die Linie 4B (Fig. 3.) von den Linien CD und. EF in 
den Puncten M und JV geschnitten, so ist, wie in Nr. 12.: 

AM:BM = ACD:BCD, 

AN:BN = AEF: BEF, 
und folglich.das Verhältnifs 

IL* (4CD:BCD): CAEF: BEF) 
dem D. Verhältnisse (271 : MB) : (AIV: IVB) em und daher das eben so 
aus den 6 entsprechenden Puncten 4’, .. . F’ gebildete von gleichem 
Werthe; wobei man noch bemerke, dafs von den 4 Dreiecken des Ver- 
hältnısses IL* die zwei ersten und die zwei letzten einerlei Grundlinien 
(CD und EF), das erste und dritte aber, so wie das zweite und vierte 
einerlei Spitzen (4 und 5) haben. 
Kürzer noch kann man daher dieses Verhältnifs ausdrücken durch 


Ja Bb 
(4a:Ba):(4b:Bb) = 52:75: 


wo a, b für die Linien CD, EF gesetzt Am pne somit 4a das Dreieck 
bezeichnet, welches 4 zur Spitze und @ zur Grundlinie hat, etc. 


14) Seien jetzt 4, B, C, ... mehrere Puncte und a, 5, c, ... 
mehrere gerade Linien von bestimmter Länge in der einen Ebene, so ist, 
wie wir eben gesehen haben, von dieser Ebene zur andern das Verhältnifs 





Aa Boe | 
Ba’ “Ab mo 
constant; und eben so müssen es auch die Verhältnisse 
Ab Pd Ac Dd Ad Ee 
Od. D De dd PP Edid.» et 


sein. Bildet man aus ihnen die Producte «ß, «ßy, aByd, etc., so be- 


kommt man: 
Aa Bb Cc 
III. Pa Cb 
IU n Bee 


V. Aa Bb Cc Dd Ee. * 
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zusammengesetzte Verhältnisse, die daher gleichfalls von der einen Ebene 


zur andern constant sein müssen. 

Es lassen sich aber diese Verhältnisse noch anschaulicher darstel- 
len, wenn man statt der Linien a, 5, ec, ... ihre Durchschnitte mit den, 
die Puncte 4, B, C, ... unter einander verbindenden Linien einführt. 
Werde nemlich die Linie 4B von a im Puncte M, BC von b in J, 
CA und CD von c in O und P, DA und DE von d in © und R, EA 
von ein $, etc. geschnitten, so ist, nach dem in Nr. 12. angeführten Satze: 

Aa AM Bb. BN 6c. C0 Co__ CP. Dd DO 
Pa vua CP: CON: dein HO. Dou bBs : dva? 
und die Verhältnisse IIL, IV., V., etc. werden damit: 
Mi dagen 182400 
MB “NC OA’ 
Wit Gouna eine 
MB'NC PD OA’ 
ve AM BN CP, DR Es 
1 MB'NC'PD'HE' SA? | 
wobei jeder einzelne Factor, wie Le das Verhältnifs ausdrückt, nach 


etc. 


etc. *), 


welchem der zweimal gesetzte Punct M die Linie schneidet, welche die 
zwei andern Puncte 4 und B verbindet, und wo daher die drei in je- 
dem Factor vorkommenden Puncte immer in einer Geraden liegen. 
Hiernach ist das Verhältnifs III.* zusammengesetzt aus den drei Ver- 
haltnissen, nach welchen die drei Seiten 45, BC, CA des Dreiecks 4bC 
von den resp. in ihnen liegenden Puncten M, /V, O getheilt werden. Eben 
so ist IV.* das Verhältnifs, nach welchem die vier Seiten 45, ... DA 
des Vierecks 4BCD resp. in M, JV, P, 0 geschnitten werden; u. s. w. 
Ich habe daher die solcher Gestalt gebildeten Verhältnisse IlI.*, IV.*, V.*- 
u. 5 Ww. Dreieck-, Viereck-, Fünfeckschnitts- Verhältnisse 
u. S. w. und überhaupt Vieleckschnitts - Verhältnisse genannt 
(§. 215.). | 
15) Jedes Vieleckschnitts- Verhältnifs 1st daher von 
der einen Ebene zur andern constant; d. h. sind 4 und A', B 
und B/,... 1 und J’ mehrere Paare sich entsprechender Puncte, also 
*) Dafs hierbei die Buchstaben in den Nennern der einzelnen Factoren in umgekehrter Folge 
geschrieben worden, MMB statt des vorigen BM, etc. , ist deshalb geschehen, um diese Formeln mit 


denen im Baryc. Calcul übereinstimmend darzustellen. Die absoluten Werthe derselben ändern 
sich dadurch nicht, sondern nur von III., V., VII. etc. die Vorzeichen. 


d 


S 
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As ds I und A4l/D',... I! zwei sich buda aM Vielecke, sind fer- 
ner M, IV,... X resp. in den Seiten AB, DC, ... L4 der erstern Viel- 
ecks nach Belieben genommene Puncte, und M’, N’, ... X" die ent- 
sprechenden Puncte, die daher resp. in den Seiten 4’Db’, B’C’, . NUM. 
des andern Vielecks liegen werden, so ist das Product aus den Verhält- 
nisen 4M:MB, BN: NC, etc. £X:XA, nach welchen die Seiten 4B, 
BC, ... IA des einen Vielecks von den in ihnen gewählten Puncten M, 
I, ... X getheilt werden, von derselben Grofse, als das Product, welches 
aus den entsprechenden Verhältnissen 4'M': M'B', D'N: IV'C", etc. I X^: XA! 
des andern Vielecks zusammengesetzt wird. 

Dieser Satz gilt immer, wie auch die Puncte 4, B, ... 7 oder 
die Spitzen des Vielecks liegen mögen, selbst wenn sie alle, und folglich 
auch die Schneidepuncte M, IV, ... X, in einer und derselben Geraden 
enthalten sind; er gilt immer, welches auch die Zall der Spitzen sein 
mag, selbst wenn deren nur zwei sind, und mithin das Vieleck zum 
Zweieck wird. Denn seien 4, B die beiden Spitzen und folglich 4B, BA 
die beiden Seiten, M, IV ihre Schneidepuncte, so reducirt sich das Viel- 
ecksverhältnifs auf (4427: MB) (B IV: NA), welches einerlei mit dem 2D. Ver- 
hältnifs (427: B): (AIV: NB), und mithin von der einen Ebene zur an- 
dern ebenfalls constant ist Ein D.Verhältnifs läfst sich daher auch 
als das einfachste Vielecksverhältnifs, nemlich als ein  Zweieckschnitts- 
verháltnifs, betrachten. 

Der Begriff des Vielecks ist demnach hier in ganz allgemeiner 
Bedeutung zu nehmen und darunter eine Figur zu verstehen, die von ei- 
ner in sich zurückkehrenden, gebrochenen geraden Linie gebildet wird. 
Die Rückkehr in sich selbst, welche daran erkannt wird, dafs bei jeder 
der Formeln IIL*, IV.*, V.*, etc. die Vielecksspitze im Zähler des ersten 
Factors zugleich im Nenner des letzten vorkommt, und das überhaupt . 
von je zwei nebeneinander stehenden Factoren die Spitzen im Nenner des 
vorangehenden und im Zähler des nachfolgenden einerlei sind, — diese 
Rückkehr ist etwas wesentlich Nothwendiges, indem mit Weglassung ir- 
gend eines der Factoren, als wodurch die Schliefsung des Vielecks unter- 
brochen würde, auch die Unveränderlichkeit des Verhältnisses von der 
einen Ebene zur andern nicht mehr statt finden würde. 

16. Sind in einer Ebene 77 Puncte gegeben, und sollen in einer 
andern Ébene die ihnen entsprechenden Puncte gefunden werden, so kann 
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man von letzteren irgend 4 nach Willkühr nehmen, worauf jeder der 
m — 4 übrigen Puncte dadurch gefunden wird, dafs man zwei die Lage 
des Punctes in der ersten Ebene bestimmende D.Verhältnisse in der andern 
Ebene von gleicher Gröfse macht (Nr. 11.).. Zur Construction des ganzen 
Systems in der andern Ebene sind daher nicht mehr als 2(m —4) D.Ver- 
hältnisse überzutragen nöthig, und es werden sodann auch je zwei an- 
dere D. Verhältnisse zwischen sich entsprechenden Puncten beider Ebc- 
nen einander gleich sein. — Es folgt hieraus, wie in Nr.9., dafs von 
den gedachten 2(7z— 4) D.Verhältnissen alle andern in den Figuren 
noch vorkommenden D. Verhältnisse abhängig sind, und überhaupt, weil 
jedes Vielecksverhältnifs als eine Function von D.Verhältnissen, und je- 
des D.Verhältnifs zugleich als Vielecksverhältnifs betrachtet werden kann 
(Nr:9515:5; | 

Sind bei einem Systeme von mPuncten in einer Ebene 
von den aus der gegenseitigen, Verbindung der Puncte 
durch gerade Linien entstehenden Vielecksverhältnissen 
irgend 277 —8 von einander unabhängige gegeben, so kann 
daraus jedes andere Vielecksverhältnifs der Figur gefun- 
den werden (§. 233.). Oder mit andern Worten: | 


Zwischen je 297: — 7 Wielecksverhàltnissen, welche 
durch geradlinige Verbindung von 7 Puncten in einer 
Ebene entstehen, findet immer wenigstens eine Glei- 
chung statt. 


Uebrigens ist diese geradlinige Verbindung keinesweges blofs auf 
die i72(m — 1) Linien zu beschränken, welche die 77 Puncte zu zweien 
mit einander verknüpfen. Denn die hierdurch in beiden Ebenen entste- 
. henden Durchschnittspuncte entsprechen sich wiederum (Nr. 11.); die durch 
je zwei derselben, die noch nicht durch eine Gerade verbunden waren, 
von Neuem gezogenen Geraden sind daher gleichfalls sich entsprechende 
Linien, und folglich die neuen durch sie gebildeten D.- und Vielecks- 
Verhältnisse von der einen Ebene zur andern einander gleich. Wie weit 
man daher auch die Verbindung der mm Puncte fortsetzen mag, so dafs 
immer die entstehenden Durchschnitte von Neuem unter sich und mit 
den anfänglichen 7; Puncten oder den schon vorhandenen Durchschnit- 
ten verbunden werden, so können doch alle hiermit sich bildenden Viel. 


4 C 
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ecksverhältnisse aus irgend 272 — 8 derselben, die von einander unab- 
hängig sind, gefunden werden. 

17) Eine ganz bésondere Aufmerksamkeit lin der so eben 
erhaltene Satz für den Fall, wo m seinen möglich kleinsten Werth = 4 
hat, und daher 2%” —8—=0 wird. Bei einem Systeme von 4 Puncten 
in einer Ebene, von denen keine drei in einer Geraden liegen, werden 
daher alle durch fortgesetzte Verbindung dieser Puncte entstehenden D.- 
und Vielecks- Verhältnisse sich finden lassen, ohne dafs ein einziges von 
ihnen gegeben zu sein braucht. Dieses merkwürdige Resultat erhellet 
auch schon. daraus, dafs bei der Construction eines entsprechenden Sy. 
"stems die ersten vier, also gegenwärtig alle Puncte nach Willkühr ge- 
nommen werden können, und dafs dänn alle durch geradlinige Verbin- 
dung der Puncte in beiden Systemen auf gleiche Art sich bildenden 
Vielecksverhältnisse von gleicher Gröfse sind; dafs also diese Verhält- 
nisse, oder vielmehr die Exponenten derselben, keinesweges von der ge- 
genseitigen Lage der anfänglichen 4 Puncte, sondern blofs von der Art 
und! Weise abhängen, wie die 4 Puncte nach und nach mit einander 
verbunden worden sind. | 

Aber noch mehr: diese Exponenten müssen immer rational sein. 
Denn sind die vier Puncte gegeben und aufserdem noch die Art ihrer 
Verbindung durch gerade Linien, wodurch man zu den irgend ein Viel- 
ecksverhaltnifs bildenden Puncten gelangt, so kann man damit die letz- 
tern Puncte immer ohne Zweideutigkeit finden. Der Exponent des Viel- 
ecksverhältnisses, der nach dem Vorigen nicht von der gegenseitigen 
Lage der erstern vier Puncte, sondern blofs von ihrer Verbindungsart 
durch gerade Linien abhängt, kann. daher ebenfalls keine zwei- oder 
mehrdeutigen Ausdrücke, also keine Wurzelgrofsen enthalten, und noch 
weniger irrationale Zahlen, die aus transcendenten Operationen entsprin- 
gen; er muls folglich eine ganze Zahl oder ein rationaler Bruch sein. 

18) Die Figur, welche hervorgeht, wenn man vier Puncte einer 
Ebene, von denen keine drei in einer Geraden liegen, durch Gerade ver- 
bindet, die drei damit entstehenden. Durchschnitte abermals zu zweien 
durch Gerade zusammenzieht, und diese geradlinige Verbindung der im. 
mer neu entstehenden Durchschnitte unter sich und mit den schon vor- 
handenen, so weit als man will, fortsetzt, diese Figur habe ich ein Netz 
genannt ($. 200.), die Linien selbst und ihre gegenseitigen Durchschnitts- 
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puncte, die Linien und Puncte des Netzes, und die vier Puncte, 
von denen die Construction ausgeht, die Hauptpuncte des Netzes. 

Das in dem Vorhergehenden erhaltene Resultat läfst sich hiermit 
einfach so ausdrücken: | 

Jedes in dem Netze sich bildende Vielecksverhältnifs 
hat einen ratıonalen, blofs von der Constructionsart und 
nicht zugleich von der gegenseitigen Lage der vier Haupt- 
puncte abhängigen Werth ($. 202. und $. 215.). 

Sind daher A, D, C, D die vier Hauptpuncte, P irgend ein Netz- 
punct, so sind auch die Durchschnitte von PD mit 4B und BC, welche 
M und N heifsen, Netzpuncte, und folglich das D. Verhältnifs; 

(PM: MD):(PN: ND), 
also auch das ihm gleiche Verhältnifs zwischen Dreiecken; 
| (PAB: ABD): (PBC: BCD) 

rational, und dieses letztere, wie man auch die vier Hauptpuncte darin 
mit einander vertauschen mag. Die Rationalität dieses Verhältnisses 
kann als die characteristische Eigenschaft eines Netzpunctes P in Bezug 
auf die vier Hauptpuncte betrachtet werden, indem sich zeigen läfst 
($.203.) dafs umgekehrt jeder Punct der Ebene, für welchen jene Ver- 
hältnisse von Dreiecken zwischen ihm und den Hauptpuncten rational 
sind, ein Punct des Netzes ist, und mithin durch fortgesetzte Verbindung 
der Hauptpuncte gefunden werden kann. 

Hieraus läfst sich weiter die nicht weniger merkwürdige Eigen- 
schaft eines Netzes folgern ($.205.), dafs, wenn nächst den vier Haupt- 
puncten noch irgend ein fünfter Punct der Ebene gegeben 1st, man durch 
fortgesetzte Verbindung der vier ersteren einen Punct finden kann, der mit 
dem fünften entweder zusammenfällt, oder von ıhm um einen Abstand 
entfernt ist, der kleiner ist, als jeder gegebene; — dafs folglich, wenn dafs 
Weben des Netzes ohne Aufhören forigesetzt wird, die Ebene in allen 
ihren Theilen und nach allen Richtungen mit Puncten und Linien des 
Netzes angefüllt wird. | 

19) Wir wollen jetzt die in Nr. 17. erwiesene Rationalität der 
Vielecksverhältnisse im Netze durch einige Beispiele erläutern. 

1. Man verbinde die vier Puncte 4, B,:C, D (Fig. 4.) zu zweien, 
durch gerade Linien, und nenne die Durchschnitte von dD mit £C, von 5D 
mit CA, von CD mit AB resp. I, G, H, so gehören diese Puncte dem 


(Rx 
[5 
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aus 4, B, C, D entstehenden Netze an. Ohne daher noch den Exponen; 
ten des Dreieckschnitts- Verhältnisses ^^ . lottane aab. 
(BF: FC)(CG:GA)(4H: HB) | 

zu Können, kann man doch schon im Voraus behaupten, dafs er eine 
rationale Zahl sein werde. ‘Nun weils man aus den ersten Elementen, 
dafs, wenn ABC ein gleichseitiges Dreieck, und D der Mittelpunct des 
umschriebenen Kreises ist, P, G, H die Mittelpunete der Seiten sind, 
und folglich der Exponent jenes. Verhältnisses — 1 ist. Mithin muß er 
auch für jede andere Tage der vier Puncte 4... D, — 1 seim.- 
2, Ein anderes bei dieser Figur vorkommendes: Dreiecksverhàlt. 
nifs ist | | j 
(BC:CP)(FD:DA)(AH : HB), 
nach welchem, die Seiten BI, F4, AB des Dreiecks ABF in €, D, H 
zeschnitten werden. Auch dieses Verhältnifs mufs daher einen constan- | 
ien, rationalen Werth haben. Es ist aber in dem vorhin zu Hülfe genom- 
menen speciellen Falle FD — DH, und wegen der Aehnlichkeit der 
Dreiecke 4HD, AFB: DH:DA=BF:BA—1:2, also auch FD: DA—=;; 
ferner 5C: CF =—2 und 4H:HB= 1. , Hierdurch wird. der Werth je- 
nes Dreieckverhàáltnisses bei dieser und folglich auch bei jeder andern 
Lage von 4, ... D, — $. —2.1— — 1; dh. 

Das Product aus den drei Verhältnissen, nach welchen die Seiten 
eines Dreiecks von einer Transversale. geschnitten werden, ist immer der 
negativen Einheit gleich. 


Anmerkung. Daraus, dafs dieses Product immer negativ | sein 
soll, erkennt man, dafs von den drei Factoren desselben entweder einer 
oder alle drei negativ sein müssen; dafs folglich die Transversale eni- 
weder zwei Seiten selbst und die dritte in ihrer Verlängerung, oder alle 
drei Seiten in ihren Verlüngerungen schneidet. Vergl. Nr. 5. — Eben 
so ist bei dem vorhergehenden Dreiecksverhältnisse 

| (BF: FC) (CG:GA) (4H: HB), 
weil es der positiven Einheit gleich gefunden wurde, entweder jeder os 
drei Factoren, oder nur einer positiv, und daher sind entweder alle drei 
Puncte F, G, H in ihren resp. Seiten selbst, oder nur einer derselben 
in seiner Seite, die beiden andern in den Verlüngerungen der ihrigen 
enthalten, und aufserdem kein dritter Fall möglich. — Wiewohl sich nun 
dieses auch aus hóchst einfachen geometrischen Betrach tungen ergiebt, so 
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ist doch eine solche, bis jetzt wohl noch nicht angestellte Vergleichung 
der Formel mit derFigur schön an sich bemerkenswerth, und kann bei 
"weniger einfachen Figuren selbst Nutzen bringen, indem man dadurch 
zu Resultaten über die gegenseitige Lage der Theile geführt wird, die 
man auf anderem Wege nicht eben so leicht erhalten haben würde. 

So findet sich z. B. ($. 199..e.), dafs jedes Vielecksverhältnifs, bei 
welehem die Schneidepuncte in einer Geraden liegen, der Einheit gleich 
ist, und zwar der positiven oder negativen, nachdem die Seitenzahl des 
Vielecks gerade oder ungerade ist. Hieraus folgt auf ähnliche Weise, 
dafs, wenn ein Vieleck, dieses in der allgemeinen Bedeutung wie Nr. 15. 
genommen, von einer Transversale geschnitten wird, die Anzahl der in 
ihren Verlängerungen geschnittenen Seiten beim Vieleck mit gerader 
Seitenzahl gerade, mit ungerader ungerade ist; dafs folglich, welches auch 
die Seitenzahl sein mag, die Anzahl der innerhalb ihrer Endpuncte ge- 
schnittenen Seiten immer gerade ist. — Liafst man die Seiten des Viel- 
ecks unendlich klein werden, so entsteht eine in sich zurücklaufende 
Curve, die daher von einer Geraden immer in einer geraden Anzahl 
von Puncten geschnitten wird. Auch gilt dieses noch, wenn man statt 
der Geraden eine zweite Curve setzt, die sich entweder über alle Gren- 
zen ausdehnt, oder ebenfalls in sich zurückläuft. 

3. Man ziehe GH, welche BC in Æ schneide. Um den Werth 
des damit entstehenden nothwendig rationalen D. Verhältnisses © 

| (BF: FC): (BK: KC) 
zu finden, so ist, unter der in 1. gemachten Annahme, BF:FC=1ı, HG 
mit BC parallel, und daher BK der CK gteich zu achten, also BK: KC — — 1, 
wodurch der Werth jenes D. Verhältnisses =—1ı wird; d. h. BC wird 
in F und X harmonisch getheilt (Nr. 6.). 

4. Schneide GH die AD in L. 

Man ziehe noch FG, welche 4B, CD in M, IV ireffe, und werde 
der Exponent des Viereckschnitts - Verhältnisses: 

(AM: MB)(BK: KO (CN: ND) (DL: LA) 
verlangt, nach welchem die Seiten des Vierecks 4BCD in M, K, iV, L 
geschnitten werden. Am einfachsten gelangt man dazu, wenn man sich 
A, B, C, D als die Spitzen eines Parallelogramms vorstellt. Denn als- 
dann werden, wie man bald aus (Fig. 5.) wahrnimmt, M, X, IV, L die 
Mittelpuncte der Seiten desselben, und mithin der gesuchte Exponent = 1. 
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Dafs übrigens, und wie mit Hülfe dieser neuen Ansicht der Figur 
die Werthe der vorigen Doppel- und Dreiecksverhültnisse hätten gefun- 
den werden können, bedarf keiner Erörterung. | 

5. Sei O der Durchschnitt von 4C mit Ab; so findafi sich däs 
Dreiecksverhältnifs: 

(BL:LO)(0C:CG)(GD:DB) = — 2. | 

Zeichnet man nemlich 4BCD als Parallelogramm und nennt Z den 
Durchschnitt von BL mit GM, so verhält sich: 

LO:0Z = 40:0G = LA:GZ = KB:GZ = LK: LG = 2:1. 
Da ferner LZ=ZB, so ist LO =20Z =3LZ=3LB; 0G= 340 
—=14G—=1G0; 0C0=%GC; und endlich GD — 1BD, woraus der an- 
gegebene Werth des Dreiecksverhältnisses hervorgeht. 

6. Sei P der Durchschnitt von FH mit BL, so hat man: 

(BL:LO)(0P:PB) = 3. ? 

Denn beim Parallelogramm ist LB — 3L0O und OP — RPK weil 
¥ und H, also auch P, unendlich entfernte Puncte sind. 

7. Dividirt man das Zweiecksverhältnifs 6. in das Dreiecksver- 
hältnifs 5., so kommt das Dreiecksverhältnifs: 

(0C:CG)(GD;DB)(BP:PO) = —%. 

20) Werden fünf willkührlich in einer Ebene genommene Puncte 
durch Gerade verbunden, oder was dasselbe ist: construirt man ein Netz, 
indem man von diesen 5 Puncten, als Hauptpuncten ausgeht, so sind nicht 
mehr alle damit sich bildenden Vielecksyerhaltnisse blofs von der Art 
der Verbindung abhängig; wohl aber wird jedes von ihnen sich bestim- 
men lassen, wenn man irgend 2.5— 5 — 2 von einander unabhängige 
derselben kennt (Nr. 16.). 

Beispiel Seien 4, B, C, D, E (Fig. 6.) fünf beliebige Puncte 
in einer Ebene. Man ziehe die 5 Geraden 4B, BC, CD, DE, EA, welche 
sich in F, G, H, I, K schneiden, wie die Figur zeigt. Zwischen den 
4 Functen, in denen jede der 5 Geraden von den jedesmal 4 übrigen .ge- 
schnitten wird, bilden sich mehrere JD .Verhàltnisse, die aber, in jeder 
Geraden für sich, von einander abhängig sind (Nr. 8). Werde daher 
verlangt: aus einem der D. Verhältnisse in BC und aus einem in DE.ein 
P,.Verhältnifs in CD zu finden. | 

Weil die Seiten FC, CD, DF des Dreiecks CDF von Ein I, G, E 
und ven Abin B, K, H geschnitten werden, so hat man (Nr. 19. 22: 
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(FI: IC) (CG: GD)(DE: EF) = — 1, 
(FB:BC)(CK:KD)(DH:HF) = —ı, 
und wenn man die letztere Gleichung in die erstere dividirt: 


apes eer =) = (= lm 
IC’ BC/ MID' ED KD: GD 


Setzt man daher die D. Verhältnisse: 
sonis (F,C,I,B) = p (F,D,H,E) = 3, 
(C, D,K,G) = pq; 
und eben so mufs jedes andere D;- und Vielecksverhältnifs dieser Figur 
durch p und g ausgedrückt werden können. So finde ich mittelst baryc. 
Rechnung, dafs die beiden Fünfeckschnitt- Verhältnisse: 
AK BEF CG DH EI AG {EF DK CI BH 


 KB'FG'GD'HE L4 "5 GE FD'KC IB'HÁ 
einander gleich sind, jedes von ihnen 
Bu bes. 


— Py(p—i)q—1) 

21) Hat man ein System von 6, 7, 8, ... willkührlich in einer 
Ebene genommenen Puncten, oder, was auf dasselbe hinauskommt, ein 
System von eben so vielen in der Ebene beliebig gezogenen Linien, so müs- 
sen 4, 6, 8, ... von einander unabhängige Vielecksverhältnisse gegeben 
sein, um die Werthe aller übrigen finden zu können. Indessen sind die 
hierher gehörigen Aufgaben zu complicirt, als dafs ein Beispiel an diesem 
Ort gegeben werden kónnte. Auch möchten die Hülfsmittel, welche 
man in der Geometrie gewöhnlich in Anwendung zu bringen pflegt, bei 
Aufgaben solcher Art nur mühsam zum Ziele führen. Die Vortheile, 
welche der barycentrische Calcul hierbei gewährt, der sich zu diesem 
Zweck noch besonders vereinfachen läfst, habe ich in dem Sten Capitel : 
| des ?ten Abschnitts auseinander gesetzt, worauf ich daher Diejenigen, 

welche sich mit diesem Gegenstande näher beschäftigen wollen, ver- 
weise. — Hat man es blofs mit einem Systeme beliebig gezogener Ge- 
raden zu thun, deren Durchschnittspuncte nicht wiederum durch Gerade 
verbunden werden, so reicht auch diejenige Methode aus, die im Sten 
Capitel desselben Abschnitts erklärt worden, und welche in einem be- 
sondern Algorithmus mit D. Verhältnissen besteht. 

22) Den Beschlufs dieses Aufsatzes mögen einige Sätze über die 
metrischen Relationen machen, welche in der Lineal- Geometrie bei 
Kegelschnitten vorkommen. | | 
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Ist in der einen der beiden oft gedachten Ebenen eine Curve ver- 
zeichnet, und die Gleichung derselben zwischen den recht- oder schief- 
: winkligen Coordinaten £ und z gegeben, so ‚erhält man die Gleichung 
für die entsprechende Curve. zwischen den Coordinaten x, y in der an- 
dern Ebene, wenn man in der Gleichung zwischen 7 und z, 

y gum ro: aA ENT do ie 
$-d-my--n? c -d-my-4-n 
setzt (Nr. 2.. Da die Nenner in diesen Ausdrücken für ¢ und 4 einan- 
der gleich sind, so ersieht man leicht, dafs die solchergestalt sich erge- 
bende Gleichung zwischen x und y mit der Gleichung zwischen £ und 
u von demselben Grade ist, dals also je zwei sich entsprechende Curven 
immer zu derselben Ordnung gehóren. So wie daher einer Geraden im- 
mer eine Gerade entspricht, so Sore priD auch jedem Kegelschnitte ein 
Kegelschnitt, u. s. w. 

Sind ferner 4 und 4’ zwei, in sich entsprechenden Curven lie 
sende, sich entsprechende Puncte, so werden auch die in £ und 4 an 
die Curven gezogenen Tangenten zwei sich entsprechende Geraden sein. 
Denn ist B ein dem 4 unendlich nahe liegender Punct der einen Curve, 
so wird der ihm entsprechende 5' in der andern Curve dem 4’ unend- 
lich nahe sein, weil unendlich kleine Aenderungen von £ und z auch 
nur unendlich kleine Aenderungen von x und y, im Allgemeinen we- 
nigstens, zur Folge haben. Die Geraden 46 und 4'B', so weit man 
will, verlängert gedacht, d. i. die an 4 und 4 gezogenen PAPER NAR 
werden sich daher gleichfalls entsprechen. | 

Werde nur noch erinnert, dafs einer Asymptote der einen va 
im Allgemeinen nicht auch eine Asymptote, sondern eine Tangente, der: 
andern entspricht, weil, wenn Z, u unendlich grofs sind, deshalb nicht, 
auch x, y unendlich sein müssen. diio 

23) Ist in der einen Ebene ein Kegelschnitt gegeben, so kann man 
diesem, so lange noch keine andern Paare sich entsprechender Puncte 
bestimmt sind, nicht nur irgend einen beliebig in der andern Ebene ver- 
zeichneten Kegelschnitt entsprechend seizen, sondern noch irgend drei 
Puncten des einen Kegelschnitts drei willkührlich in dem andern genom- 
mene Puncte sich entsprechen lassen. | 

Seien, um dieses zu beweisen, 4 und 4’ (Fig. 7.) zwei beliebige 
Kegelschnitte, k in der einen, % in der andern Ebene; 4. B. € irgend‘ 
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drei Puncte in 4; 4‘, BY, C' in #‘, die man den ersteren 4, B, € resp. 
entsprechend setze. Man ziehe noch an k in 4 und B zwei Tangenten, 
welche sich in D schneiden, und an 4 in 4^ und B" zwei Tangenten, 
welche sich in D’ schneiden, und setze D und D'sich entsprechend, so hat 
man jetzt vier Paare sich entsprechender Puncte: 4 und 4’, ... D und D, 
und es ist damit für jeden fünften Punct der einen Ebene der entsprechende 
in der andern bestimmt (Nr. 4.). Ich behaupte nun, dafs nach Voraussetzung 
dieser vier Paare sich entsprechender Puncte jedem Puncte in £ ein Punct 
in £' entsprechen wird, oder kürzer, dafs £ und 4° sich entsprechende Curven 
sein werden. Denn entsprache dem Kegelschnitte £ nicht £', sondern die 
Curve /, so müfste diese erstlich nach Nr. 22. wieder ein Kegelschnitt sein. 

Da ferner £ durch 4, b, C geht und von 4D und BD berührt 
wird, so müssen auch 4, 5’, C’ in 7 liegen und 4’D’, B'D' Tangenten 
von / sein. Diese Eigenschaften von / kommen aber auch dem Kegel- 
schnitte £’ zu. | 

Da nun ein Kegelschnitt durch drei in ihm liegende Puncte und 
durch die an zwei derselben gezogene Tangenten immer und ohne Zwei- 
deutigkeit bestimmt ist, so kann / von &’ nicht verschieden sein. 

Hat man daher zwei Kegelschnitte £ und #‘, und setzt drei Puncte 
A, B, C des ersten, dreien Puncten 4, B’, C’ des letztern entsprechend, 
so wird auch jedem andern Puncte in £ ein Punct in Á' entsprechen, d. li. 
k und 4° werden sich entprechende Curven sein, wenn man noch als vier- 
ies Paar sich entsprechender Puncte die Durchschnitte D und D' der in 
A, B und 4, D^ an £ und &/ gezogenen Tangenten hinzufügt. Je zwei 
Kegelschnitte £ und 4’ lassen sich daher immer als sich entsprechende 
Curven betrachten, und überdies noch irgend dreien Puncten 4, B, € 
des einen beliebige drei Puncte 4‘, B’, C’ des andern entsprechend an- 
nehmen. 

24) Man ziehe noch an C, C’ Tangenten, welche AD, AB’ in &, E' 
schneiden, ziehe CD, C'D', welche 48, A’B’ in F, F' treffen, so sind E, E 
und #, £’ zwei neue Paare sich entsprechender Puncte, und folglich die 
D.Verhältnisse (4, B, E, F) und (4’, D', E', F‘,) einander gleich. Wie 
daher auch in einem Kegelschnitte die drei Puncte 4, B, € genommen 
werden mögen, so mufs immer, wenn E und F auf die besagte Weise 
daraus abgeleitet worden, der Exponent des D. Verhältnisses 

(AE: ED) : (AF: FD) 
Crelle's Journal. IV. Ba. 2. Tift 17 
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denselben Werth haben, also eine bestimmte und zwar rationale Zahl 
sein, weil E und F aus 4, DB, C nur auf eine Weise gefunden werden 
können. Es ist aber, wenn man für den Kegelschnitt einen Kreis und 
C zum Mittelpuncte des Bogens 4B nimmt, E in der Geraden 4B unendlich 
entfernt, und Z der Mittelpunct dieser Geraden; folglich 4E: EB = — 1, 
AF:FB=ı, und daher der Exponent des D.Verhältnisses in diesem 
speciellen Falle, also auch in allen andern Fällen, ==—1; d.h. 4B wird 
in £ und F harmonisch getheilt, — 


Schneide ferner 4C die BD in G, GF den Kegelschnitt in H, DH 
die AB in X, so mufs, nach derselben Art wie vorhin zu schliefsen, der 
Exponent des dadurch sich bildenden D.Verhältnisses (4, B, F, K) eine 
bestimmte Zahl sein, die aber nicht mehr rational ist, sondern eine 
Quadratwurzel enthält, weil die Gerade FG den Kegelschnitt nothwen- 
dig zweimal trifft, wodurch der Punct 7, und somit auch der Punct 4, 
zweideutig wird. In der That findet sich | 

(4, B, F, EK) = z3(ö#+y5) und folglich (4, B, F, Kj) = 38V 2) 
wenn F'G dem Kegelschnitt zum zweiten Male in 7, begegnet, und DH;, 
die 4B in K, schneidet. 


Um sich hiervon auf das Einfachste zu überzeugen, nehme man 
für den Kegelschnitt einen Kreis, 4, B als Endpuncte eines Durchmes- 
sers und C als Mittelpunct des Halbkreises 4CB. Alsdann sind FC, KH, 
£G auf AB normal, F ist der Mittelpunct des Kreises, und AF=FB= FC 
—=FH= dem Halbmesser, den man — 1 setze. 


Hieraus folgt weiter BGE—=2, FG=y5, und es verhält sich 
FB:FK = FG: FH = y5:1, 
also 
du FB--FK:FB—FK-2Éyb5-4i:y5—1i, 
e Le 
AK: KB —5—1:(/5—1y22:3— y^ 5. 
Da ferner 4F:FB=1:1, so hat man 
(AF: FB): (AK: KB) = 1(5—V5), 
wie zu erweisen war. 
Auf eben die Art wird nun auch jedes andere durch ferneres Zie- 
hen gerader Linien in unserer Figur entstehende D.- oder Vieleckschnitts- 


Verhältnifs einen bestimmten Werth haben, und wir erhalten somit fol- 
genden merkwürdigen Satz: 


# 
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»Verbindet man drei in einem Kegelschnitte liegende Puncte durch 
gerade Linien, und zieht in denselben Puncten Tangenten an den Kegel- 
schnitt; erweitert man hierauf die Figur, indem man immer die schon 
vorhandenen Durchschnitte, welche die Geraden mit einander und mit 
dem Kegelschnitte machen, durch neue Geraden verbindet und von den 
aufserhalb des Kegelschnitts fallenden Durchschnitten Tangenten an den- 
selben zieht, deren Berührungspuncte man wiederum unter sich und mit 
jenen Durchschnitten verbindet: so ist, wie weit man auch diese Construc- 
tion fortsetzen mag, der Werth jedes somit sich bildenden Vieleckschnitts- 
Verhältnisses weder von den Parametern des Kegelschnittes noch von der 
Lage der anfänglichen drei Puncte in denselben, sondern blofs von der Art 
und Weise abhängig, auf welche man, von jenen drei Puncten ausgehend, 
zu den Puncten des Vieleckschnitts-Verhältnisses gelangt ist. Der Werth 
eines solchen ist daher immer eine bestimmte Zahl. Weil aber jede durch 
einen Punct innerhalb des Kegelschnittes geführte Gerade denselben in 
zwei Puncten schneidet, und weil von jedem Puncte aufserhalb des Kegel- 
schnitts zwei Tangenten an ihn gezogen werden können, so wird diese Zahl 
im Allzemeinen nicht rational sein, sondern Quadratwurzeln enthalten." 

25) Die so eben beschriebene Figur kann, analog dem Obigen 
(Nr. 18.), ein Netz heifsen, dessen Construction von einem Kegelschnitte und 
drei in demselben enthaltenen Puncten A, B, C ausgeht. Wir wollen jetzt 
dieser Construction noch einen vierten, willkührlich in dem Kegelschnitte 
anzunehmenden Punct M zum:Grunde legen. Um den entsprechenden 
Punct M’ in der andern Ebene zu finden, ziehe man DM, welche 
4B in N schneide; bestimme hierauf in 45’ den Punct N’ so, dafs 
(A', B', E', N^ = (.4, B, E, N), und ziehe D'/V', welche den Kegelschnitt 
A'B'C' in zwei Puncten schneiden wird. Um zu entscheiden, welcher 
von ihnen der dem M entsprechende M’ ist, denke man sich den Kegel- 
schnitt ABC von einem Puncte so durchlaufen, dafs dieser, von .4 aus- 
sehend, nach 2 kommt, ohne dem C zu begegnen, wo er dann, nach 
derselben Richtung von 3 fortgehend, nach € kommen wird, ohne 4 zu 
treffen, und von C nach 4 zurück, ohne B zu ireífen *). 





*) Wie dieser Forderung bei der Ellipse immer Genüge geschehen kann, sieht man ohne 
Weiteres, — Eine Parabel hat man sich hierbei als eine sich in das Unendliche erstreckende 
Sllipse zu denken, so dafs der beschreibende Punct, nachdem er unendlich weit in dem einen 
Schenkel furigegangen ist, in den andern Schenkel aus dem Unendlichen zurückkehrt. — Bei einer 

17* 
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Man bezeichne die drei somit durchlaufenen Theile durch 4B, 
BC, CA, so sind ihnen die auf gleiche Art in dem andern Kegelschnitte 
bestimmten und durch 45‘, B'C', C'A' zu bezeichnenden Theile resp. 
entsprechend; und wenn daher M z. B. in BC liegt, wie dies in unserer 
Figur der Fall ist, so mufs auch M! in B'C' begriffen sein. 

Irgend zwei #2. Verhältnisse, die in beiden Ebenen aus den Ke- 
gelschnitten und aus den in jedem derselben liegenden 4 Puncten durch 
Construction von Netzen 'auf gleiche Art sich bilden, werden nunmehr 
einander gleich sein, woraus wir zunächst schliefsen, dafs mit dem D. Ver- 
hältnisse (4, B,E, N) des einen Netzes auch alle übrigen in demselben 
vorkommenden D.- und #7. Verhältnisse gegeben sind; und überhaupt: 

Alle V1. Verhältnisse eines Netzes, das aus einem Kegelschnitte 
und vier in ihm liegenden Puncten construirt ist, lassen sich finden, 
wenn irgend eines derselben, das von allen vier Puncten zugleich abhängt, 
gegeben ist. YT 

26) So wie der Punct M, so wird auch jeder andere willkührliche 
Punct des Kegelschnitts, in Bezug auf die drei ersten A, B, C, durch ein 
D.Verhaltnifs bestimmt. Für jeden neu hinzukommenden willkürlichen 
Punct des Kegelschnitts mufs daher ‘ein D.- oder V/,Verhaltnifs mehr 
gegeben sein. Da nun bei vier Puncten! ein 77. Verháltnifs nothig war, 
so ziehen wir die allgemeine Folgerung: | 

Hat man einen Kegelschnitt und beliebige m in dem- 
selben liegende Puncte, so müssen in dem daraus construir- 
ten Netze irgend m—3 von einander unabhängige /7. Ver- 
hältnisse gegeben sein, um alle übrigen finden zu können. 

Es ist dieser Satz als Verallgemeinerung des Satzes in Nr. 9. zu be- 
trachten, wo bei einem Systeme von 7 Puncten in einer geraden Li- 
nie, ebenfalls m — 3 VJ. Verhältnisse gegeben sein mufsten. — Man be- 
merke noch, dafs bei einem Kegelschnitte und 5 Puncten desselben 
9 — 3 == 2 WI, Verhältnisse erfordert werden, eben so, als wenn man 
ein System von 5 Puncten in einer Ebene überhaupt hat (Nr.20.). Der 
Grund davon liegt in dem bekannten Satze, dafs durch 5 Puncte einer 
. Ebene immer ein Kegelschnitt und nur einer beschrieben werden kann, 


Hyperbel mufs der Punct beide Male, wenn er sich unendlich. weit nach der Richtung ciner 
Asymptote entfernt hat, nach dem enigegengesetzten, unendlich entfernten Ende derselben Asymp- 
tote überspringen und in das Endliche zurükkehren, 


*. 
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dafs folglich mit irgend 5 Puncten der Ebene immer auch schon der 
Kegelschnitt, in welchem sie liegen, vollkommen bestimmt ist. Sechs 
Puncte einer Ebene liegen im Allgemeinen nicht in einem Kegelschnitte. 
Soll daher auch der sechste Punct in dem Kegelschnitte enthalten sein, 
welcher durch die 5 ersten geht, so ist eben damit eine Bedingung für 
die Lage des sechsten in der Ebene gegeben, und da zur vollkommenen 
Bestimmung eines Punctes in einer Ebene zwei Bedingungen erfordert wer- 
den, so bedarf es noch einer zweiten Bedingung für den sechsten, und so 
für jeden andern Punct des Kegelschnitts. Diese zweite Bedingung ist aber 
das für jeden sechsten Punct hinzuzufügende 77. Verhältnifs. 

27) Man habe in einer Ebene einen Kegelschnitt und aufserhalb | 
desselben 77: beliebig genommene Puncte, wo 77>>1. Von jedem derselben 
ziehe man an den Kegelschnitt zwei Tangenten, so erhált man 277 Be- 
rührungspuncte, die ebenfalls von einander unabhängig sein werden, und 
aus denen man hinwiederum die ersten 77 Puncte finden kann. Construirt 
man nun aus den letztern 277 Puncten in Verbindung mit dem Kegel- 
schnitte ein Netz, so sind nach dem Vorigen alle 77. Verhältnisse des- 
selben bekannt, wenn 272 —3 derselben gegeben sind. Dieselbe Anzahl 
von 77, Verhältnissen mufs daher auch gegeben sein, wenn man aus dem 
Kegelschnitte und den erstern 77 Puncten ein Netz construirt, in dem die- 
ses Netz mit dem vorigen aus 2772 Puncten construirten identisch ist. 

Man denke sich jetzt in der Ebene eines Kegelschnitts 7 beliebige 
Puncte innerhalb desselben, wo 2752. Man nehme diese Puncte in einer 
gewissen Ordnung und verbinde hiernach den ersten mit dem zweiten, den 
zweiten mit dem dritten u. s. w., den zten mit dem ersten durch gerade 
Linien, deren jede den Kegelschnitt in zwei Puncten schneiden wird. Dies 
giebt ein System von 7 von einander unabhängigen Geraden und von 27 
sich gegenseitig nicht bestimmenden Puncten im Kegelschnitte, aus welchen 
letzteren man umgekehrt die 2 Geraden und aus diesen die 2 anfänglichen 
Puncte finden kann. Das aus dem Kegelschnitte und den 7 anfänglichen 
Puncten construirte Netz ist daher einerlei mit demjenigen, welchem 
der Kegelschnitt und die darin enthaltenen 22 Puncte zum Grunde lie- 
gen, und ist folglich seinen 77. Verhältnissen nach vollkommen bestimmt, 
wenn 27—43 derselben gegeben sind. 

Hat man also endlich in der Ebene eines Kegelschnitis 7 +7 
Puncte, von denen 77 aufserhalb, 2 innerhalb der Curve liegen, so erhält 
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man auf die eben besagte Weise ein System von 272 --2n2 von einander 
unabhängigen Puncter im Kegelschnitte selbst, aus denen sich hinwiede- 
rum die anfänglichen 77 La Puncte finden lassen; — und damit ein System 
von 29 (m--2)— 3 von einander unabhängigen 77. Verhälinissen. Dats 
dieses gilt, auch wenn, gegen die vorhin gemachte Annahme, in m-bn 
entweder m==1 oder n=1 oder 2 ist (nur muß m -+-n>1 sein) da- 
von überzeugt man sich leicht selbst, und kann somit den Satz folgen- 
dergestalt ganz allgemein ausdrücken: | 

Wird aus einem Kegelschnitte und irgend m in se;- 
ner Ebene, nicht in ıhm selbst, liegenden Puncten ein Netz 
construirt, so müssen 2m—3 von einander unabhängige 
Yl.Verhältnisse gegeben sein, um alle übrigen finden zu 
können, — also fünf 71. Verhältnisse mehr, als wenn die 
mPuncte blofs unter sich, nicht auch mit dem Kegelschnitte, 
in Verbindung gesetzt werden. 

Beispiel. 4, B (Fig. 8.) sind zwei Puncte innerhalb eines Kegei- 
schnitts; dieGerade 4B schneide ihn in € und D. Man ziehe in diesen Puncten 
Tangenten, welche sich in E treffen; ziehe EZ, EB, welche dem Kegelschnitte 
in F,G begegnen; ziehe endlich DF, CG, welche CE, DE in H, I schneiden. 
| Hier ist also die Zahl der anfänglichen Puncte, 2 =2. Damit wird 
am--3==1, und es braucht daher bei dieser Figur nur ein 77. Ver- 
hältnifs gegeben zu sein, um die Werthe aller übrigen zu kennen; d.h. 
zwischen je zwei 71. Verhältnissen wird eine Gleichung obwalten. 

So ist z. D. die zwischen den zwei Dreickschnitts- Verhältnissen 

(CA4:4D) (DI: IE)(EH:HC) = p, 
(CB: BD) (DI: ZE)(EH: HC) = 9 
statt findende Gleichung: p9 il 
ein Resultat, welches sich auch durch die Proportion darstellen läfst: 
GE DB. 4 (a M (2 2 
AD’ BC \HE LE 

Eben so mufs jedes andere #7. Verhältnifs durch p oder 9 aus- 
gedrückt werden können, wie das D.Verhältnifs 
| (CA: AD):(CB:BD) = pig = p 
und das ihm gleiche 7r. Verhältnifs: 

(CE: EH) (HF: FD)(DE:EI)iG:GC) = p. 


Druckfehler. In dieser Abhandlung steht einigemahl „Dreieck - Verbältnifs, Vielesk - Verhälenils eic," 
Man. lese statt dessen. ,, Dreieckschnitts-Verhältnifs, Vieleckschnitts - Vexháltnifs etc." 
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8. 
Memoire sur une classe particuliere d’equations 
résolubles algébriquement. 
(Par Mr. N. H. Abel.) 





hi est vrai que les équations algébriques ne sont pas résolubles généra- 
lement; mais il y en a une classe particuliére de tous les degrés dont la 
résolution algébrique est possible. Telles sont p. ex. les équations de la 
forme x"— 1— 0. La résolution de ces équations est fondée sur certai- 
nes relations qui existent entre les racines. J'ai essayé à généraliser 
cette remarque en supposant que deux racines d'une équation donnée 
soient tellement liées entre elles, qu'on puisse exprimer rationellement 
lune par l'autre, et j'ai trouvé, qu'une telle équation peut toujours être 
résolue à l'aide d'un certain nombre d'équations moins élevées. Il y 
a méme des cas où l'on peut résoudre algébriquement l'équation don- 
nee elle méme. Cela arrive p. ex. toutes les fois que, l'équation donnée 
étant irréductible, son degré est un nombre premier. La méme chose a 
lieu encore si toutes les racines d'une équation peuvent être exprimées par 
d NIC D Rer cio NGC co DARAUS gap RUIN A de | 
6x étant une fonction rationnelle de x, et O’x, 05x, ... des fonctions de 
la méme forme de dx, prise deux fois, trois fois, etc. . .. 


9 e x" —1 LI . 
L’equation ———,- = 0, sin est un nombre premier, est dans ce 


cas; car en désignant par x une racine primitive pour le module z, on 
peut, comme on sait, exprimer les 2 — 1 racines par: 
T es OK, Ne ce eue Si OU, qi ae 
c'est-à-dire en faisant x* — Ox, par: 
Ce GO Me OU E. cec sep. Qui OT ia ep. 
La méme propriété convient à une certaine classe d'équations 
qu'offre la théorie des fonctions elliptiques. | 
En général je suis parvenu à démontrer le théoréme suivant: 
»91 les racines d'une équation d'un degré quelconque sont liées entre - elles 
de sorte, que toutes ces racines peuvent être exprimées rationnellement 
au moyen. de l'une d'elles, que nous désignerons par x; si de plus, en dé- 
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signant par 6x, 0,x deux autres Tu PORE des racines en question, 
on à 

00,2. 6 6, Do: 
l'équation, dont il s'agit sera toujours résoluble algebriguement. De méme 


s; lon suppose l'équation irréductible et son degré exprimé par 


Ld y v 
I 2 
he oh, sos S 


OÙ Gy, Ges © +» « . &, Sont des nombres premiers différens, on pourra ré- 
duire la résolution de cette équation à celle de v, équations du degré «,, 
de v, équations du degré «,, de v, équations du degré a; etc." 

Apres avoir presenté généralement cette théorie, je lapplhiquera: 
aux fonctions circulaires et elliptiques. 





9. fd. 

Nous allons d'abord considérer le cas où lon suppose que deux ra- 
vines dune équation irréductible *) soient liées tellement entre: elles, que 
lune puisse étre exprimé rationnellement par lautre. 

Soit 

Lane. 0 

une équation du degré &. et x’ et x les deux racines qui sont heés en- 
ure- elles par l'équation | 
| Pie e oc 
où 60: > désigne une fonction rationnelle de x et de quantités connues. 
La pr a’ étant une des racines de l'équation , on aura Q(x‘) = 0 
et en vertu de (2.) | 

3. Q(0x,) = 0. 

Je dis maintenant que cette équation aura encore lieu, si au lieu 
de x, on mei une autre racine ungut de l’equation PROPOSE On 
aura ellectivement le théorème suivant **). 


ES 





'j Une équation e x zo, dont les coëfficiens sont des fonctions rationnelles d'un certain nom- 


bre de quantités connues a, &, c,.... s'appelle irréductible, lorsqu'il est impossible d'ex- 
prier ses racines par une équation moins élevée, dont les coëfficiens soient également des fonc- 
tions rationnelles de a, b, c, . 


**) Ce théoreme se démontrera aisément comme il ‘suit: M 
Quelle que soit la fonction rationnelle f», on peut toujours faire fx = W' ou M et N 


soui des fonctions entieres de x, qui n'ont pas de facteur commun; mais une fonction de x peut 
toujours dire mise sous la forme P 4. px, ou Pet Q sont des fonctions entiéres, telles, que fe 


Mes Abel, équations résolubles algébriquement. | 133 


Théorème I. ,Si une des racines d'une équation irréductible 
@x==O satisfait à une autre équation fx — 0, ou fx désigne une fonc- 
tion rationnelle de x et des quantités connues qu'on suppose contenues 
dans @x; cette dernière équation se trouvera encore satisfaite en met- 
tant au lieu de x une racine quelconque de l'équation Qo — 0; mais le 
premier membre de l'équation (3.) est une fonction rationnelle de x, donc. 
on aura | 

4, (0x) == 0, :81 Dx = 0, 
c'est-à-dire, si x est une racine de l'équation @x — 0, la quantité Ox le 
sera également. 

Maintenant, en vertu de ce qui précède, 0x, est une racine de 
l'équation Qx = 0, donc 00x, le sera aussi; également 000x,, etc. 
le seront encore en répétant lopération désignée par Ó un nombre quel- 
conque de fois. 

Soit pour abreger 

00x, — Par; 00x, = 05x,; 00 x, = 0x, etc, 
on aura la série 
huma Qo een frio Sr, dium ios 
et toutes ces quantités seront des racines de l'équation Qx— 0. La sé- 
rie (5.) aura une infinité de termes, mais l'équation @x—0 n'ayant 
quun nombre fini de racines différentes, il faut que plusieurs quantités 
de la série (5.) soient égales entre-elles. 
Supposons donc p.ex. 
0) PE on. 
ou bien 
6. 0"(0"x,)—0"x, = 0, 
en observant que 6"'”" x, = 0"0"x,. 

Le premier membre de l'équation (6.) est une fonction rationnelle 
de 9”x,; or cette quantité est une racine de l'équation Qx = 0, donc en 
vertu du théorème énoncé plus haut, on pourra mettre x, au lieu de 0" x,. 





degré de P soit moindre que celui de la fonction gx. Donc, en faisant M — P -- Q.9 x, on aura 
f» COSE AME den Celà posé, soit x la racine de gx = 0, qui satisfait en méme tems à fx —0; 


x, sera également une racine de l'équation P=o. Or si p n'est pas zéro pour une valeur quel- 
conque de x, cette équation donnera x, comme racine d'une équation d'un degr& moindre que 


9 


celui de gx = 0; ce qui est contre Phypothése; donc P — o et par suite fx = x.4, d'où lon 
voit que fx sera égal à zéro en méme tems que px q. e. d. 
Crelle’s Journal. IV. Bd. 2. Hft. 15 
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Cela donne p 
Le Fee ie nn 


ou l'on peut supposer que z ait la plus petite valeur qui existe, en sorte 
que toutes les quantités 

Smp Yoel m. v V VEO 
soient différentes entre - elles. 


L'équation (7.) donnera 
O08" x, = Pr, c'est-à-dire: "t x, == 6"4,. 


Cette formule fait voir qu'à partir du terme 0""x,, les termes 
de la suite (8.) se reproduiront dans le méme ordre. Les 7 quantités (8.) 
seront donc les seules de la série (5.) différentes entre- elles. 


Cela posé, si & 7 7, soit x, une autre racine de l'équation propo- 
see, qui n'est pas contenue dans la suite (5); il suit du théorème I, 
que toutes les quantités 
LS rd Map DD aye e i ORC rot en: 
seront également des racines de l'équation proposée. Or je dis que cette 
suite ne contiendra que z quantités différentes entre-elles et des quanti- 
tes (8.). En effet, ayant Ó"z,— x, — 0, on aura en vertu du théorème I.: 
0x, = x, et par suite: 
mie. 
Donc les seules quantités de la série (9.) qui pourront être différentes 
entre-elles, seront les 2 premières 
10." 25 0L. 0 a, mW nga 
Or celles-ci seront nécessairement différentes entre-elles et des quanti- 
tes (8). En effet, si l'on avoit 
iis Mmmm di Lye AER 
ou 7? et y sont moindre que 7, il en résulteroit Ó" a, = 0’ x,, ce qui est 
impossible, car toutes les qantités (8.) sont différentes entre- elles. Sı au 
contraire on avoit: 


rJ SIC Da, 
il en résulteroit 
| Qs api ems gn GM ae comi ORR ars ei bi ES S 
donc 

x, = Or mtr As 


c'est-à-dire la racine x, seroit contenue dans la série (8.), ce qui est 
contre l'ypothése. 
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Le nombre des racines contenues dans (8.) et (10.) est 27, donc 
#4 Sera ou égal à 2n, ou plus grand que ce nombre. 

Soit dans le dernier cas x, une racine différente des racines (8.) 
et (10.), on aura une nouvelle série de racines : 

QI. Ox Bip erts «QE, Wy tiri 
et on démontrera précisément de la méme manière, que les 7 premières 
de ces racines sont différentes entre-elles et des racines (8.) et (10.). 

En continuant le procédé jusqu'à ce que toutes les racines de l'é- 
quation (x — 0 soient épuisées, on verra que les p racines de cette 
équation seront divisées en plusieurs groupes, composés de n2 termes; 
donc m sera divisible par 2, et en nommant nm le nombre des groupes, 


on aura: 
11... =n 


Les racines elles mémes seront: 
VEN T dede + 10 6 DER 
IO ov Cage rey LEUTE i 
125 Se a. LM CREE: sre DR 
BANC QU. uu e YE cera deese 
Si 7) — 1, on aura z — p, et les & racines de l'équation Qx — 0 seront 
exprimées par 
Ba A a pin? AT A en | 
Dans ce cas, comme on verra dans la suite, l'équation Qx —20 est ró- 
soluble algébriquement. Mais la méme chose n'aura pas toujours lieu 
lorsque m est plus grand que l'unité. On pourra seulement réduire la 
résolution de l'équation Qx —0 à celle d'une équation du zime degré, 
dont les coéfficiens dépendent d'une équation du 72""* degré; c'est ce que 
nous allons démontrer dans le paragraphe suivant. 


Uca. 
Considérons un quelconque des groupes (12.), p. ex. le premier, 
et faisons 
1a. C ed NEO) MD d "M ROUES f Gt 8) | 
= "+ A AE A... APY AM = 0, 
les racines de cette équation seront . 
| 25s iD doy trio, 
et les coëfficiens 4’, A’, .... A” seront des fonctions rationnelles et 
| | 18* 
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symétriques de ces quantités. Nous verrons qu'on peut faire dépendre le 
développement de ces coéfficiens de la résolution d'une seule équation du 
degré m. | 

Pour le montrer, considérons en général une fonction quelconque 
rationnelle et symétrique de z,, 0z,, @2,,.... 0" z,, et soit 


: 15. y: <a f (n5 Üm,, far re 0T mS 
cette fonction. 


En mettant au lieu de x, successivement z,, 13, +.++ Lm, la fonc- 
tion y, prendra différentes valeurs, que nous désignerons par yi, Y: 
Y39 +++ Ys. Cela posé, si l'on forme une équation du degré m: 
16. y"-L-py""-py"-4....Jq pay + Pn = % 
dont les racines sont y,, Yes Y; + . . . Ym» je dis que les coéfficiens de 
cette équation pourront étre exprimés rationnellement par les quantités 
connues, qu'on suppose données par l'équation proposée. 
Les quantités 0z,, 0z,, .... 0'"7z, étant des fonctions ration- 
nelles de z,, la fonction y, le sera également. Soit 
yu ceps 
17. nous aurons aussi 
Va Fa; yy = Fay, 1s Yn = Fan 
Mettant dans (15. successivement @2,, Ox, 0m, .... OR, 
au lieu de z,, et remarquant que "x, —2z,; 9" z,—02,; 0x, —0' x,, etc. 
il est clair que la fonction y, ne changera pas de valeur; on aura donc 
Nu css DIES E TU rrt F(0 x,) zT 2 Pra) 
et également | 
VL a FU RME ECTS, NUES (0 Fra); 
Yn fe, = Oe, ye EO" ee le rate tuy 
Elevant chaque membre de ces équations à la y""* puissance, on 
en tire: 


v 1 y vy m—1 Y 
ay ess —.{(fa,) + (FOx) +.... + (F0""2,)}, 
í 
Loc 


{ay + (Fon) +... + (0972); 
y, = Tes) ny bo. 0 HE) 
En ajoutant ces derniéres équations on aura la valeur de 


yr yr. 


| + 
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exprimée en fonction rationnelle et symétrique de toutes les raci- 
nes de l'équation Qz — 0, savoir: 
19. pH yt yt sso yn = LEQGY. 

Le second membre de cette équation peut étre exprimé rationnel- 
lement par les coëfficiens de Qa et Ox, c'est-à-dire par des quantités 
connues. Donc, en faisant 

20. r,—yibxdctxdoeecty 

on aura la valeur de r,, pour une valeur quelconque entiere de v. Or 
connoissant 7,, los . .. + lmy ON en pourra tirer rationnellement la va- 
leur de toute fonction symétrique des quantités yai. ae Macc On 
pourra donc trouver de cette maniére tous les coéfficiens de l'équation 
(16.) et par conséquant déterminer toute fonction rationnelle et symetri- 
que de z,, 0z,, 0^2,, . .. . "x, à l'aide d'une équation du m°" degré. 
Donc on aura de cette manière les coëfficiens de l'équation (14.), dont 
la résolution donnera ensuite la valeur de z, etc. 

On voit par là qu'on peut ramener la résolution de l'équation 
Qz —0, qui est du degré w= 71.2, à celle d'un certain nombre d'équa- 
tions du degré m et n. Il suffit méme, comme nous allons voir, de re- 
soudre une seule équation du degré m et m équations du degré 7. 

Soit xr, un quelconque des coéfficiens A, 4”, .... 4” et faisons 

21. 6, = ylobz-rFylLWxm-d yide... by Yen: 

Puisque y?.:pz, est une fonction symétrique des quantités z,, 

03,, .... ("7 z,, on aura, en remarquant que 6"2,==2,; 0" x, = Üz, etc. 
raa, ms E amy satis 0m Rep la nn (Om rupe x, 
donc: 


Yrs, mm I Ung y. spa + (Fon) pro. (Ta). Lo 2) 


On trouvera de semblables expressions pour y?.W2,, yim, ... 
+ Ya», en-mettant x, 235, + .. 2, à la place de z,. En: substi- 
tuant ces valeurs, on voit que £, deviendra une fonction rationnelle et 
symétrique de toutes les racines de l'équation Pr — 0. En effet 
on aura , 
ER pt og — & x)”. Va. 
Donc on peut exprimer f, rationnellement par des quantités connues. 

Celà posé, en faisant v — 0, 1, 2, 3,.... z— 1, la formule (21,) 
donnera: 
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da, + wx +....+ Yr, = 
yi + yi v2, Ted Yn bin = th, 
Yrs b Tob ob Ia as = 
yz pa, ym pa db e EY tm bn 
On tirera aisément de ces équations, linéaires par rapport à w2,, 


VUz,.....m,, les valeurs de ces quantités en fonctions rationnelles 


de yj 3450y39 45. Wins 
En effet, en faisant 
235. C FEIN SN ovium Hy 
= yt RA,.y"^-LB..y7?-4....q Ry, 


94, Wa — Rott: Ry +t, R; +. bein Re + Im-ı 
; R,+Rıyı tR:yıt-- +... 4 Amy?” 2 -ymaı' 

Les quantités R,, R,,.... Ra. sont des fonctions rationnelles 
de Y. Ys, Vas ve + + Ym, mais on peut les exprimer par y, seul. En 
eflet, en multipliant (23.) par y — y,, on aura: 

VIII IDEEN t Y" ^ Pa NT eb PhAYT PS 
= y^ + (Rna—y)Y" + (E, sy, IU a) yos e .... 
d'où lon tirera, en comparant les puissances égales de y: 
Bao = Yıt Pi 
UR = yR,otpR = Y; tants 
25. 4E, = y sb ps = Yi FAY tan + Ps, 


on aura 


m—3 


m—4 


k= y77 p, Yr TAYT Tee Pm 
En substituant ces valeurs, l'expression de Wa, deviendra une 

fonction. rationnelle de y, et de quantités connues, et on voit qu'il est 
toujours possible de trouver Ya, de cette sorte, sous condition que le dé- 
nomunateur : 

Ry Py Ea Ye EV ed Ve aus ! 
ne soit pas zéro. Or on peut donner a la fonction y, une infinité de for- 
mes qui rendront impossible cette équation, p. ex. en faisant 

26. y, = (a—zac)(«—6z)(«—402)....(& —0"7 a), 
ou « est indéterminé, le dénominateur dont il s'agit ne peut pas s'éva- 
nouir. En effet ce dénominateur étant la méme chose que 
(Pi — Ye) (9, —y) ZEND (Ya y n)» 


\ 
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on auroit 
: N Yu Yas 
sil étoit nul, c’est-à-dire "ul 
(a — ©) (e — 025)... - (e. — 0"7 x,) LL (e — Xz) (e — 024)... (a — 07 x), 
ce qui est impossible, ear toutes les racines x,, 0x,, 0x, . . .. 0x, 
sont différentes de celles-ci: x;, 0x;, Hay, . . . . Oxy. 
| Les coëfficiens A, 4", .... A” peuvent donc s'exprimer ration- 
nellement par une méme fonction y,, dont l'expression dépend d'une équa- 
tion du degré 77. 
Les racines de l'équation (14.) sont 
qe ONE UND NUR qua 
En remplaçant dans les coéfficiens 4,, 4, etc. y, Par ya, ys» + +» 
e 0 Ym, 9n obtiendra 77 — 1 autres équations, dont les racines seront re- 


spectivement: 
Lo 9 096, e + 9 @ D. 


X35 9X35 LR, pie 07 355, 


Lng ins lots :0- Xa, 


Théorème IL l'équation proposée Px== 0 peut donc être dé- 
composée en un nombre de 77 d'équations du degré 7; donc les coëfficiens 
sont respectivement des fonctions rationnelles d'une méme racine d'une 
seule équation du degré 77. 

Cette dernière équation n'est pas généralement résoluble. algébrique- 
ment quand elle passe le quatrième degré, mais l'équation (14) et les 
autres semblables le sont toujours en supposant connus les coefliciens 
A‘, A, etc., comme nous le verrons dans le paragraphe suivant. 


9. 3. 

Dans le paragraphe précédent nous avons considéré le cas où m 
est plus grand que l'unité, Maintenant nous allons nous occuper du cas 
où 7 — 1. 

Dans ce cas on aura = 7, et les racines de l'équation Px = 0 


seront 
27. Lis 00%, Hann. 0"7 2,5 


or je dis que toute équation dont les racines peuveut être exprimées de 
cette sorte est résoluble algébriquement. 
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Soit & une racine quelconque de l'équation &/"— 1 — 0, et faisons 
98. spo (ct rc... ae are, 
x sera une fonction rationnelle de x. Or cette fonction peut s'expri- 
mer rationnellement par les coéfficiens de @x et Ox. 


En mettant 0" x au lieu de x, on aura 
Og TERR 
(Bra e.g" *ac fe tg"? a", Io at gine LL amr, gimus 
maintenant on a | 
x cm, gc CN Leur Te Lg c3 
donc: 
dote = 
(e^ Phy qa! Housse TE+ Ha P x ss immota 
Orion" donc: E | 
Vz ler aetadatagat.... Homo] 


= gr omae) (a —- e 0x + eve Hu ae? DER 2. 
donc, 


qain) étant =], 
Jones TE 
En faisant 77 — 1,2, 3,.... 4 — 1, et ajoutant ensuite, on trouvera: 
29. br = {bat vor+ irrt... + Poa}, 
x sera donc une fonction rationnelle et symétrique de toutes les ra- 


cines de l'équation Qx — 0, et par conséquent on pourra lexprimer ra- 
tionnellement en quantités connues, 


on voit gue 


Soit Lx — v, on tire de l'équation (28.): 


30, Ve =artagrt eOrt.... fares. 
Cela posé, désignons les x racines de l'équation 
a" — 1 = 0 
par " 
vd s Mh Bi a re "URP 
et les valeurs correspondantes de v par 
O2. 79) 


l'équation (30.) donnera, en mettant à la place de « successivement 1, 


09 Uis Uo Us, oe 9 @ Ui} 


c, $ ko ) e 6 * * & ua P 
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u 

V Us para x + 0x d- px +... + px, 

u | 

vu z--e,0x--eljx4..e..--24?90"—x, 

u 
33. y v; x--o0,0x--e;09»x-4-.....-4- «7707 x, 

AR x --2«,,0x--6,,0x-4-.....4- CO ua: 

En ajoutant ces équations on aura: 


34. x — [TA en Y sd Y bee E Y al, 


ou 4 exprime la quantité rationnelle a. 

On connoit par là la racine x. Généralement on trouve la racine 
0"x en multipliant la première des équations (33.) par 1, la seconde par 
@7”, la troisième par @,” etc., et ajoutant; il viendra alors: 


35. 0x = OA a e de Y s bee az" Vu, 


ual 


| 


En donnant à m les valeurs 0, 1, 2,.... x —1, on aura la valeur de 
toutes les racines de l'équation. 
L’expression précédente des racines contient généralement un nom- 


# | 
bre p —1 de radicaux différens, de la forme Yv. Elle aura donc un 
nombre #“"* de valeurs, tandis que l'équation Px=0 n'en a que p. Mais 
on peut donner à lexpression des racines une autre forme, qui n'est pas 


exposée à cette difficulté. En effet, lorsque la valeur de v, est fixée, 
celle des autres radicaux le sera également, comme nous allons le voir. 

Quel que soit le nombre p, premier ou non, on peut toujours trou- 
ver une racine % de l'équation «‘—-1 — 0, telle que les racines 

| Gy Oey ay rr uc 
puissent étre représentées par 
db m au Se. CPP 

Celà posé on aura 


a. Ivy mm x de a 02 d o +... e ath giu, 
ban L—xd-«e.0x + a* 6% x dat ru, 
d'où lon tire: 
38. vci = (cel, gat af x bie. Ie oria) 


X (x4- «602 at Oe +... Qi OP xy, 
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Le second membre de cette équation est une fonction rationnelle de x, 
qui ne changera pas de valeur en mettant au lieu de x une autre ra- 
cine quelconque 0"x, comme on le verra aisément, en faisant cette sub- 
stitution et ayant égard à l'équation 0"*'x — $"x. En désignant donc 
la fonction dont-il s'agit par Wx, on aura: 


Vv (Vu) er dct cuv ce WO 
et de là: 


Buy, Me ; 1 ch 
30. Vu. (Vu TE = 2 {Pot Por p 0x d eee por x}. 
Le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et sy- 
métrique des racines, donc on peut lexprimer en quantités connues. En 
la désignant par a, on aura: 
MH 
40. y wvi(V v7 = a 
et de là: 
A a, 4 
41. vu = a 
A l'aide de cette formule lexpression de la racine x deviendra: 
1 jd H .h asi osa 
42. = + fa EY n REI E PP + boyy. 
Cette expression de x n'a que x valeurs différentes, qu'on obtiendra en 
mettant au lieu de Yv, les & valeurs: 


V2 Ave, aiv, oe ee wu, 

_ La méthode que nous avons suivie précédemment pour la résolution 
de l'équation Px — 0 s'accorde au fond avec celle dont Mr. Gaufs a fait 
usage dans ses „Disyuisitiones arithmeticae pag. 645. et seg." pour ré- 
soudre une certaine classe d'équations, auxquelles il étoit parvenu dans 
ses recherches sur léquation x"—1 0. Ces équations ont la méme 
propriété que notre équation Px — 0; savoir que toutes ses racines peu- 
vent.étre représentées sous la forme: 

Xx, DELE AT ue rares 
0x étant une fonction rationnelle. 


En vertu de ce qui précéde nous pourrons énoncer le théoréme suivant: 


Théorème III. Si les racines d'une équation algébrique peu- 
vent étre représentées par: 
Lo 02, 0°, eee » 0" x, 
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ou 6x — x et Ox désigne une fonction rationnelle de x et de quantités 
connues, cette équation sera toujours résoluble algébriquement. 


On en tire le suivant, comme corollaire: 


Theoreme IV. Si deux racines d'une équation irréductible, 
dont le degré est un nombre premier, sont dans un tel rapport, qu'on 
puisse exprimer l'une rationnellement par l'autre, cette équation sera 
résoluble algébriquement. 


En effet cela suit immédiatement de l'équation (11.) 
Davee HP. 
ou l'on doit avoir 72 — 1, si X est un nombre premier, et par conséquent 
les racines sexpriment par x, 0x, 05€, .... 07%, 


Dans le cas, où toutes les quantités connues de ®x et 9x sont 
réelles, les racines de l'équation Qx jouiront d'une propriété remar- 
quable, que nous allons démontrer. | 

Par ce qui précède on voit que c, , peut être exprimée rationnel- 
lement par les coéfficiens de @x et Ox, et par a Si donc ces coëfi- 
ciens sont réels, a,_, doit avoir la forme 

Q,. = a+bf/—l, 
ou y —1 n'entre qu'à cause de la quantité a, qui en général est imagi- 
naire, et qui généralement peut avoir la valeur 


297 NEL Y, 
& = cos — —]1l. Sin —. 
Prid i 


En changeant donc dans « le signe de y^— 1 et désignant par 
ai, la valeur correspondente de c, ,, on aura 
| Gin — 0 — by — 1. 

Or suivant (40.) il est évident, que a, , — 2, ,, donc 5=0 et í 


43. a, = 0. 


Donc a,_, a toujours une valeur réelle. On démontrera de la méme 
manière que | 
v7, =c+df—1 et vy, = c—dyÿ —1, 
ou c et d sont réels. 


Donc: 
V, Fur — 20, 


VU, 4, == d^, 


De là on tire 
44. vw = cd- y —1.Xy (a^ — c5, 
19* 
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et par suite y/(a"— c?) — d; d'où lon voit uch V'(a"^—c") a toujours 
une valeur réelle. 3 
Celà posé, on peut faire 


49. c = (yo cos, YU RE Ea vor sind, 


ou e est une quantité positive. 


On en tire 
e+ [v (a = VO" 
46. a" = ef; 


par conséquent ¢ sera égal à la valeur numérique de a. D'ailleurs on 
voit que @ est toujours positif, si X est un nombre impair. 
Connoissant p et 0, on aura 


v, = (ÿe)“ (cos + V — 1. sind) 


c'est- à- dire 


et par suite 
Ya = y». {cos rn à d E EI (=e zy. 


En substituant cette valeur de ‘à v, dans l'expression de x (42.), 
elle prendra la forme: 


Ee — 4e (cos “= UNI. sin Et) 
4 gt) te PO 02) + yr 1 sin Oy 
T OT 6Gy—)y5. PCR Vi Lan dem) 


m Cice v2) C LS beds yu o)". 
+ etc. 
où e, À, f, g, F, G etc., sont des fonctions rationnelles de eos T, sin — 


ELM 


et des coëfficiens de Qx et Ox. On trouvera toutes les racines, en don- 
nant a z les valeurs 0, 1, 2, 3, . . . . &— 1. ; 
L'expression précédente de x fait voir: 
Théorème V. que pour résoudre l'équation Qx = 0, il suffit: 
1) de diviser la circonférence entière du cercle en x parties égales, 
2) de diviser un angle Ü , quon peut construire ensuite, en 4 parties 
égales, 
3) d'extraire la racine carrée d'une seule quantité e. 
Ce théoréme n'est que l'extension d'un théoréme semblable, que Mr. 
G aufs donne sans démonstration dans l'ouvrage cité plus haut, pag. 651. 
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ll y a encore à-remarquer que les racines de l'équation x = 0 
sont ou toutes réelles ou toutes imaginaires. En effet si une racine x est 
réelle, les autres le sont également, comme les expressions 

0x, PT, ++ + 7x, th 
qui ne contiennent que des quantités réelles, le font voir. Si au contraire 
zx est imaginaire, les autres racines le sont aussi, car si par ex. 0"x étoit 
réelle, 0"—7(0" 5) = 0"x — x, le seroit également, contre l'hypothése. 
Dans le premier cas @ sera positif et dans le second négatif. 

Si x est un nombre impair, toutes les racines seront réelles. 

La méthode que nous avons donné dans ce paragraphe, pour ré- 
soudre l'équation Qx — 0, est appliquable dans tous les cas, le nombre y 
étant premier ou non; mais si x est un nombre composé, il existe en- 
core une autre méthode qui offre quelques simplifications et que nous 
allons exposer en peu de mots. 

Soit p — m.n, les racines 

mm CO OO ss by Gre, 
pourront étre groupées de la maniére suivante: 
Bee wo Oe abo AC ROME 7 
mS. 0C RENDIR la te a | all Ti 
Uu mut qu E uU gutta 
MASS Mf ar rr OT ae. Ro iai 
En faisant pour abréger: 
: BS AZ EA 
a an, OGL, OR Lis 2e AL. 
on peut écrire les racines comme il suit: 
OA NO UE NIS bs ok OTT a 
Lag ola ao iol ros BOA; 


90. 


ea OF Mes) os ross en TT SU 
Done en vertu de ce qu'on a vu dans le §. 2. on peut décompo- 
ser l'équation Px — 0, qui est du degré 72.2, en m équations du degré 
2, dont les coéfficiens dépendront d'une équation du degré mm. Les raci- 
nes de ces 773 équations Seront respectivement les racines 1', 2", .... m‘. 
Si n est un autre nombre composé 7.7,, on peut décomposer 


de la méme manière chacune des équations du degré 7, en =, équations 
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du degré 7,, dont les coéfficiens dépendront d'une équation du degré z,. 
Si n, est encore un nombre composé, on peut continuer la décomposi- 
tion de la méme maniere, 

Théoreme VI. En général, si l'on suppose 

Soi mm UI. mau sims 
Ja résolution de l'équation proposée @x — 0 sera ramenée à celle de z 
équations des degrés: 
ID LASS. dis 

Il suffit méme de connoitre une seule racine de ces équations, car 
si on connoit une racine de l'équation proposée, on aura toutes les autres 
racines, exprimées en fonotions rationnelles de celle- ci. 

La méthode précédente est au fond la méme que celle, que Mr. 
G aufs donne pour la réduction de l'équation à deux termes x^"—.1 — 0. 

Pour faire voir plus clairement la décomposition précédente de 
l'équation Qx — 0 en d'autres de degrés moins élevés, supposons par ex. 
u == 30e= 9.5.02. 

Dans ce cas les racines seront: 

€. Dx, X, e GE. 

D'abord nous formerons une équation du 6""* degré, dont les racı- 

nes seront: 
Xm. ERN U QUA qi PE 

Soit A==0 cette équation, on peut déterminer ses coefhciens, rationnel- 
lement, par une méme quantité y, qui sera la racine d'une équation du 
cinguieme degré: P— 0. 

Le degré de l'équation A — 0 étant lui méme un nombre com- 
posé, nous formerons une équation du 3""* degré: H,— 0, dont les raci- 


nes Seront: 
& 510 uS 


et dont les coéfficiens sont des fonctions rationnelles os y, et d'une méme 
quantité z, qui est racine d'une équation du second degré P,— 0, dans 
laquelle les coéfficiens sont exprimés rationnellement par y. 
Voici le tableau des opérations: | 
SEHR DEE = 0, 
zodfÁy.MÁy = 
M. do an" + 4.7 fai +4 y + ds = 0. 
On peut aussi commencer par une équation du Qe degré en x, 
ou bien par une équation du $""* degré. 
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Reprenons l'équation générale Ox = 0. 
En supposons p — 72.2, on peut faire 
92. ee fy nt fy ore... = 0, 
où y est déterminé par une équation du m!” degré: 
93. y" -L..y"?-....-—90, 
dont tous les coefficiens sont exprimés rationnellement en quantités connues. 
Celà posé, soient: 
54, == mQGma.m.y.....7n, et u = M,N, 
(EL rosis, ne ie nat 0 D a rr Pug ro 
plusieurs manières de décomposer le nombre x en deux facteurs, on poura 
décomposer l'équation proposée Qz —0 en deux autres des w manières 
suivantes : 
F,(x,, y,) =0, dont les racines seront x, Ox, (f"rz,.... 0Ur im 
(1), {et les coéfficiens des fonctions rationnelles d'une quantité y,, racine 
d'une équation f, (y,) — 0, du degré zz. 
F,(&,,'y) — 0, dont les racines seront x, 9"*x, 6°"? 2, 0.6 9 x 
(2.) {et les coéfficiens: des fonctions rationnelles d'une méme quantité Y:» 
racine d'une équation f,y, — 0, du degré m,. 


e e e e a e . . e * e. e e e e r . . e 9 > LI . od 


F, (x, y.)==0, dont les racines seront x, O"x, Ox, .... Uo e 
(w) {et les coëfficiens des fonctions rationnelles d'une méme quantité y,, 
racine d'une équation f, y,,—0, du degré z,. 
Supposons maintenant que m,, 7::,,. .. . m, pris deux à deux, 
soient premiers entre eux, je dis qu'on pourra exprimer la valeur de x 
rationnellement par les quantités y,, y,, y,, . +++ y,. En effet, si 75, 
May» + ++ M, sont premiers entre eux, il est clair qu'il n'y a qu'une 
seule racine, qui satisfera à la fois à toutes les équations 
DD.) PIC ORTOS rom. SW Fx, v.) —'0; 
savoir la racine x. Donc, suivant un théorème connu, on peut exprimer 
x rationnellement par les coëfficiens de ces équations et-conséquemment 
par les quantités y,, Yes «+++ Vue 
Voila donc ramenée la résolution de l'équation proposée à celle de 
w équations: f, yi 0; Se¥ 1 5 0 0 Soo — 0, qui sont respectivement 
des degrés: 77,, M, . . +» . 71,, et dont les coéfficiens sont des fonctions 
rationnelles des coéfficiens de Qa et Oz. 
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Si lon veut que les équations . 

96. ÁAyiz9; Air 0: .... fosa ! 
soient les moins élevées possibles, il faut choisir 77,, m,, . . . . m, tels, 
que ces nombres soient des puissances de nombres premiers. P. ex. si 
l'équation proposée Qz = 0 est du degré: 

Hier re 
OÙ £j. 5 » » + . £j Sont des nombres premiers différens, on aura 
98, p AN Ut M, ees unto C ra EET À 

L'équation proposée étant résoluble algébriquement, les équations 
(56.) le seront aussi; car les racines de ces équations sont des fonctions 
ralionnelles de z. On peut aisément les résoudre de la manière suivante: 

La quantité y est une fonction rationnelle et symétrique des ra- 
cines de l'équation (53.), c'est-à-dire de: 

299 2a Ohr GU p 0). Ur tme 
Soit 

60; y = Px ey 058309 25 0 ET VOOR 
les racines de l'équation (53.) seront 
61. Er; F(02x); VF (0'2)5 1000 4 F(077*2)5 
or je dis que l'on peut exprimer ces racines de la manière suivante: 
62. y, Ay, Ny, e. NT, 
où Ay est une fonction rationnelle de y et de quantités connues. 
| On aura 
63. F(0zx)-—fl0z, 0(0" x), 0(0" x), .... 0 (00—2)), 
done /'(0x) sera. autant que Fr, une fonction rationnelle et symétrique 
des racines x, 9" az, . . . . "zx, donc on peut, par le procédé, trouvé 
(24., exprimer xL (02) rationnellement par zx. Soit donc 
por = Az = y, 
on aura, en remplaçant (en vertu du 1. théorème) z par 9x, 6,.... gx: 
LOL EN NUNG: == A y, 
V6 rz -Nb0z = dy, 
qp 077g m Ap OT ET zz AU y, 
"Tam d. 
Maintenant les racines de l'équation (53.) pouvant étre représen- 
tées par: 
i y» Ay, My, «e Ny, 
on peut résoudre algébriquement cette équation de la même maniere que 
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jéquation Qx — 0. (Voyez le théorème III). 

Si zn est une puissance d'un nombre premier =e’, on peut encore 
déterminer y à l’aide de y équations du degré e. (Voyez le théorème VL) 

Si dans le théorème III., l'on suppose, que y soit une puissance de 2, 

on aura, comme corollaire, le théoréme suivant. 

Théoréme VIL Si les racines d'une équation du degré 2° peu- 
vent étre représentées par 

x, Ox, Üx,.... 0 tn, où 6 x —%, 

cette équation pourra être résolue à l'aide de l'extraction de w racines 
quarrées. 


, 1 . pr , . 142 — 
Ce théorème, appliqué à l'équation = | 


—=0, où 1+2 est un 
nombre premier, donne le théorème de Mr. Gaufs pour le cercle, 


9. 4. 

Des équations dont toutes les racines peuvent étre 
exprimées rationnellement par l'une d'entre elles. 

Nous avons vu précédemment (théoreme III.) qu'une équation de 
degré quelconque, dont les racines peuvent étre exprimées par 

AND 20S EO ia 
est toujours résoluble algébriquement. 

Dans ce cas toutes les racines sont exprimées rationnellement par 
l'une d'entre elles; mais une équation, dont les racines ont cette propriété, 
n'est pas toujours résoluble alzébriquement; néanmoins, hors le cas con- 
sidéré précédemment, il y a encore un autre, dans lequel cela a lieu. 
On aura le théoréme suivant: 

Théorème VIII. Soit x — 0 une équation algébrique quel- 
conque, dont toutes les racines peuvent étre exprimées rationnellement 
par l'une d'entre elles, que nous désignerons par x. Soient 8x et Ox 
deux autres racines quelconques, l'équation proposée sera résoluble alge- 
briquement, si l'on a 00,x = 6,6x, 

La démonstration de ce théorème peut être réduite sur le champ 
à la théorie exposée $.2., comme nous allons le voir. 

Si l'on connoit la racine x, on en aura en méme tems toutes les 
autres; il suffit donc de chercher la valeur de x. 

S1 l'équation GAS le E 


= 0 


n'est pas irréductible, soit TAM, 
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l'équation la moins élevée, à laquelle puisse satisfaire la racine x, les 
coéfficiens de cette équation ne contenant que des quantités connues. 
Dans ce cas les racines de l'équation @x = 0 se trouveront parmi celles 
de l'équation %x — 0 (voyez le premier théorème), et par conséquent elles 
pourront s'exprimer rationnellement par l'une d'entre elles. | 

Cela posé soit Ox une racine différente de x, en vertu de ce qu'on 
a vu dans le premier paragraphe, les racines de l'équation @x — 0 pour- 
ront étre exprimées comme il suit: 

x, Ox, Dich DUNE SOIT I 
Lis 3 LP ings Ar ceo: ies pre 
Mrs NU MT IL Le ie D c 
et en formant l'équation 
66. + AL AU EL A EL... E AO x LAM — 0, 
dont les racines sont x, 0x, 0°x, . . . . 07x, les coëfficiens 4’, A”, ... 
... A”) pourront être exprimeés rationnellement par une méme quan- 
tité y, qui sera racine d'une équation irréductible *): | 
67. y"-Eny" "py"... Ee Pm YE Pm = 0 

dont les coéfficiens sont des quantités connues (voyez §. 2.). 

La détermination de x peut s'effectuer à l'aide des deux équations 
(66.) et (67.). La premiére de ces équations est résoluble algébriquement, 
en supposant les coéfficiens connus, c’est-à-dire la quantité y (voyez le 
théorème IIL.). Quant à l'équation en y, nous allons démontrer que ses 
racines ont la méme propriété que celles de l'équation proposée Pr=0, - 
savoir d'étre exprimables rationnellement par l'une d'entre elles. 

La quantité y est (voy. 15.) une certaine fonction rationnelle et 
symétrique des racines x, 0x, 03,.... 0?»x. En faisant: 

yo Em ITU 0 LUE en OS | 
. Mes autres racines de l'équation (67.) seront: 
OB; CV; ER (ox Er 


Yuna = I 0 Xni rs diae. Mis 256 5 


*) On démontrera aisément, que cette équation ne pourra étre reductible. Soit BR =o l’é- 
quation irréductible en y, et » son degré, En éliminant y, on aura une équation en x du degré 
n»; donc n» >. Mais on a 





E = n.m, 
y = m, 


ce qui est impossible, car » est moindre que m. Donc etc. 


Y 
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Maintenant, dans le cas en question x,, .... x, , seront des fonctions 
ralionnelles de la racine x. Faisons en conséquence 

um a, Xm 0,4, V. v Lp =O Lo 
les racines de l'équation (67.) auront la forme: 


elle 00/95 6° 0,25 .. 0 0, 2c). 
Suivant. ['iy iode les fonctions 9 et 6, ont ila propriété que: 
00,2 = 0,0x, 


equation qui, en vertu du théorémeI, aura lieu en substituant à la place 
de x une autre racine quelconque de l'équation Qx —0. On en tire 


successivement 
Di Ben qu 


66,4% == 00,023 0:0 x, 

p "p po gw OF 
L’expression de y, deviendra par là: 

Valo (pie, 00,0, 0 521 150, 977325), 

et on voit que y,, comme y est une fonction rationnelle et s y mé- 
trique des racines 

Cy Ves io By bean. On dq. 
Donc en vertu du théorème II. on peut exprimer y, rationnellement par 
y et des quantités connues. Le méme raisonnement s'appliquera à toute 
autre racine de l'équation (67.). Soient maintenant Ay, A,y deux raci- 
nes quelconques, je dis qu'on aura 

AAY = Ay. 
En effet ayant p. ex. 
Ay zm f (0,2; 00,2, ove OO, 2); 
y = f(x,0x,.... 0x), 

on aura, en ad ta 0,r au lieu de x: | 
ya == JO, 0,2, 00,0% :2..0" 0, 0,4) 


$1 


où | 
Ya = J (0,2, 00,2, +. se DURE) MY 
donc | 
ANY 10; GE 00/0125 re OT boa) 
Ady = f (0,017, 00,0,2, «+++ 0" 0,0, ), 


donc, puisque 0,0,% = 0,0,%, 
AA, y= Aj y. 


Les racines de l'équation (67.) auront donc précisément la même 
propriété que celles de l'équation Px= 0. 


et également 


207 
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À , 


Celà posé, on peut appliquer à l'équation (67.) le méme procédé, 
qu'à l'équation Qx — 0; c'est-à-dire, la détermination de y peut s'effec- 
tuer à l'aide de deux équations, dont l'une sera résoluble algébriquement 
et l'autre aura la propriété de l'équation Qx — 0. 

Donc le méme procédé peut encore étre appliqué à cette dernière 
équation. En continuant, il est clair que la détermination de x pourra 
seffectuer à l'aade d'un certain nombre d'équations, qui seront toutes ré- 
solubles algébriquement. Donc enfin l'équation Px = 0 sera résoluble à 
laide d'opérations algébriques, en supposant connues les quantités qui 
avec x composent les fonctions: | 

Quei Dux. 0. c. Biden s s MA o. 

Il est clair que le degré de chacune des équations auxquelles se 
réduit la détermination de x, sera un facteur de x qui marque le degré 
de l'équation Qx —0; et: 

Théoréme IX. Si l'on désigne les degrés de ces équations re- 


spectivement par 

By Mo Hay ce. Nyy 
on aura: 

, — 2.H.H;.... Ie 


En rapprochant ce qui précède à ce qui a été exposé dans le $. 3., 
on aura le théoréme suivant: 

Théorème X. Supposant le degré x de l'équation Qx — 0 dé- 
composé comme il suit: 

69. er, 

OÙ &, & £5 + ++. €, Sont des nombres premiers, la détermination de 
x pourra seffectuer à l'aide de la résolution de v, équations du degré ¢,, 
de y, équations du degré &, etc., et toutes ces équations seront résolu- 
bles algébriquement. | 

Dans le cas où » = 2", on peut trouver la valeur de x à l'aide de 
lextraction de y racines carrées. 


$2 De 
Application aux fonctions circulaires. 
En désignant par & la quantité =, on sait qu'on peut trouver 


une équation algébrique du degré p, dont les racines seront les 4 quantités: 
cosa, COS2A, COSIQ, 4. . . COSKA, 
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et dont les coéfficiens seront des nombres rationnels. Cette équation sera 


70. EN qas MO 


Nous allons voir que cette équation a la méme forme que l'équation 
xx — 0, considérée dans le paragraphe précédent. 
Soit cosa — z, on aura d’après une formule connue, quel que 


soit a: 
71. cosma = (cosa), 


ou 0 désigne une fonction entière. Donc cos7a@, qui exprime ume ra- 
cine quelconque de l'équation (70.), sera une fonction rationnelle de la 
racine x. Soit 6,2 une autre racine, je dis qu'on aura 

OGL -— 9023. 
En effet, soit 0,2 =cosm’a, la formule (71.) donnera, en mettant m’a 
au lieu de a: 


cos (7 zn' à) == 0(cosm'a) = 00,2. 
De la méme maniére on aura 
J cos (m'z1 à) = 0,(cosma) = 0,62, 
donc: 
00,2 = 0,02. 


Donc suivant ce qu’on a vu dans le Darserepte dent 
© OU cosa = cos— 
fe 


pourra être déterminé algébriquement, Cela est connu. 
Supposons maintenant que p soit un nombre premier — 27 +1, 
les racines de l'équation (70.) seront: 


cos—— cos 2%. 


TERN ee S NN 
2n-L 1? 2r +1? x Tr 
La derniére racine cos27 est égale à l'unité, donc l'équation (70.) est di- 
visible par z —1. Les autres racines seront toujours égales entre- elles 





par couples, car on a cos epi — COS a, donc on peut trou- 
ver une équation dont _ racines Lila. 
42. 608 — cos («3954 COS Mida, 
2n Ir 2; LIP Dn +1 


Cette équation sera: | 
73. 0 + $a 4er 4a). 
ran nn a ed gu ME) Au at etc. == 0. 
Celà posé, soit 
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Cos ca =ı = 
In I. iS eu? 


on aura d'aprés ce qui précéde: 
cos fee TÉE. = 0x = cosma. 
2n+ 1 
L’équation (73.) sera donc satisfaite par les racines 
CEN Le ORs Dr, U X2... 
On a, quelle que soit la valeur de a: 
O(cosa) = cosma. 
. De là on tire successivement: 
0^ (cos a) = H(cosma) = cosm° a, 
65 (cosa) == 60(cosz?*a) = cosm?a, 
0" (cos a) = 0 (cos m^^7a) = cos7n" a. 
Les racines (74.) deviendront donc 
79. cosa, cosma, cosm*a, cosm’a, .... cosm"a, .... 
Cela posé, si 72 est une racine primitive pour le module 27 -- 1 
(voyez Gauls Disguis. arithm. pag. 53.), je dis que toutes les racines 
76. cosa, cosma, cosm°a, .... Cosm"a 
seront différentes entre elles. En effet si l'on avoit 
coszn“ a = cos" a, 
où x et y sont moindres que 7, on en tireroit: 
m'a-—ctma-dekm, 


où k est entier. Cela donne en remettant pour @ sa valeur A 


2n+1? 
mn" = +m’ + k(2n+)), 
donc 
m^" + m’ — m’ (m"-— +1), 
et par conséquent | 
m X») un CR 
seroit divisible par 22 +1, ce qui est impossible, car 2(u—y) est moin- 
dre que 27, et nous avons supposé que 77 est une racine primitive. 


On aura encore: 
cos m" g = cosa, 


car m*"— 1 = (m"—1)(m"-+ 1) est divisible par 224 1; donc: 


m" = —ı+kantı), 


cosim"a = cos(—a-+k,2x) = oosa. 


et par suite: 
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De là on voit que les zracines de l'équation (73.) pourront s'ex- 
primer par (76.); c'est-à-dire par: 


' 207 OP'S 2; . VV TTL No) TER 
Donc, en vertu du théorème (IL), cette équation sera résoluble algébri- 
quement. 


En faisant n=m,.m,.. it 71,, on peut diviser la circonférence 
entière du cercle en 27-+1 parties égales, à l'aide de w équations des 
degrés M,» 7, m5, 2... 7. Si les nombres 7z,, 75, ... + m, sont 
premiers entre eux, les coéfficiens de ces équations seront des nombres 
rationnels. 

En supposant 7 — 2", on aura le théorème connu sur les polygo- 
nes reguliers, qui peuvent être construits géométriquement. | 

En vertu du théoréme V. on voit que pour diviser la circonfe- 
rence entière du cercle en 27-]-1 parties égales, il suffit 

1) de diviser la circonférence entiére du cercle en 27 parties égales, 
2). de diviser un arc, qu'on peut construire ensuite, en 27 parties égales, 
3) et d'extraire la racine carrée d'une seule quantité e. 

M. Gaufs a énoncé ce théorème dans ses Disquis., et il ajoute que 
la quantité dont il faut extraire la racine, sera égale à 22-]-1. Crest ce 
qu'on peut démontrer aisément comme il suit. 

‘On a vu (40. 38. 46.) que e est la valeur numérique de la quantité 
(c - «02: a? Pat... 0" x) (c a" Oxf ara...) 
ou a= cos" + V—1.sinZ. En substituant pour x, 0%, . . . . leurs 


valeurs cosa, cos7a, cosm’a,.... on aura: 
+e = (cosa + & cos ma + e? cos z! a 4- .... -]- a". cosm” a} 
X {cosa + a"?cosma + a"? cosm'a + ... . + $7. cos m"? aj. 
En développant et mettant Ho sous la forme 
Fr=t+te tt... LE, a, 
on trouvera facilement: 
t,, — cos a. cos72" a -]- coszm a.cosm"t*' a -d]- ....-]- cos m" ^7" a.cosm" a 
+ cosm” “a.cosa—+-cosm”“*'a.cosma+....+ cosm""a.cosm“ a. 
Maintenant on a - 
C05 7" a. cos m" a = I cos(m"t" a -]- ma) + E cos (rm^*" a — m" a), 
donc: 
u—41eos(m"-]- 1)a-]-cos(7" 4-1)ma ]-cos(7" --1)m*a --...-|-cos(72^ ]-1)7"^a] 


+ ileos(m/"— 1)a --cos(zn"— 1)ma --cos(m"— 13) ma --...-]- cos —1)m"7a]. 
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Si l'on fait (m“+1)a=e", (m"—13)a — a", on aura: 
£, = ilcosa'-]- 0(cosa") + 6 (cosa^) + .... + 6" (cosa‘)} 
+ Zfcosa"+ 6 (cos a^^) + 0* (cos a^") + ... . + 0" (cosa”)}. 
Cela posé, il y a deux cas, savoir: p est différent de zéro ou non. 
Dans le premier cas il est clair que cosa’ et cosa" sont des ra- 
cines de l'équation (73.), donc cosa! = 6°x, cosa’ == 6*x. En substituant, 
il viendra, en remarquant que 6"x — x: 
t, = i(0x-gx-.e.-077 x He d-0x +... +0" 
+ 3 {0x -- 05" x +... 07 x 2904.40", 


1, = xd60xd606zxd..-..027z, 
c'est-à-dire ¢, est égal à la somme des racines; par suite en vertu de 
l'équation. (73.): 


donc 


t, = — 3% 
Dans le cas où = 0, la valeur de £, deviendra: 
t, = £ícos2a -]-cos2 ma -- .... -]- cos 2m" a] + 3:n; 
or cos2a est une racine de l'équation (73.), donc en faisant 


cos2a = (x, 
on aura: 


cos2a À coso 7a -- .... + cos2m" "a 
= r:-09*.-.....-p9"x-cxd-0x-4-..... 07» = —f, 
par conséquent: | 


En vertu de ces valeurs de f, et £,, la valeur de 7c e deviendra: 
cTemin—i—iiTe6dGé6-...T——j, 
act us Eder — mére is 


=? = in + i 
ei puisque e est essentiellement positif, 


In+1 
art 
Ve = £y (2n-+)), 


donc la racine carrée quil y a à extraire est celle du nombre 2n--1, 
comme le dit M. Gaufs *). 


Christiania, 29. Mars 1828. 


um § I 
f — sm 


mais 


donc: . 





Cette valeur de e donne 


*) L'auteur de ce mémoire donnera dans une autre occasion des applications aux fonctions 
elliptiques. (Note du red.) 


— 
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| 9. 
Sur la convergence des séries trigonométriques qui 
servent à représenter une fonction arbitraire 
entre des limites données. 

(Par Mr. Lejeune- Dirichlet, prof. de mathém. ) 





Lies séries de sinus et de cosinus, au moyen desquelles on peut repré- 
senter une fonction arbitraire dans un intervalle donné, jouissent entre 
autres propriétés remarquables aussi de celle d'étre convergentes. Cette 
propriété n'avait pas échappée au géomètre illustre qui a ouvert une 
nouvelle carriére aux applications de l'analyse, en y introduisant la ma- 
niére d'exprimer les fonctions arbitraires dont il est question; elle se 
trouve énoncée dans le Mémoire qui contient ses premiéres recherches 
sur la chaleur. Mais personne, que je sache, n'en a donné jusqu'à pré- 
sent une démonstration générale. Je ne connais sur cet objet qu'un tra- 
vail di à M. Cauchy et qui fait partie des Mémoires de l'Académie 
des sciences de Paris pour l’année 1823. L'auteur de ce travail avoue 
lui méme que sa démonstration se trouve en défaut pour certaines fonc- 
tions pour lesquelles la convergence est pourtant incontestable. Un exa- 
men attentif du Mémoire cité m'a. porté à croire que la démonstration 
qui y est exposée n'est pas méme suffisante pour les cas auxquels l'au- 
teur la croit applicable. Je vais, avant d'entrer en matiére, énoncer en 
peu de mots les objections auxquelles la démonstration de M. Cauch y me 
parait sujette. La marche que ce géomètre célèbre suit dans cette recherche 
exige que l'on considère les valeurs que la fonction Q(x) qu'il s'agit de dé- 
velopper, obtient, lorsqu'on y remplace la variable x par une quantité de 
la forme u d]-vy^—1. La considération de ces valeurs semble étrangère 
à la question et l'on ne voit d'ailleurs pas bien ce que l'on doit entendre 
par le résultat d'une pareille substitution lorsque la fonction dans laquelle 
elle a lieu, ne peut pas étre exprimée par une formule analytique. Je 
présente cette objection avec d'autant plus de confiance, que l'auteur me 
semble partager mon opinion sur ce point. 1l insiste en effet dans plu- 
sieurs de ces ouvrages sur la nécessité de définir d'une maniére précise 
Crelle's Journal, IV. Bd. 2. Ift. 21 
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le sens que l'on attache à une pareille substitution méme lorsqu'elle est 
faite dans une fonction d'une loi analytique régulière; on trouve surtout 
dans le Mémoire qu'il a inseré dans le 19""* cahier du journal polytech- 
nique pag. 567 et suiv. des remarques sur les difficultés que font naitre 
les quantités 1maginaires placées sans des signes de fonctions arbitraires. 
Quoi quil en soit de cette premiére observation , la démonstration de 
M. Cauchy donne encore lieu à une autre objection qui parait ne lais- 
ser aucun doute sur son insuffisance. La considération des quantités 
imaginaires conduit l'auteur à un résultat sur le décroissement des ter- 
mes de la série, qui est loin de prouver que ces termes forment une 
suite convergente. Le résultat dont il s'agit peut étre énoncé comme il 
suit, en supposant que l'intervalle que l'on considère, s'etende depuis zéro 
jusqu'à 27. 


sin 7t © 





>, Le rapport du terme dont le rang est 2, à la quantité 4 - 


(A désignant une constante determinée dépendante des valeurs extrêmes 
de la fonction) differe de l'unité prise positivement d'une quantité qui di- 
minue indéfiniment, à mesure que 7 devient plus grand." 


i x ; sin 7:2 
De ce résultat et de ce que la série, qui a 4 





= pour terme 


général, est convergente, l'auteur conclut que la série trigonométrique 
générale. l'est également. Mais cette conclusion n'est pas permise, car il 
est facile de s'assurer que deux séries (du moins lorsque, comme il ar- 
rive ici, les termes n'ont pas tous le même signe) peuvent être l'une 
convergente, l'autre divergente, quoique le rapport de deux termes de 
méme rang diffère aussi peu que l'on veut de l'unité. prise positivement 
lorsque les termes sont d'un rang trés avancé. | 

On en voit un exemple trés simple dans les deux séries, ayant 
an et l'autre Sr) .La pre- 
miére de ces séries est convergente, la seconde au contraire est diver- 
gente, car en la soustraiant de la premiére on obtient la série divergente: 





lune pour terme général 





—1—742—3$—i—i-— elc. | 
et cependant le rapport de deux termes correspondans, qui est Yi =, 
converge vers l'unité à mesure que 7 eroit. 
Je vais maintenant entrer en matiére, en commengant par l'exa- 
men des cas les plus simples, auxquels tous les autres peuvent étre ra- 
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menés. Désignons par A un nombre positif inférieur ou tout au plus égal 


à T et par f(ß) une fonction de ß qui reste continue entre les limites 0 et 
h; jentends par là une fonction qui a une valeur finie et determinée pour | 
toute valeur de ß comprise entre O et 2, et en outre telle que la diffé- 
rence f(ß-+e) — /(ß) diminue sans limite lorsque = devient de plus en 
plus petit. Supposons encore que la fonction reste toujours positive entre 
les limites 0 et 2 et qu'elle décroisse constamment depuis O jusqu'à 4, 
en sorte que si p et 9 désignent deux nombres compris entre O et 7, 
f(p)—Jf(g) ait toujours un signe opposé à celui de p — g. Celà posé 

considérons lintégrale 





prose ; 
a) JJ RPG 
dans laquelle 7 est une quantité positive, et voyons ce que cette intégrale 


deviendra à mesure que 7 eroit. Pour cela partageons la en plusieurs 


autres prises la premiere depuis Q — 0 jusqu'à (90— =, la seconde de- 
puis Bp = — jusqu'à p= 2, et ainsi de suite, lavant-derniére ayant 
pour limites (r—1)— et —, et la dernière = et A, 2 désignant, le 
plus grand multiple de = qui soit contenu dans A. Il est facile de voir 


que ces intégrales nouvelles, dont le nombre est r + 1, sont alternative- 
ment positives et négatives, la fonction placée sous le signe somme étant 
évidemment toujours positive entre les limites de la premiere, négative 
entre les limites de la seconde et ainsi de suite. Il n'est pas moins fa- 
cile de se convaincre que chacune d'elles est plus petite que la précé- 
dente, abstraction faite du signe. En effet v désignant un entier <7, 
les expressions 


LEA d (4-1) = " 
"s sin if ? sini 
NES SOLL 3 af EIER 


représentent deux Te consécutives. Remplacons dans la seconde 








ß par — +. ß;. elle se changera ainsi en celle-ci: 


pol net (a+ 2) 9 ß 


(24) In (+) 


ou ce qui revient au méme: 


94. 
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v 7t 


pend ei y poor ado ß. 
of AS p 


( | 
Les deux intégrales quil s'agit de comparer ayant ainsi les mémes limi- 
les, on voit sans peine que la seconde a une valeur numérique infé- 
rieure à celle de la premiere. Il suffit pour cela de remarquer quii! 
suit de la supposition que nous avons faite sur la fonction f(ß), que 


f(4- B) «f (0) et que d'un autre cóté sin (Z+8)> sing, les arcs 
et = + ß ‘étant l'un et l'autre moindres que > , car il en résulte l'in- 


égalité — Bose d ; qui ayant lieu pour toutes les valeurs de ( 


It 
sin es EN 
i 
5 . e . . 7t y 7t e ^ e 
intermédiaires entre les limites (y —1)— et —, fait voir que, comme nous 
T [/ 
l'avons dit, chaque intégrale est plus grande que celle qui la suit, abstrac- 
tion faite du signe. Cette circonstance a lieu a fortiori, l'orsquon com- 
pare l'avant- derniére à la derniére, attendu que la différence des limites 
T ae. J pic AUR IT E" 
— €t de la dernière est inférieure à — différence commune des limi- 
tes de toutes les autres. 


Examinons actuellement un peu plus en détail l'intégrale du rang 
y, qui est 


J Syro. 
| G4) = | 
Comme la fonction de ß qui se trouve sous le signe intégral est 


le produit des facteurs d , et /(ß), qui sont l'un et l'autre des fonc- 








tions continues de entre les limites de l’intesration et comme d'un 
autre cóté le premier de ces facteurs conserve toujours le méme signe 
entre ces mémes limites, on conclura en vertu d'un théoréme connu, que 
Yintégrale que nous considérons est égale à lintézrale du premier fac- 
teur multipliée par une quantité comprise entre la valeur la plus grande 
et la valeur la plus petite de l'autre facteur. Le second facteur décrois- 
sant depuis la premiére limite jusqu'à la seconde, la quantité dont il s'a- 


git est comprise entre f [5 m et f (=). En la désignant par e,, no- 
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tre intégrale sera équivalente à  . 


vt 
z 


HUS re 


(v—ı) qa 





L’integrale que renfermee encore cette expression, dépend à la fois de 
y et de Z Elle est positive ou négative selon que y —1 est pair ou impair; 
nous la désignerons désormais par K,, abstraction faite du signe. Nous au- 
rons bientót besoin de connaitre la limite vers laquelle elle converge, lors 
que, y restant invariable, 7 devient de plus en plus grand. Pour découvrir 


cette limite, remplacons ß par À, y étant une nouvelle variable. Nous 


aurons ainsi 
y Tt sin y 


perma 
(y—1)x isin (2) 


Sous cette forme, il est évident qu’elle converge vers la limite 


VTC sin y 0 
7 a 7 LÉ 


que pour abréger nous désignerons par #,, abstraction faite du signe. 





. . , % si . , . 7t 
On sait que l'intégrale 3 à erst a une valeur finie et égale à =. 
NE 


Cette intégrale peut ótre partagée en une infinité d'autres, prises la pre- 
mière depuis y== 0 jusqu'à y=r, la seconde depuis y — v jusqu'à 
y — 27, et ainsi de suite. Ces nouvelles intégrales sont alternativement 
positives et négatives, chacune d'elles a une valeur numérique inférieure 
à celle de la précédente, et celle du rang v est £,, abstraction faite du 
signe. La proposition qu'on vient de citer, revient donc à dire que la 
suite infinie 


(2.) k, ‘TRUE k, + k; —k, + k, Le etc. 


© .78 
est convergente et a une somme égale à E | 


Les termes de cette suite allant toujours en décroissant, il suit 
d'une proposition connue que la somme de 7 premiers termes est supé- 
rieure ou inférieure à > selon que 7 est impair ou pair et que cette 
somme qu'on peut désigner par S,, diffère de D dune quantité moin- 
dre que le terme suivant #,,,. 

Reprenons actuellement l'intégrale (1) et cherchons à déterminer 


la limite vers laquelle elle converge lorsque i croît indéfiniment. En 
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faisant ainsi croitre le nombre 7, les intégrales dans lesquelles nous avons 
décomposé lintégrale (1.), changeront sans cesse de valeur en méme 
temps que leur nombre augmentera; il s'agit de connaitre le résultat de 
ce double changement lorsquil continue indéfiniment. Pour celà, pre- 
nons un nombre entier 77 (qu'il soit supposé pair pour plus de simpli- 
cité) et supposons que le nombre 77 reste invariable pendant que 7 croit. 
Le nombre r, qui croît sans cesse avec 7, finira bientôt par surpasser le 
nombre invariable 77, quelque grand qu'on lait choisi. 

Cela posé, partageons en deux groupes les intégrales dont la somme 
est équivalente à l'intégrale (1.). Le premier groupe comprendra les 7: 
premiéres de ces intégrales, et le second sera composé de toutes les sui- 
vantes. On aura pour la somme du premier groupe: 

(3.) K, e, — Kp, + K, 0, — db Doc — m Om 
et le second, dont le nombre des termes croit sans cesse avec 7, a pour 
premiers termes: 
(4.) K, ibn Ruhe 186 

Considérons séparément ces deux groupes. Le nombre ; croissant 
indéfiniment la somme (3.) convergera vers une limite qu'il est facile de 
déterminer. En effet, les quantités e, &, . . .. e, qui sont comprises la 


premiere entre f(0) et f( 5) la seconde entre f e) et M et la der- 


3 —1)s 20M 
nière entre f pes et f (=) convergent chacune vers la limite /(0), 


lorsque, 72 restant invariable, z croît sans cesse. D’un autre côté nous 
avons vu que les quantités K,, K,,.... K, convergent dans les mé- 
mes circonstances respectivement vers les limites #,, £,, . . . km. Done 
la somme (3.) converge vers la limite f(0) (£, — k, + £; — etc. .... — &,) 
= S,,f(0), ce qui veut dire que la différence entre la somme (3.) et 
S, f(0) finira toujours, abstraction faite du signe, par être constamment 
inférieure à e, w désignant une quantité positive aussi petite que l'on veut. 

Considérons pareillement la somme (4), dont le nombre des ter- 
mes augmente sans cesse. Ses termes étant alternativement positifs et 
négatifs, et chacun d'eux ayant une valeur numérique inférieure à celle 
du terme précédent, comme nous lavons vu plus haut, en considérant 
les intégrales que ces termes représentent, il suit d'un principe connu *), 


*) Le principe sur lequel nous nous appuyons peut étre énoncé de cette manière. Les let- 
) p p ppuy P 
tres A, A, 4", , ,,,. désignant des quantités positives | en nombre quelconque et telles que 
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que cette somme, quelque soit le nombre de ses termes, est positive comme 
son premier terme X,,,0,,, et a une valeur inférieure à celle de cc 
terme. Or, ce premier terme convergeant vers la limite £5,,, f(0), il 
s'ensuit que la somme (4.) finira toujours par être inférieure à b, J (0) 
augmenté d'une quantité positive ’ aussi petite que l'on veut. En com- 
binant ce résultat avec celui que nous avons obtenu sur la somme (3:7, 
il n'y a qu'un instant, on verra que lintégrale (1.) qui est la somme des 
expressions (3.) et (4) finira toujours par différer de f(0) S,, d'une quan- 
tité moindre, abstraction faite du signe, que w +w’+- f(0)k,4,, w et w 


étant deux nombres d'une petitesse arbitraire. D'un autre côté S,, dif- 


It e po e . 1 | 
fère de > d'une quantité numériquement inférieure à £5,,,; donc linté- 


grale finira toujours par différer de T f(0) d'une quantité moindre que 


oo A- 2f (0) £,.,,, abstraction faite du signe. 
Comme 77 peut être choisi tellement grand que £,,, sait moin- 
dre que toute grandeur donnée, il s’ensuit que l'intégrale (1.) finira tou- 


jours, lorsque 7 croît sans limite, par différer constamment de =f) 


d'une quantité moindre, abstraction faite du signe, qu'un nombre aussi 
petit que l'on veut. Il est ainsi prouvé, que l'intégrale(1.) converge vers 


la limite +f) pour des valeurs croissantes de 7. 


Supposons maintenant que la fonction f(ß), au lieu d’être toujours 
décroissante depuis O jusqu'à A, soit constante et égale à l'unité... On pourra 
dans ce cas déterminer la limite vers laquelle converge lintégrale (1.) 
par les mémes considérations que nous venons d'employer; c'est ce qu'on 
voit tout de suite, en se rappellant que la démonstration. précédente est 
fondée sur ce que les intégrales dans lesquelles nous avons decomposé 
l'intégrale (1.), forment une suite décroissante. Or, ce décroissement tient 
à deux choses, au decroissement du facteur f(ß) et à l'accroissement du 
diviseur sin. Si f(ß) devient un nombre constant, l’accroissement de 
sin suffira toujours pour rendre chaque intégrale de la série plus petite 





A > A'> 4!» cc, la quantité 4 — 44 Al A+ etc, 
est positive et inférieure à A. Cela résulte immédiatement de que la quantité précedente peut êlre 
mise sous l'une et l'autre de ces deux formes: 
(A— A’) + (4" — Al’) + etc, 
A— (A'— AN) — (4! — 47) — etc. 
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que la précédente. On trouvera ainsi, en supposant toujours 4 positive 


h sin i | 
zn OQ converge vers la 





/rale à + l'intégral 
et tout au plus égale à >, que l'intégrale : 


Pop, dans laquelle c est 





limite >" Il suit de là que l'intégrale ji 


Je . bis 7t 
une constante positive ou négative, converge vers la limite ce. 


Nous avons supposé que la fonction f(Q) était décroissante et po- 
sitive entre les limites O et 7. La premiére circonstance ayant toujours 
lieu, c'est-à-dire la fonction étant telle que f(p) — f(g) ait un signe con- 
traire à celui de p— 7 pour des valeurs p et 9 comprises entre O et A, 
supposons que f(ß) ne soit pas toujours positive. On prendra alors une con- 
stante positive € assez grande pour que c + f(ß) conserve toujours un signe 


3 JJ 
positif depuis (2 — 0 jusqu'à (9 — 4. L'intégrale X HOT étant 
TAS 1 h ini - h In 7 
égale à la différence de celles-ci: / [c 4-/()] op 2m er Op, 
sa limite sera la différence des limites vers lesquelles convergent ces der- 


nières. Or ces dernières rentrent dans les cas précédemment examinés 
(e-+f(ß) étant une fonction WEM et positive) et convergent vers 





les limites [c+ SOLS ~ et 6 , d'où il suit que la première converge vers 


la limite =f (0). 


Considérons actuellement une fonction f(ß) croissante depuis 0 
jusqu’à 4. Dans ce cas —f(f) sera une fonction décroissante. L'intégrale 
yi — (9 a é@ convergera donc vers la limite — © 5J(0), et par- 
conséquent l'intégrale J ® = X 9Q vers la limite — 5 f (0 


En réunissant ces "irs , On aura cet énoncé: 





„Quelle que soit la fonction f(2), pourvu qu'elle reste continue 
. . , P f ‘ 7t | 
entre les limites 0 et A (A étant positive et tout au plus égale à z) 
(5) et qu'elle croisse ou qu'elle décroisse depuis la premiere de ces limi- 
! = LA. . h ini LU . 
tes jusqu'à la seconde, l'intégrale / f(Q) Eu °ß finira par diffé- 


rer constamment de T (0) d'une quantité moindre que tout nombre 





assignable, lorsqu'on y fait croître ¢ au delà de toute limite positive." 
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Désignons par g un nombre positif différent de zéro et inférieur 
à h, et supposons que la fonction reste continue et croisse ou décroisse 





h oL. . 
depuis g jusqu'à A. L'intégrale J. J(B) A Of convergera alors vers 


une limite qu'il est facile de découvrir. oo pourroit y parvenir par des 
considérations analogues à celles que nous avons appliquées à l'intégrale 
(1.); mais ıl est plus simple de ramener ce nouveau cas à ceux que nous 
avons considérés dans ce qui précéde. La fonction n'étant donnée que 
depuis g jusqu'à A reste entièrement arbitraire pour les valeurs de Q 
comprises entre O et g. Supposons que l'on entende par f(ß), pour les 
valeurs de ß comprises entre.O et g une fonction continue et croissante 
ou décroissante depuis O jusqu'à g, selon que f(ß) croit ou decroit depuis 
g jusqu'à À; supposons encore que f(g— s) diffère infiniment peu de 
f(g--8, sis décroit sans limite; ayant satisfait d'une maniere quelcon- 
que à ces conditions, ce qu'on peut toujours faire d'une infinité de ma- 
niéres, la fonction /(ß) remplira depuis O jusqu'à A les conditions ex- 
primées dans lénoncé (5.) Les intégrales 


sini? h sin i 6 
Jr i; P et f. SO aap 08 
convergeront- donc l'une et l'autre vers la limite > f(0) D'où lon con- 


" de. 
clut que l'intégrale Ve F (2) T E Of qui est la différence des précédentes, 








a zero pour limite. 

Ce nouveau résultat peut être réuni en un seul énoncé avec celui 
que nous avons obtenu plus haut. On aura ainsi: 
» La lettre A désignant une quantité positive tout au plus égale à 











st 


>, et g une quantité également positive et en outre inférieure à 7, 


Sin z 
OLET 
dans laquelle la fonction f(ß) est continue entre les limites de l'in- 
tégration et a une marche toujours croissante ou toujours décrois- 
sante depuis (— g jusqu'à 2 — À, convergera vers une certaine 
limite, lorsque le nombre À devient de plus en plus grand. Cette 
limite est égale à zéro, le seul cas excepté où g a une valeur nulle, 


l'intégrale 





(6) 


À 7t » 
dans ce cas elle a la valeur 3 J (0). 
Crelle’s Journal, IV. Bd. 2. Hft. 02 


166 9. Dirichl et, convergence des séries trigonométriques. 


Il est évident que ce résultat ne serait que légérement modifié, si la 
fonction f(ß) présentait une solution de continuité pour Q — g, et Q — 4, 
c'est-à-dire si f(g) était différent de f(g ++) et f(h) de f(h—e), s dé- 
signant une quantité infiniment petite et positive, pourvu qu'alors les va- 
jeurs f(g) et f(2) ne füssent pas infinies. Il faudrait seulement dans ce 
cas remplacer f(0) par f(e) dans l'énoncé précédent, ce qu'on peut faire 
encore méme quand il n'y pas de solution de continuité, attendu qu'alors 
f(s) est égale à f(0). 

Nous sommes maintenant en état de prouver la convergence des 
series périodiques qui expriment des fonctions arbitraires entre des limi- 
tes données, La marche que nous allons suivre nous conduira à établir 
la convergence de ces séries et à déterminer en méme temps leurs va- 
leurs. Soit Q(x) une fonction de x, ayant une valeur finie et déterminée 
pour chaque valeur de x comprise entre — 7 et v, et supposons quil 
sagisse de développer cette fonction dans une série de sinus et de cosi- 


nus d'arcs multiples de x. La série qui résout cette question, est, comme 
l'on sait: 


1 cos æ f (2) cos a. a -|- cos2x /E (a) cos2adn. 
" (sin x fe (a) sina da d sing af o (a) sinQ«4O0q« .... 


Les intégrales qui déterminent les coéfficiens constans, étant prises de- 
puis = —m jusquà «==, et x désignant une quantité quelconque 
comprise entre — z et m (Theorie de la Chaleur, No. 232. et suiv.). 


(7) x fe(9a4- 


Considérons les 27 -- 1 premiers termes de cette série (7 étant un 
nombre entier) et voyons vers quelle limite converge la somme de ces 


termes, lorsque z devient de plus en plus grand. Cette somme peut être 
mise sous la forme suivante: 


HS Po als + cos (a—a) + cos o (a —2) +... cosn (a — 2) 
ou en sommant la suite de cosinus, 
1 sin (n a—x 
(5) at LAC) in not lea De aa. 

Tout se réduit maintenant à déterminer la limite dont cette inté- 
grale approche sans cesse, lorsque 7 croit indéfiniment. Pour cela nous 
la partagerons en deux autres prises l'une depuis — 7 jusquà x, lautre 
depuis x jusqu'à v. Si l'on remplace dans la premiere & par x — 20, 
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et dans la seconde & par x-|-20, (9 étant une nouvelle variable, ces deux 


integrales se changeront en celles-ci, abstraction faite du facteur Eh 


(9) Jf» &Cr4-X) sin UTC ZEN, (a — 20) P ß af &Ct—x) sin eu DE, (mil 2) 82. 


Considérons la seconde de ces deux intégrales. La dante 
étant inférieure ou tout au plus égale à =, abstraction faite du signe, 
2(T—x) ne pourra tomber hors des limites 0 et zv. Si 3 —x)=0, 
ce qui a lieu lorsque x — 7, lintégrale est nulle quelque que soit 7; 
dans tous les autres cas elle convergera pour des valeurs croissantes de 7 
vers une limite que nous allons déterminer. Supposons d'abord £(w—x) 


. yv - . 7t . 
inférieure ou tout au plus égale à 5» et remarquons que la fonction 


Q(x--92(2) peut présenter plusieurs solutions de continuité depuis = 0 
jusqu'à 8 — £(mw—«), et qu'elle peut aussi avoir plusieurs maxima et 
minima dans ce méme intervalle. Désignons par 7, //, 77, . .'. . /? ran- 
gées selon l’ordre de leur grandeur, les différentes valeurs de ß, qui pré- 
sentent l'une ou l'autre de ces circonstances, et décomposons notre inté- 
grale en plusieurs autres prises respectivement entre les limites 0 et 7, . 
Veet 77, .... 10 et Z(g— x). Toutes ces intégrales se trouveront dans 
le cas de l'énoncé(6.). Elles convergeront donc toutes vers la limite zéro 
à mesure que 7 croit, à l'exception de la première qui converge vers la 


. *. It , . . . e . . 

limite 5 Plate), e étant un nombre infiniment petit et positif. Si 
r s , . a 7t . . 

3(#— x) était supérieure à Ai: ce qui arrivera lorsque x a une valeur 


négative, on, partagerait lintégrale en deux autres, l'une prise depuis 
D = 0. jusqu'à Ê — 27, l'autre depuis i7 jusqu’à B=3(#—x). La pre- 
miere de ces nouvelles intégrales se trouvera dans le móme cas que celle 
que nous venons de considérer, elle convergera donc vers la limite 


Quant à la seconde, on peut la changer en celle-ci, en y 





ren plaga ß par 7 — y, y étant une nouvelle variable: 
pr sin (2n4- 1) (x — 7): 
x 27 — 0 
ye 9 ( T AE RE T Cm sin ^ sn(z—y) y) Y» 
ou ce qui revient au méme, 7 étant un entier: 


sin(2n - 1)7 5 
Set ar. 
227 
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Elle a ainsi une forme analogue à celle de la précédente; en la dé- 
composant comme elle en plusieurs autres, on. verra qu'elle converge 
vers la limite zero, le seul cas excepté, ou £(z-]-x) a une valeur nulle, 
c'est-à-dire lorsque x — — 7; dans ce cas elle approche continuellement 
de la limite Q(z —2), s ayant toujours la méme signification. En ré- 
sumant tout Ge qui prétède; on trouvera que la seconde des intégra- 
les ( 10.) est nulle lorsque x — 5, quelle converge vers la limite 


5 [€ («—9-- 6C» +] lorsque x = — 4, et que dans tous les autres 
cas elle approche continuellement de la limite + Qc 4-9. La premiere 


des intégrales (9.) est entiérement analogue à la seconde; en y appliquant 
des considérations semblables, on trouvera qu’elle est nulle lorsque x — — m, 


qu'elle converge vers la limite 5 [G(y —2-- Q(—7-1-:)] lorsque x = 7 et 
que dans tous les autres cas elle a pour limite + P(x— €). Connoissant ainsi 


les limites de chacune des intégrales (9.), il est facile de trouver la limite 
dont l'intégrale (8.) approche sans cesse, lorsque 7 devient de plus en plus 
grand; il suffit pour celà de se rappeler que cette intégrale est égale à 
la somme des intégrales (9.) divisée par v. Or, l'intégrale (8.) étant 
équivalente à la somme des 27-|- 1 premiers termes de la série (7.), il 
est prouvé que cette série est convergente et lon trouve au moyen des 
résultats précédens qu'elle est égale à £[Q(x--£) —Q(x—5)] pour toute 
valeur de x comprise entre — 7 et =, et que pour chacune des valeurs 
extrêmes m et —r, elle est égale à Z[Q (y —2) - 9 (— » 4- €]. 

L’exposé précédent embrasse tous les cas; il se simplifie lorsque 
la valeur. de x qu'on considére n'est pas une de celles qui présentent 
une solution de continuité. En effet les quantités Q(x--s) et Q(x— e) 
étant alors lune et l'autre équivalentes à @(x), on voit que la série a 
pour valeur @(x). 

Les considérations précédentes prouvent d'une maniére rigoureuse 
que, si la fonction Q(x), dont toutes les valeurs sont supposées finies et 
déterminées, ne présente qu'un nombre fini de sólutions de continuité en- 
tre les limites -—7 et =, et si en outre elle n'a qu'un nombre déter- 
miné de maxima et de minima entre ces mómes limites, la série (7.), 
dont les coéfficiens sont des intégrales définies dépendantes de la fonc- 
tion Q(x) est convergente et a une valeur généralement exprimée par 
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~ 


ile(x4-9-4- @(x — 2)], où e désigne un nombre infiniment petit. Il nous 
resterait à considérer les cas où les suppositions que nous avons faites 
sur le nombre des solutions de continuité et sur celui des valeurs maxima 
et minima cessent d'avoir lieu. Ces cas singuliers peuvent être ramenés 
à ceux que nous venons de considérer. Il faut seulement pour que la 
série (S. présente un sens lorsque les solutions de continuité sont en 
nombre infini, que la fonction Q(x) remplisse la condition suivante. 

Il est nécessaire qu'alors la fonction Q(x) soit telle que, si l'on dé- 
signe par @ et 5 deux quantités quelconques comprises entre — et 7, 
on puisse toujours placer entre a et b d'autres quantités r et s assez rap- 
prochées pour que la fonction reste continue dans l'intervalle de r à s. 
On sentira facilement la nécessité de cette restriction en considérant que 
les différens termes de la série sont des intégrales définies et en remon- 
tant à la notion fondamentale des intégrales. On verra alors que linté- 
grale d'une fonction ne signifie quelque chose qu'autant que la fonction 
satisfait à la condition précédemment énoncée. On aurait un exemple 
d'une fonction qui ne remplit pas cette condition, si l'on supposait Q(x) 
égale à une constante déterminée c lorsque la variable x obtient une va- 
leur rationnelle, et égale à une autre constante d, lorsque cette variable 
est irrationnelle. La fonction ainsi définie a des valeurs finies et déter- | 
minées pour toute valeur de x, et cependant on ne saurait la substituer 
dans la série, attendu que les différentes intégrales qui entrent dans cette 
série, perdroient toute signification dans ce cas. La restriction que je 
viens de préciser, et celle de ne pas devenir infinie, sont les seules aux- 
quelle la fonction Q(x) soit sujette et tous les cas qu'elles n'excluent pas 
peuvent étre ramenés à ceux que nous avons considérés dans ce qui 
précede. Mais la chose, pour étre faite avec toute la clarté qu'on peut 
désirer exige quelques détails liés aux principes fondamentaux de l'ana- 
lyse infinitésimale et qui seront exposés dans une autre note, dans la- 
quelle je m'occuperai aussi de quelques | autres propriétés assez remar- 
quables de la série (7.). 

Berlin, Janvier 1829. 
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10. | 
Ueber die Convergenz einer nach den Sinussen 
und Cosinussen der Vielfachen eines Winkels 
fortschreitenden Reihe. 


(Vom Herrn Professor Dirksen zu Berlin. ) 


T : 

Besente f(x) eine Function von x, einzig und allein an die Bedin- 
zung gebunden, dafs ihre Werthe innerhalb zwei gegebener Grenzen, 
z.B. von v= —«a bis x — + a, einschliefslich, wo « eine, übrigens be- 
liebige, endliche Gröfse repräsentirt, beständig endlich und bestimmt 
bleiben, und nimmt man an, dafs es möglich sei, die Werthe dieser 
Function, innerhalb eben jener Grenzen ausschliefslich, durch eine Reihe 
von der Form: 


A, + 4 60577 + 4,005777 +4; cog eet .. oos = + etc. 
. 119 TER 
+ B, sin + B, sin + B, sin +... . Bisin + etc., 
die, der Kürze wegen, Bareggirt A pols mag durch 


À, + z 4; cos + ZB, sin KLAR 














auszudrücken, wo, ganz NY A; ol B, endlich und bestimmte, 
von x unabhängige Gröfsen bezeichnen: so làfst sich auf mehr als eine, 
und. wohl am leichtesten auf die zuerst von Euler (MVova acta acad. 
Petrop. tom. XI. p. 116.), rücksichtlich eines verwandten GES 
mitgetheilte Weise zeigen, dafs alsdann sein mufs: | 


7 
4,3.) dp, 4=—f™ cos TE f(u)dy, 
4 Ltt ta» at 
= x. sin — — f (0) du, 


wo p eine Hülfsgröfse , und f(u) eine solche Function von u bezeichnet, 
| in welche f(x) übergeht, indem man x — p setzt. 


Substituirt man diese Werthe für 4; und B; in die obige Reihe, 
so entsteht die Gleichung: 


à) f@) = gz f. fwd 4- LE foi 2— gt ay, 
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welche, in Verbindung mit den vorigen Bedingungen, ein sehr bekann- 
tes Theorem ausspricht. 

‘Man sieht aber leicht, dafs dieses Theorem durch die hier be- 
zeichnete Betrachtungsweise, auf keinen Fall als begründet angesehen 
werden darf, in so fern nicht unter andern auch die Convergenz der auf 
der rechten Seite von (1.) befindlichen Reihe gesondert dargethan wird. 

Zu beweisen, dafs eben diese Reihe, unter den obigen Bedingun- 

. gen von f(x) und &, stets einen endlichen und bestimmten Werth hat, 
ist der nächste Gegenstand der folgenden Betrachtungen, bei denen, zur 
Abkürzung, der Buchstabe E, sowohl mit als ohne Ordnungszahl, als Re- 
präsentant einer endlichen und bestimmten Gröfse überhaupt, und das 
Zeichen C. vor einer Function von z, zur Andeutung desjenigen Wer- 
thes dienen wird, welchem sich der Werth der Function von z ins Un- 
bestimmte nähert, indefs der numerische Werth von z als ins Unbe- 
stimmte zunehmend gedacht wird. 

ena 

Bezeichnet Ÿ(4) eine continuirliche unbestimmte Function von p, 

von H— [4 bis w= p, einschliefslich, so hat man bekanntlich, mittelst 


partieller Integration, = U’ (wu) setzend: 
VA cos TE) p udn = © fein EH) p(y) — sin FRE ul 
Ho | 


+5 [Sn FR uds 
folglich Ho | 
€ fe SEO wa = — EVE T sin 
dee + ds sin els) 
p EX TE sin my way, 
Ho 


eine Gleichung, durch welche die Reihe (1.) auf drei andere zurück- 
geführt wird. ; | 
Betrachtet man nun die Reihe E + sin iz, so ergiebt sich sehr 


leicht, dafs man hat, in so fern z eine ganze Ziahl bezeichnet: 
| al 
> — sıniz 220 45/2 — Ron. 


I 


= 37 —;t, für alle übrige Werthe von 2, 
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wo £ gegeben wird durch die Gleichung z=+2n#-+t, n so genom- 
men gedacht, dafs der Werth von £ zwischen 0 und +2 falle. 
Diesem nach hat man ganz allgemein 
(3.) E +siniz =E,. 
Setzt man nun abwechselnd = es x) ge intor) und über- 
legt zugleich, dafs man, der obigen Annahme nach, hat 
Ÿ (Ho) — E,, v) —E, 
so erlangt man 
— 2 p (u$ d sisi) 
(4) E có 17 EM — E, 
+ Ey) sinit He) 


Ferner hat man, wie man leicht sieht, 
o p:1 . in(w—u) ,, ndi a? AE . in(x—u) 
=f. =i een d'u) du = L'(U)duGiZ SEE 
= "LR de Inch GI 


In so fern daher auch (wu, TM der Grenzen der Integration ein- 
schliefslich, beständig endlich und bestimmt bleibt, und u,, &, ebenfalls 
endlich sind, hat.man bekanntlich 


E e "Pa i 1 (a — u) / RS 
(5.) zf sin £5 —P) (u)du = Es. 


Verbindet man die Gleichung (4.) und (5.) mit (2.), so kommt, die vo- 
rigen Bedingungen als erfüllt betrachtend: 


(6.) E f "eo 7 9—P Qu) du = E+ £5, = E. 

Mo E | 

Die für V/(&) hervorgetretene Bedingung ist mit Bezug auf den 

Satz, in der Gleichung (6.), diese an und für sich betrachtet, enthalten, 

keine nothwendige, sondern lediglich eine, aus der besondern Betrach- 

tungsweise hervorgegangene zufällige. Der Satz selbst behält seine volle 

Gültigkeit, wenn auch :'(w), innerhalb der Grenzen der Integration ein- 

schliefshch, ein- oder mehrmals unendlich wird, wofern nur (u) be- 

stándig endlich bleibt. Um die Begriffe festzustellen, wollen wir anneh- 

men, dafs @ eine, zwischen a, und p, enthaltene Grófse bezeichne, und 
dafs d'(u) lediglich für diesen Werth von x unendlich werde. 
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Da bekanntlich ganz allgemein 
zi TE Lay 
4- zT NC ser (udp 


ist, so hat man, in Folge der Annahme und der Gleichung (6.), wofern 


nur der numerische Werth von 6 nicht gleich O ist, wie man sich leicht 
überzeugt: 


ES Fr im(a— DL — 
C) Ef C—O (dg = BS f ‚co P) (a) dp. 


Da der noch: Werth von @ nach Belieben klein zenommen 
werden kann, so wird derselbe bekanntlich dergestalt gewählt werden 
können, dafs sich der Werth von Y(u), von p — a— 20 bis y — a-1- 16, 
mitielst einer sehr rasch convergirenden, nach ganzen Potenzen von 9 
fortschreitenden Reihe darstellen lasse. Verbindet man nun mit dieser 
Bemerkung die Gleichung (6.), so ergiebt sich, wie man leicht übersieht, 
die Gleichung 


SM NS i os TEEN p) dy, = Es, 


a—10 
die, mit (7.) verbunden, liefert: 


Qo Ux i ot ( ay 
(8) E f" cos Pau = E, 
1" Lo 


welche Gleichung also, wie leicht zu übersehen, statt findet, wofern nur 
(vu), innerhalb der Grenzen der Integration einschliefslich, stets conti- 
nuirlich ist, und p, und p, endliche Grofsen bezeichnen. Dies voraus- 
gesetzt, möge f(u) eine Function von p, bezeichnen, deren Werthe ge- 
geben werden: | 

von wel bis nee, durch yh). 

ones Dis uen durch ap TEE 

von = bis u=W, durch ,(u) 


von =i, bis p — p, durch xL (u), 


| von =f, bis (p p, durch s (p, 
Crelle's Journal, IV, Bd. 2. Hft. 23 
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WO [os [s Pay © ee fin ° VOR entweder wachsend, oder abnehmend 
fortgehen, so hat man, in Folge von (8): 


zn seem, (udu = E, 
M 


folglich 
(9) Ef cos EM, Wan = 3EL= E, 


7=1 1 ELM 
wofern nur ganz allgemein :,,(u), von “= (^. bis Br continuirlich 
ist, und %,_, und p, endliche Grofsen sind. 


Setzt man nun 


(EE [cos EE ra Een 0 feu, 
D Ur Ee 


so erlangt man 
e Un | 7t wx 
(11.) =f cos TE M) fy qu, = B, 


wofern nur f(w), innerhalb der Grenzen p, und p, einschliefslich, es sei 
übrigens continuirlich oder discontinuirlich, bestándig endlich und be- 
stimmt, und 4, (4, endliche Grofsen repräsentiren. 
Bezeichnet demnach « eine endliche Gröfse, und setzt man 
U = —^« und uw, = ds. 


(2) Ef cos — P dy = E, 

wofern nur f(x), von x — — a bis xz —-l« beständig endlich und be- 
stimmt ist, welches Resultat von dem von Hrn. Cauchy (Mémoires de 
l'acad. d. scienc. an. 1823.) erhaltenen, in so fern verschieden ist, als 
letzteres bedingter zu sein scheint, und auch die mitunter geäufserte 
Ansicht, nach welcher ein Ausdruck von der Form (11.) und (12.), an 
und für sich betrachtet, nichts weiter als ein (bedeutungsloses) Symbol 
bildet, nicht bestätigt. 


so kommt 


4. 

. Was die Begründung des Theorems durch die Gleichung (1.), in 
Verein mit den für f(x) und & angegebenen Bedingungen ausgesprochen, 
anbelangt, so dürfte diese durch die in $. 1. bezeichnete Betrachtung, in 
Verbindung mit dem Resultate von (12.), keinesweges als erledigt zu be- 
trachten, und vielleicht auf folgende SV eis am directesten zu bewerk- 
stelligen sein. 
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Bekanntlich ist: 

Ef" eos EL Fudan = are “fw dud cosi 6 — qe d, 
lo 

(i+ 3) 7 (x — pL) —) 


(13.) Ku DR 
EX a 7 A SW du: ovs : 20.) y cade 
Ko leg sama 
und, nach (10.) und mittelst partieller un 
Kugin tre ee) = cos Re iar deua 
G; Niger Fel, Apa atiis A 
j LED — fu) = qa Sa MICE ) V^ (49 
1 x os "M 
( 1 4.) + G; it: z awn PE H a (x—1,. ;) Va (U1) 
. sin Tw DE GER 
i Pr cos ee 
HO ri. 
| ERE aD Kar in en (a) 
\ re 


für alle Werthe von x, bei denen sin 2 ea, von ns to bis 6 = u, 


einschliefslich, nicht Null, folglich x — u Jic: von der Form 4-272 
wird. Obgleich dieses Resultat hier zunächst nur für den Fall hervor- 


BD we UT , von =, bis p.p. einschliefslich, für alle Werthe 


von r, stets endlich bleibt, so überzeugt man sich dennoch auf die in 
$. 3. näher bezeichnete Weise ‚sehr leicht, dafs solches auch dann noch 
allgemeine Gültigkeit hat, falls W;_,(u) ein- oder mehrmals unendlich 
werden sollte. 


Erlangt aber x — u, für irgend einen zwischen y, und u, ein- 
schliefslich enthaltenen Werth von x, einmal einen Werth von der 
Form 4-222, wodurch alsdann „—=+2na--x wird; so hat man, da 


ganz allgemein 
an + x —0 „ten + x T2na 4- x -- 6! 


fs - f ewan + fowaut [Ow du + Qu) d 
fo 


+onn+x—0 Lan +x +2n&+x-6' 


ist, ın Folge von 14), wofern man zur Abkürzung 
23% 
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in CLDrG | 
— (u) = Pl 


^ 


(450, ae em 
setzt, wie leicht zu übersehen, 


+on«+x +2nx+x49 
ofowau= GifO(WdutGif Po) du, 
Lo 


+2nn-+-%—6 . t2n« + x 
wenn weder y, noch ke von der Form +2na-+-<x ist; 
t2nx-+x-$9' 
JON = Gif Ou) du 
(16.) lo + 2nx + » 
wenn (4, von der Form +2na-+ «x ist; 

„Fon + x 
[on au E d € (p) du, 
Ho -C-2na--x—0 


wenn p, von der Form -3- 2n - x ist; 
wo 0 und 6° nach Belieben klein, jedoch nicht gleich Null genommen 
werden kónnen. 
Setzt man nun p, — E 2.2 a -]- x —£, so kommt mit Rücksicht auf (19. i 














M nae > ° sin CITE D LE 
ER sın 2 ig ps 
folglich, da 9 nach Belieben klein genommen werden kann: 
T2na--» G ay 2) TE 
G;] Qu)du = often) f sin d£; 
T2na- x—0 Sa 
a 
mithin, indem man G+ tes CROLL 
tonn+ox OO + 
few an = +22 feonof “Sag, 
+onx+x—0 o 
sinc : 
und endlich, da bekanntlich f^ 77 dé-— im ist: 
CN 
G.fe() du = afa+ane). 
+272x+x—0 
(17.) \Auf dieselbe Weise erhält man 
+onx+x+0! 


Gif Qu du = f(x cona). 
Tt2na--2 
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Fafst man nun die Resultate von (13.), (14), (15.), (16.) und (17.) 


zusammen, ao erlangt man folgenden allgemeinen Satz: 
E [cos ED pe qu = —3 ff) du 
ER JÀ D 


wenn zwischen p, und (4 einschliefslich kein Werth für u von 
der Form +2n@+x% enthalten ist; 


> uf "reos P fae = —if ^ fiu A af@t2na) 


0 
wenn zwischen p, und p, ausschliefslich ein Werth für (4 von der 
Form +2na--+<« enthalten ist; 


z (es SP fg) d = —} ij "Fwdu + taf@tana) 


wenn entweder p, oder p, von der Form --2z«-]-x ist, 


(18.) 


wo n so genommen werden muls, dafs x--27« zwischen p, und 4, ein- 
schliefslich falle. 


Ist aber zwischen: u, und y, eine Anzahl von (z-|]-1) Werthen 
für u von der Form +22%-+-x vorhanden, von denen keiner mit den 
Grenzwerthen 4, oder (j, übereinstimmt, so findet man: 


(19) Ë fe KO fg) du os — f" fü) due a S flet Eon 


3. 
Setzt man nun, um sich von diesem allgemeineren Fall zu dem in 
Rede stehenden mehr besonderen zu wenden, „= — &, p, — + %, So über- — 
sieht man leicht, dafs es zu jedem Werthe von x einen Werth, und 
auch nicht mehr als Einen Werth fur 4, zwischen —« und + ent- 
halten, giebt, in Folge von welchem x—g von der Form +2n« wird. 


. Nach (18.) hat man also 
> eos EN tu) d == [SW du + &f(x-2na), 


-—((L 


für. solche Werthe von x, für welche weder x-+a noch x— 
von der Form 2-274 wird; 


co + T e ce Te : | 
2/ cos EM) r(u) ii 17 f(u)du+iaf(xt2na), 
für solche Werthe von x, für welche entweder x--« oder x—« 
\von der Form +27 ist. 


(20.) 
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Für alle diejenigen Werthe von x, welche zwischen —« und 
+ « enthalten sind, hat man offenbar #3 — 0, und daher, indem man 
unter dieser Voraussetzung die Gleichungen (20.) nach f(x) auflöst: 


1 pte 12 pH in(x— 
(21) f(x) = Ara fü)dp t zB cos! TEE Fy) dy, 
für alle Werthe von x, zwischen —« und --« ausschliefslich enthalten, 
1 +a p AC +a i — 
(22). fo) = =) Md fü)du M Lx os ftu) du, 
für x-— -—« und c= +4, ron | 


von denen (21.) mit der Gleichung (1.) einerlei ist. 
Berlin, den 15. Januar 1829. 
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| 11. 
Beweis eines neuen, von Herrn Chasles in der 
Statik entdeckten Satzes, nebst einigen Zusätzen. 
(Von Herrn Prof. 4, F. Mobius zu Leipzig.) | 


Wie auch dieKräfte, welche auf ein freies und seiner Form 
nach unveränderliches System wirken, auf zwei Kräfte re- 
ducirt werden mögen, so ist das Tetraëder, welches zu ge- 
genüberliegendenKanten dieGeraden hat, wodurch die zwei 
resultirenden Kräfte ihrerStärke und Richtung nach vorge- 
stellt werden, immer von demselben Inhalte. 

Diesen merkwürdigen Satz der Statik habe ich in de Férussac 
Bulletin des sciences mathem. ete. Septemb. 1828, pag. 187., in der An- 
zeige von Gergonne Annales mathém. Tom. XVIII. no. 12. Juin 1828. 
aufgeführt gefunden, mit der Bemerkung, dafs Hr. Gergonne, dem die- 
ses Theorem von Hr. Chasles ohne Beweis mitgetheilt worden sei, es 
daselbst bewiesen habe. | 

Ohne diesen Beweis zu kennen, indem jenes Heft der Gergonne- 
schen Annalen mir noch nicht zu Gesicht gekommen ist, habe ich selbst 
einen solchen aufzufinden gesucht, den ich, da er durch eine neue dabei 
angewendete Ansicht der statischen Momente und durch die damit be- 
wirkte Kürze einige Aufmerksamkeit verdienen dürfte, hier mitthei- 
len will. 

Wie bekannt, erhält man das. Moment einer Kraft in Bezug 
auf eine gewisse Axe, wenn man die Kraft auf eine, die Axe recht- 
winklig schneidende Ebene projicirt, und diese Projection mit ihrem Ab- 
stande von der Axe multiplicirt. Werde daher durch die Gerade PQ 
(Fig. 9.) eine Kraft, ihrer Stárke und Richtung nach, vorgestellt. Durch 
einen beliebigen Punct 4 der Axe AB lege man eine Ebene recht- 
| winklig auf die Axe, und seien P'/ und Q' die Fufspuncte der auf diese 
Ebene von P und Q gefällten Perpendikel, so ist das Moment der Kraft 
PQ dem doppelten Inhalte des Dreiecks 4P’Q’ gleich. Es ist aber, wo 
auch der Punct B in der Axe genommen werden mag, 4P'Q' x AB — 
dem Dreifachen des Tetraéders 4BP’Q’, und ABP'Q' = 4BP'Q, weil beid: 
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Tetraëder eine gemeinschaftliche Basis BP’ haben, und ihre Spitzen Q’, 
Q in einer Parallele mit dieser Basis liegen. Eben so ist ferner 4BP'Q = 
ABPQ, weil die Linie durch die Spitzen. P', P dieser zwei Tetraéder 
parallel mit ihrer gemeinschaftlichen Grundfläche ABO läuft. | 

| Man hat daher 4P/Q' x 4B =3.ABQP, und folglich das Moment 


der Kraft PQ in Bezug auf die Axe 4B, —2..4P'Q' — E und eben 


so das Moment einer andern Kraft RS, in Bezug auf dieselbe Axe, 
DEAE s RS Da es aber bei den Momenten nicht sowohl auf ihre absolute - 
Grofse, "n vielmehr auf ihr gegenseitiges Verhältnifs ankommt, so kann 
man die Momente von PQ, RS, in Bezug auf 4B geradezu den Tetrae- 
dern 4BPO, ABRS, gleich setzen. Auf eben die Art werden die Mo- 
mente derselben Kräfte in Bezug auf irgend eine andere Axe CD durch 
die Tetraëder CDPQ, CDRS ausgedrückt werden können, wobei man 
noch den Abschnitt CD in der andern Axe, dem Abschnitte 46 in der 
ersten gleich. anzunehmen hat, wenn man die letzten Momente nicht 
blofs unter sich, sondern auch mit den ersten vergleichen will. 

So wie also bei einem Systeme von Kräften in einer Ebene die 
Momente derselben in Bezug auf einen gewissen Punct der Ebene durch 
die Dreiecke dargestellt werden, welche diesen Punct zur gemeinschaft- 
lichen Spitze und die Kräfte selbst zu Grundlinien haben, so lassen sich 
bei einem Systeme von Kräften im Raume die Momente derselben in 
Bezug auf eine gewisse Axe durch die Tetraéder ausdrücken, welche 
einen: beliebigen, aber von unveranderlicher Länge zu nehmenden Ab- 
schnitt dieser Axe zur gemeinschaftlichen Kante, die Kräfte selbst aber 
zu gegenüberliegenden Kanten haben. 

Wenn daher bei einem System von Kräften PO, AS, 77, D 
die auf einen freien, festen Körper wirken, Gleichgewicht statt findet, 
so mufs immer, wie auch die zwei Puncte 4 und B genommen werden, 
die algebraische Summe der Tetraëder 


ABPQ + ABRS + ABTU +. = 0 
sein, weil unter der Voraussetzung des Gleichgewichts die Summe der 
Momente für jede Axe = 0 sein muß. 


Was die Vorzeichen anlangt, mit denen diese Tetraëder zu neh- 
men sind, so kann man sich jedes derselben, wie 4BPQ oder ABRS er- 
zeugt denken, indem ein Dreieck, dessen Grundlinie AB, und dessen Spitze 
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veränderlich ist, um 4B, als Axe, so gedreht wird, dafs seine Spitze, von 
P nach Q gehend, die Gerade PQ, oder, von R nach S gehend, die Ge- 
rade RS beschreibt.. Hiernach sind je zwei Tetraëder, wie 4BPO und 
ABRS, mit einerler oder entgegengesetzten Zeichen zu nehmen, je nach- 
dem die Drehungen, durch welche sie auf die besagte Weise erzeugt 
werden, einerlei oder entgegengesetzte Richtung haben. 


Sind ferner die Kräfte PO, RS, .. . gleichwirkend mit den Kraf- 
ten P'Q', RS! ..., so ist für jede beliebige Lage der Axe die Summe 
der Momente der erstern Kräfte gleich der Summe der Momente der 
letztern, und man hat folglich für jede Lage der Puncte 4 und B die 
Gleichung: 

ABPO + ABRS +... = ABPOQO'LABRS'’+..., 
wo rücksichtlich der Vorzeichen dasselbe wie vorhin zu bemerken ist. 

Die Untersuchungen, welche ich mit Hülfe dieser neuen Ansicht 
der Momente, als Tetraëder, schon seit längerer Zeit angestellt habe, und 
die damit gewonnenen, zum Theil neuen, Resultate werde ich bei einer 
andern Gelegenheit mittheilen, und jetzt nur noch die Anwendung die- 
ser Ansicht auf das Theorem des Herrn Chasles zeigen, das, wie man 
schon im Voraus wahrnimmt, sich hiermit sehr einfach darthun läfst. 


Ein System von Kräften, welche auf einen freien festen Körper 
wirken, sei das eine Mal auf die zwei Kräfte PQ und RS, das andere 
. Mal auf die zwei Kräfte P’Q’ und RS’ reducirt worden; so ist zu be- 
weisen, dafs die zwei Tetraöder PORS und P'/Q'R/S' gleichen Inhalt haben. 


Weil die erstern zwei Kräfte mit den zwei letztern gleichwirkend 
sind, so hat man für jede Lage und Gröfse der Axe AB die Gleichung: 
ABPQ + ABRS = ABP'Q! + ABR'S". 

Man lasse nun die willkührlichen zwei Puncte 4 und B resp. mit 
P und Q zusammenfallen, so wird das Tetraeder 46PQ=0, und man 
erhält: 
1) PQRS = PQP'Q' + POR'S". 
Eben so ergiebt sich, wenn man AB nach und nach mit RS, P'Q', 
RS coincidiren lälst: 
2) RSPQ = RSP'Q'-r RSR'S', 
3) POPQ+ POURS = POURS, 
4) R'S'PQ + R'S'RS = R'S'P'Q'. 
Crelle's Journal. IV. Ed. 2. Hft. 24. 
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Man überzeugt sich aber leicht, dafs den zwei nur durch die Folge 
der Buchstaben verschiedenen Ausdrücken, PORS und RSPQ, desselben 
Tetraéders einerlei Vorzeichen zukommen. Wird nemlich das eine Mal 
PQ zur Axe genommen, die man sich in verticaler Lage denke, P oben, 
Q unten, — und geschieht alsdann die Drehung des, das Tetraeder PORS 
erzeugenden Dreiecks, indem es sich aus der Lage POR in die Lage. 
PQS begiebt von der Rechten nach der Linken, so wird auch, wie die 
Anschauung lehrt, wenn, zufolge des Ausdrukes RSPQ, RS zur Axe, 
R oben, S unten, genommen wird, das nunmehr erzeugende und um RS 
sich drehende Dreieck, um mit seiner Spitze von P nach Q zu kommen, 
sich gleichfalls von der Rechten nach der Linken drehen müssen. — 
Dasselbe gilt auch von den übrigen in den Gleichungen 1. bis 4. vor- 
kommenden Paaren von Ausdrücken, in denen die zwei ersten und die 
zwei letzten Buchstaben mit einander vertauscht sind. (Vergl. Barycentr. 
Calcul, §. 20. a.) 


Addirt man daher jene vier Gleichungen, und läfst die zu beiden 
Seiten. des Gleichheitszeichens einander gleichen Glieder weg, so kommt: 
2.PORS = 2.P'Q'R'S', und somit PQRS = P'Q'Rh'5' 

wie zu erweisen war. 


Zusätze. Weil PQ und RS mit P/Q! und RS’ gleichwirkend 
sind, so halten die vier Kräfte PO, RS, Q'P', $’R’ einander das Gleichge- 
wicht. Dieses vorausgesetzt, ist also PORS = DP'Q'R^S', = Q'P'S'R', auch 
dem Zeichen nach, wie sich auf eine der vorigen ganz ähnliche Weise 
zeigen läfst. Hiernach kann der Satz des Hrn. Chasles auch so ausge- 
drückt werden: 

Hat man vier Kräfte, die mit einander im Gleichgewicht sind, so 
ist das aus irgend zwei derselben gebildete Tetra&der dem Tetraeder 
aus den beiden andern gleich. 


Um die vorige Rechnung bequemer und damit auf noch mehrere 
Kräfte leicht ausdehnbar zu machen, will ich die Kräfte, oder vielmehr 
die Linien, wodurch sie vorgestellt werden, mit p, 9, r, . . ., die Axe 
AB, worauf ihre Momente bezogen werden, mit a, und die Tetraeder, 
welche @ und p, « und 9, p und 9, u. s. w. zu gegenüberstehenden Seiten 
haben, mit ap, a9, pg, u. s. w. bezeichnen. Alsdann ist beim Gleich- 
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gewicht zwischen den vier Kräften Ps Quid $2 
ap+agtartas=0, 
und, wenn man « nach und nach mit p, . . s zusammenfallen läfst: 
1) pg+pr+ps = 0, 
2) py+gr+gs= 0, 
3) pr+gr+rs = 0, 
4 pstos+rs = 0, 
weil die Tetraeder pp, 99, ... —0 sind. Die halbe Summe dieser 4 Glei- 
chungen giebt: 
L potprtps+tortgstrs = 0, 
d. h.: Sind vier Kräfte im Gleichgewicht, so ist die Summe der sechs 
Tetraéder, welche durch paarweise Verbindung der Kräfte hervorge- 
hen, = 0. 


Zieht man von I. die Gleichung 4) ab, so kommt: 
IL pg+pr+gr = 0; | 
d. h.: Haben drei Kräfte (p, 9, r) eine einzige Resultante (— 5), so ist 
die Summe der drei Tetraëder, welche durch paarweise Verbindung der 
drei Kräfte erhalten werden, = 0. 


Wird endlich von II. die Gleichung 3) abgezogen, so kommt: 
lil. po—rs = 0, 
welches der Satz des Hrn. Chasles, auf die kurz vorhin gedachte Weise 
ausgedrückt, ist. 


Auf ähnliche Art wollen wir jetzt ein System von 5 Kräften 
p, ... t, die im Gleichgewicht mit einander stehen, behandeln. — Aus 
der Gleichung 2p 4-...-]-et =-0 folgt durch successives Zusammen- 
fallen der Axe a mit p, .. . /: 


1) pg+pr+ps+pt = 0, 
2) py For + 9s +7! = 0, 
3 pr+gr+rs+rt = 0, 
4) pstas+trs-+st = 0, 
9) pte ot-E- rt d- st = 0. 


Die halbe Summe dieser 5 Gleichungen ist: 
-L pg+pr+ps +pt+gr+gs+qt+rs+tri+st = 0. 
Hiervon die Gleieichung 5) abgezogen, kommt: 


IL. po +pr+ps+gr+gs+rs = 0, 
24* 
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und, wenn man davon noch die Gleichung 4) abzieht: 
Ill. po d- prd 2r = st. 


Man erkennt hieraus zur. Genüge, welches die Formeln bei einer 
noch gröfsern Anzahl von Kräften sein werden, und kann damit ohne 
weitere Rechnung folgendes allgemeine Theorem aufstellen: 

Hat man eine beliebige Anzahl, =, von Kräften, welche auf einen 
freien, festen Körper wirken und sind diese Kräfte im Gleichgewicht 
(wie die 5 Kräfte p, . . ..£ in L), oder lassen sie sich auf eine ein- 
zige Kraft reduciren (wie die vier Kräfte p, ... s in II. auf die Kraft 
— 2), so ist die algebraische Summe der $7 (2 —1) Tetraeder, welche 
hervorgehen, indem man die Kräfte durch Linien ausdrückt, und 
je zwei derselben zu gegenüberliegenden Seiten eines Tetraéders 
nimmt, — 0. Im allgemeinen Falle aber, wo die 7 Kräfte sich nicht 
auf eine, jedoch immer auf zwei Kräfte zurückführen lassen (wie 
die drei Kräfte p, 9, r in IIL, deren Resultanten —s und —# sind), 
ist jene Summe von Tetraédern dem aus den zwei resultirenden Kräf- 
ten gebildeten Tetraëder selbst gleich. 


Letzteres ist daher von constanter Grofse, wie auch die » Kräfte 


auf zwei reducirt werden mögen, welches wiederum der Chasles’sche 
Satz ist. 
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12. 
Suite des notices sur les fonctions elliptiques. 
(Par Mr. C. G. J. Jacobi, prof. en math. à Königsberg. ) 





I. 
J e vais rapporter ici l'équation à différences partielles qui sert à définir 
les substitutions à faire pour parvenir à une transformation des fonctions 
elliptiques, et dont j'ai donné la notice dans le troisième volume de ce 


journal. 
Soit, en faisant usage de la notation dont je me sers ordinairement 


x = yx*sinam(u,x); y = yAsinam (+ ^), 


A étant le module dans lequel se change le module x par la transforma- . 
tion correspondante à un nombre 7 impair, on sait qu'on a 


n—1 n—3 
ch (80) 4 a? x?-L... + Bar) 
Se CRT RATE BO a co AA La oe CRETE 
B+B'x?+B'xt+.... + BC ns 
les quantités À, M, B, B',.... xe) étant déterminées convenablement 


en fonctions de x. On aura ici 


B= Va), 3 = Van). 


U — x (8022 4 Bu LE Bar , 
V = BEB A+B tb... + Ba 


et de plus ut, les fonctions U, 7 satisferont l'une et l'autre à 





Soit 


l'équation aux différences partielles suivante: 
2 (92 2 ay (0? x iy (4) 
1) n(n—1)2°. 2-+(n—1)(.0 22 (TE) Haar tl) nee) 


L’équation modulaire étant supposée connue, l'équation (1.) suffit pour 





trouver toutes les quantités B, B',.... 2) exprimées en fonctions 
rationnelles des deux modules x et A. On pourra donc dire en quelque 
sorte que cette équation contienne la solution générale du probléme de 
la transformation des fonctions elliptiques, et sous une forme tout à fait 


re 
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différente de celle sous laquelle nous l’avons fait connoitre, Mr. Abel 
et moi, dans nos recherches sur cette matiére. Elle donne aussi d'une 
maniére directe les formules relatives à la multiplication. En effet, étant 
supposé z— y *sin am(u), y=y%xsinam(nu), si l'on met: 
hills ren né 22 gpnn—-a LL Blt, > E wf BO) à 
B 4- Blo? + B' z^ +... eus Tal 5 


on trouve: 
| Bom B0 
n? (n* —)B + 2 + 3.4B5"—= 0, 
: Am — 4) a B" + 4. 6 B = 0, 
(4) (*—5) B^ + 6 (0 —6) aB' + 7. BB" = ant(aa—4) 2, 


(n*—6)(2—3) B+ 8 (à —8) a BY + 9.10B* = penc | 





€ © © e e e * e © LI e. e . . e. 


afe -3 





2 


5 . 4BCz2. pni —3)98BC =) (ne 0) BC rom an 
DES 3507) + (n° — Da 5772. 3 I 


n?—1 
Be? € yn. 
On tire aisément de ces équations les valeurs de B, D', B", 


(= 


B T") soit en partant de B=yn ou de BGG? xs V m. Tout cela 
s'applique aussi, des légères modifications étant faites, au cas où 7 est 


un nombre pair. | 
Il est trés rémarquable que l'équation 1. a des intégrales algébri- 
Son intégration générale peut étre reduite à celle de l'équation 


(5,3 = (Ga) 
| NOUS T T NIFI | | 
En effet soit z == (v, w) une intégrale quelconque de celle-ci, si 
lon met x — V xsinQ, on aura, en employant la notation de Mr. Le- 
gendre, lintégrale suivante de l'équation 1. 
2 er. nF(p) nzF' sa 
ri ^u APT 


Zo Eu | ee RE gig rre 
n diis FC E(E)—E: F(Ey 
ord Ma TFA 


ques. 
connue et plus simple: 
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IL. 
Supposant x — sinam(u), les quantités sinam (2u), sin am (3u), 


sin am(4u) etc. peuvent être exprimées d'une manière assez remar- 
quable au moyen des différentielles des quantités y/ [x* (1 —27) (1 — 2x), 


y een =], prises par rapport à x’. Soit 


Ga) Gina) = 4, [oo eo) = n, 


-on trouve 





: 1 1 
sinam Qu = — — SR 
x? OB 
Qa? 
| 07 B 
; (0 x?)? 
wa ie VD UN 
sinam3u = EN Bs 
CE | 
y 03 A 


xt’ Q*B 0? B OB OB ? 
2(Qxm*)* 2(0x*) .- 0x 2:8(0x°) 


o3 B .0Q3B o? B o^ B. 
: _ 4 2.3(0x?)2.3(0x*) ^ 2(0x*)'2.3.4(0x* 
sin am ou pease 4 PINS DAS ac NET RL Cp TR WEN dé IS DR 


2.3(029)'2.3(0x?) . 2(0x2)'2.3.4(0 a?)* 


La loi générale de la composition de ces expressions est aisée à saisir. 


On aura des formules analogues si l’on veut employer au lieu des différen- 
tielles de y [x^ (1 — x?) (1 — 2227)], porem x?) 


x? 
1 


; 1 


x? 


| celles des quan- 


tites 


III. 
Nous allons établir dans ce qui suit les formules générales rela- 


tives à la transformation des intégrales elliptiques de la seconde et de la 
troisième espèce. 

Soit 2 un nombre impair quelconque, w une quantité telle que 
sin am (22 0) — O0 et soit en méme tems 7 le nombre le plus petit pour 
lequel sin am (220) s’evanouit, si lon met 

A = x" {sin coam2w.sin co am 4g....sin coam 2(n — 1)oj^, 

(| L1. fsincoam2w.sin co am 4o....sin co am 2(2 — 1) o}° 
ese sin am2o.sinam4g....sinam2(2—1)9 
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on a la formule connue 


A 
1) zs am (17»2) 
—sinam (u) + sinam (u-]-4o) + sinam (u-|-8v) +... ]- sinam [u+4a—1)o] 
Cela posé, je remarque qu'on a 
à) O.sin am (ua) sin am sin am Corey 
FO M 
formule facile à vérifier. Soit o^— a -q- b, o^" — a 2-25, et um 


a) — a+ mb; en mettant succéssivement a’, a; a", a”; etc. a", a™ 
au lieu de a, a’ et ajoutant, il vient: 


sin^am (u-]-a^) —sin^am(u-]-a) = sin am (a'— 


d*sinam (u -]- a) sin am m (u+ a^) 3 


sin^ am (u + a) —sin* am (u + à) = sin am(b). MS Cis 


Or on a en méme tems 
© sin am (u-]-a) sinam (u-]- at?) a 


sintam(u + a0?) —sın’am(u--e)=sinam(n5). EP 


delà on tire, en intégrant, cette formule remarquable: 
2) sinam (b) Zsinam (u d- a) sinam (u d- a") 
= sinam (nb)sin am(u— a) sinam (u -]- a0?) + const. 
Soit sinam(nb) — 0, il vient 
3) Xsinam(u - a) sin am(u -]- o^ = const, 
Au moyen de cette formule on tire de la formule 1. la suivante 


2 


MUT sin? am e à) 
== sin*am(u) + sin^am(u + 4o) 4-.... -- sinam [u + 4(2 — 1) e] + const. 


ou puisqu ‘on à sin ‘am (7 p^) — 0, pour u — 0, celle qui suit, 


2? 
4) NIS .sin’am (5: 1) 
== sin*am (u) + sin? am (u-+ 4v) 4- .... -]- siam [u 4- 4 (a — 1) e] 
— 92 [sinam 4c - sinam 8e T .... ]- sinam 2(n — 1)oj. 
Cela donne aussi 
A= 
5) - ge cos am (s A) 
= cos^am (4) + cos am (u + 4 e) + .... -]- cos am [u -- 4 (n — 1) c] 
— 2 {cos?co am (4c) + cos? coam (8 e) + .... -]- cos? coam 2 (n — 1)o}, 
6) ar A'am ar ^)— A*am(u) A’ am (u-4-49)4-. ...-]-A* am [u4-4(1— 1)»] 
+ 21cotg^ am (4o) + cotg*am (8e) 4- .... + cotg^am2 (n — 1)ej. 
En intégrant on a, pour la fonction entiére de la seconde espéce, 


s EU E:( - i j 
7) FO) —n m 2icotg'am(4o)-]-cotg*am(8»)--...-]-cotg am2)n—1)ej. 
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Soit Q — am (u), si l'on met 


zu) = Fg nr) 


on tire des formules 6., 7. cette autre qui offre la transformation des 
intégrales elliptiques indéfinies de la seconde espéce: 
17 
8 arZ (ap^) = Z00 + Zi 49) +... + Zo 4-4(0—1)9], 


formule qui peut étre transformée dans edidit: 
1 u 
9) n Z (u)— a; 4 (a A) = 


sin? 2 2mo 
2x'sinam (u) cosam (u) Aam (x) >; — X? sin? am te) A 





ae, 4 —1 
ou l'on donnera à m toutes les valeurs 1, 2, 3,. . ., T3 
Soit «== am(a), je considère les fonctions elliptiques de la troi- 
siéme espéce sous la forme: 
- sin? @.d@ 
S ———M———— == {I (u, a). 
x? sin a cose A (2) f S quu cup ns "j^ (u, a) 
En introduisant la nouvelle ie 





9 FI E(g) —EtF(q) 
ox F1 df F*A(g) À 
( = ) e zs 0 (u), 


on a 


o O(u 
ZW) = o3» 


Ju, @) = uZ(a) + log opa 
Cette derniére formule fait voir que les fonctions elliptiques de la troi- 
sieme espece, lesquelles dépendent de trois élémens, peuvent étre réduites 
à d'autres transcendantes qui n'en ont que deux. L'intégration de la for- 
mulé 9. donne les formules générales pour la transformation de le fonc- 
tion O(u), desquelles on peut déduire. celles des fonctions elliptiques de 
la troisiéme espéce. Quant à ces derniéres, on trouve 
10) n(, ir à) —nll(u,a,x) 
2 2 2 DR. 
= Loi) nu Zeb + logy ensem 
en designant par ZZ le produit de tous les facteurs, que lon obtient en 
n—1 
2 
Crelle's Journal, IV. B4. 2. Hft. : 25 





donnant à mn les valeurs 1, 2, 3, . . ., 
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On peut aussi parvenir directement de la fonction O(u) aux for- 
mules de transformation en partant de son développement en produit in- 
fini, comme nous l'avons montré dans le trosiéme volume de ce journal. 
De là, en suivant une marche inverse de celle qu'on vient de présenter, 
on tire sur le champ les formules relatives à la transformation des fonc- 
tions elliptiques de la premiere et de la troisieme espece, et en différen- 
tant, celles de transformation des fonctions elliptiques de la seconde 
espéce. Tout cela s'applique encore, quelques légéres modifications prés, 
au cas ou 72 est un nombre pair. . 


IV. 

Pour exprimer sinam(u, x) par sinam (55. à) ou sin am (>, x) 
par sinam(zu), il y a à resoudre une équation algébrique du z""* degré. 
Nous allons présenter les expressions algébriques et générales de ces racines. 

Désignons par GO (u, o, x) lexpression suivante: 

II|1— x^ sin^am (271 9) sin^am u], 





en donnant toujours à 72 les valeurs 1, 2, 3, . . ., — ; soit w une 
quantité telle qu'on ait 
x == A"{sincoam(2’, À) sin eU i (o^ À)... sin coam [(z — 1) e/, A]* *), 


soit de plus Q (4 p o, w, à) v ; o!, 2) 


u / / 
9 (5 - 4p, 02) 
on aura, en désignant par = lun des nombres 0, 1, 2, 3, ..., 2—1: 
| 4pw 
LD "= sin am (u Amer: ,x) | 
= sin am Ge ) J- «sin am als A) V 4, + «^ sinam (= 4-80’, 1) 4. 
Jos a %sinam (%44(n—1)0', 1) Y Aus 


& étant une racine quelconque de l'équation x"— 1. En mettant au lieu 
de & toutes ses valeurs, on aura toutes les racines de l'équation proposée, 
qui répondent aux différentes valeurs du nombre p. Il faut remarquer 
encore qu'on a 


p = 


? 














K 4- m' : K! 2:4 dA r 
*) Soit o= RARES , On aura w! = Mapa ‚4, wf étant des nombres entiers 


quelconques positifs ou négatifs, tels que mu! — pm! = 1. 
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V A, Am = 1—sin?am (4 pw’, X).sin*am (sj; à) : 


" n 7 Rn 
On pourra exprimer généralement tous les radicaux V 4,, V Ass» V 4,., 
par les puissances de l'un entre eux. 


Ce théoréme est un des plus importans, trouvés jusquici dans la 
théorie des fonctions elliptiques. Il fournit aussi la solution algébrique 
et générale de l'équation du degré nn, de laquelle dépend la division de 
la fonction elliptique en 7 parties, comme on va le voir dans ce qui suit. 


Supposons pour plus de simplicité que 7 soit un nombre premier *), 
le nombre de toutes les transformations correspondantes au nombre 7 sera 
2-1. Ce sont celles qui répondent aux valeurs suivantes de o: 

MOGI nA AK. iK 2K; iK’ Mii a. K 
Smeg eh daret hi 


A nid im when om n 
Soient les valeurs de A et de M qui répondent à ces E va- 


leurs de o: 
A; Ais Ao» ^s, AT NER | Ans 
MM, Ms Mo. ce Bes 


on prouvera aisément la formule remarquable 
2) sin am (Zu, x) 


= — ;sinam(#,1)+ - Zr sinam (57 PX) zar sinam (37, À) +... 
An 
+ ir sin am (7 m) 


En changeant dans la formule (1.) u en jr x en À» A, en x, M, en 





a ) ar en nu, on parviendra à exprimer toutes les quantités 
po tip 
À es. b 
; nu,x 
PUTA sinam M, „A par sin am ( , ) 
Soit | 


Q (£po, 0) D(nu, v)  . B 
D(nuf4po,o) P 
et désignons par B,, BL, B5, DL. BY les valeurs de B, qui ré- 
pondent aux différentes valeurs de w, et par w, ,, Wz, 93, +++, €, les 
différentes valeurs de w, on a: 


*) Il n'y a qu'à faire de légéres modifications dans le cas oà n est un nombre composé. 
297 
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1 | 
In E Am! BAS) — sinam (nu) 


3) 2sinam (u dec = 
+ à sinam (zu 4- 4o) VB, +... a” sin am [zu -]- 4 (a — 1)«] Ne ns 
+ B sinam (zu + uw) VB: +... LP sinam (nut Am 1)0,] VB... 
+ « Q sin am (nu-+-4w,) VB: +... 2877 Q"7 sinam [zu +4(n—ı) o] Br 
prios sinam ya T V B+ ZI i qu En sinam su es d v Be 


p a Gyre poa... „arm? Ban, am BURN po. 
7 et m‘ étant des nombres entiers quelconques, et &, ß des racines de l'équa- 
tion x^—1,. En donnant à c, © toutes les valeurs dont elles sont susceptibles, 
And | 
n ? 
qui sont au nombre de zz. Ce sont les mn racines de léquation à ré- 
soudre, presentées sous la forme la plus simple, telle que je l'avais pré- 
sentée dans le troisiéme vol. de ce journal (cah. 1.). Je remarque encore 
que l'on peut exprimer tous les radicaux, qui sont au nombre 27 —1, par 
les puissances de deux quelconques entre eux qui ne se trouvent pas dans 
la méme série horizontale. 


on aura les valeurs différentes de l'expression sinam (u+ 


V. 

Puisqu'on peut exprimer rationellement sin am (7, à), sin am(77- A), 
ss 53 Sinam ur ; rn) par sinam(z,%), on pourra aussi exprimer les 
* premières quantités par une quelconque entr'elles; mais pour cela il y 
a à résoudre une équation algébrique du z""* degré dans chaque cas. 
Nous allons rapporter dans ce qui suit les expressions générales et algé- 
briques des racines des ces équations. 

En conservant les notations du numéro précédent, soit 


en rione 2) 


on aura | P (sr: "s i) 
1) Wt ==) sinam Gr ; dn) = 


sinam (=, A) + «sinam + 4 of, A)v y €, - «^ sinam (= +80',2) POS. 5 
+ a)’ sinam (= +4(n— ı)w‘, A) FC, 


à —— A 
ee em 


1-ay G+ VC, + à ^C, +. paye, 
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c étant une racine quelconque de l'équation z"— 1. En donnant à « 
. toutes ses valeurs, on aura les 2 expressions qui répondent aux différens 
modules A,, A,» . + ., An. Chaque expression, telle que 


VC) sinam Gr: 5 : 


étant donnée par la résolution d'une équation algébrique du 7°" degré 
dont les racines ont pour expression générale 


V) sinam (7- +4 poi, An); 

w, étant la méme chose par rapport au module A, que o' lest par rap- 
port à A„: on aura les expressions algébriques de toutes ces racines, qui 
sont au nombre z et qui répondent à un méme module À,, en multi- 
pliant les radicaux par «PP au lieu de «PP, B étant encore une racine 
quelconque de l'équation 4^ — 1. On pourra aussi exprimer tous les ra- 
dicaux par les puissances d'un entre eux. Du reste, ayant supposé que 
n est un nombre premier, la formule 1. aura à subir quelques modifica- 
tions lorsque 7 est un nombre quelconque. 


VI. 
Je termine.ces remarques par l'enoncé du théoréme suivant, fourni 
par les mémes méthodes qui m'ont conduit aux résultats précédens. 
» Etant supposés connus tous les modules dans lesquels on peut 
transformer un module donné x à l'aide d'une transformation cor- 


respondante au nombre 7, on peut exprimer par ces modules toutes les 


2m K+ 2 m/i K' 


quantités de la forme sinam , m, m!‘ étant des nombres 


quelconques, sans qu'il étoit nécessaire de résoudre une équation al- 
gébrique." 

Les résultats dont je viens de donner ici une exposition rapide, 
font partie de ceux qu'on trouvera dans la seconde partie de mon ou- 
vrage sur les fonctions elliptiques (Fundamenta nova theoriae functionum 
ellipticarum). La première partie de cet ouvrage paroitra incessament ^). 


*) Elle se vendra à Paris chez Mr. Ponthieu et Comp., Palais royal, Gallérie de Bois No. 252. 


Konigsberg, le 11. Janvier 1829. 


a. 


^ 
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13. 
Theoremes sur les fonctions elliptiques. 
(Par Mr. N. H. Abel.) 





la formule donnée par Mr. Jacobi dans le tome III. pag. 86. de ce 
journal peut étre établie facilement a l'aide d'un théorème que nous 
allons démontrer dans ce qui suit. 

En faisant Q0 — x, on aura, en vertu de ce quon a vu dans le 
§. HI. du mémoire No. 12. tome 2. de ce journal p. 117., 

| 1. Q(2n--1))0 = R, 

ou R est une fonction rationnelle de: x, le numérateur étant du degré 
(22+1) et le dénominateur du degré (22 +1) — 1.  L'équation (1.) 
est donc du degré (22-1)? et ses racines peuvent être exprimées par la 
formule: | 


boc rev) 
en donnant à 77 et p toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à 27 incl. 

Soit pour abréger 
20 20% 

AR ee ar erh unn dim. 
lexpression des racines sera: 

4. æ = G(0+ma+ up). 
Celà posé, nous allons démontrer le théoréme suivant: 

Théorème i. Soit 4/0 une fonction entière quelconque de la 
quantité Q(6-I-mo--u) qui reste la méme en changeant 0 en 6 -« 
et en d9+P. Soit y le plus grand exposans de la quantité Q6 dans la 
fonction 49, on aura toujours 

9. V0 — p-r9.f(2n4- 1)0. F(2n 4- 10 
ou p et 9 sont deux fonctions entières de Q(2n-4-1)0, la premiére du 
degré v et la seconde du degré y —2. 


Démonstration. En vertu de la formule (10.) tome 2. Pag. 105. 
on a 


Q(0 4- mat pep) = q 0. f (ma 4- up). Eon ast DE m fO.FO 


ee DR wr emnt in OT TS D CE PEDES: 
— ———— 


Cela fait voir que /0 pourra s'exprimer one nent en Q0 et f6.F 6. 
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Or le carré de f0.F0 ost rationel en ®4, savoir 
C(fo.F0y = a—ceqoa-ceeo, 
donc on pourra faire en sorte que l'expression de Y@ ne contienne la 
. quantité /0. F0 quà la premiere puissance. On pourra donc faire 
7. V6 — VP} + , (00). f0. F0, 
où Y, {Po} et Ÿ.{06} sont des fonctions rationnelles de (6. 
Si l'on met w — 0 à la place de 0, on aura, en remarquant que | 
Q(n—0) — Q0, f(n—6) — —f0, F(n—6) = Fo: 
8. Pa) = (06) — V. {90} .f0. F?. 
Des équations (7. et 8.) on tire: Hi 
9. 4,100} = 3.{V0+4L(w— od}, 
10. 4,{p0}.f0.F0 = i.[0—4(»—90). 
Considérons d'abord la fonction ¥,{96}. En y mettant 0--« au lieu 
de 0, il viendra: | 
LPO a)} = 4. (904-2) + (9 —a—0)); 
or on à wie aye 0, et par conséquent aussi, en mettant (9 — 4 — 6 
au lieu de 0: 


p(w—0) = Y(w—a—6); 
d. (0 (0-4-2)) = {O4 bag), 
V{P(O+a)} = (0 0). 


On aura de la même manière: 
L{PO+B} = v.09}. | 
La premiére de ces équations donne, en mettant successivement 6 --e, 
04-2«4,.... au lieu de 6: 
Ay 11. Y,{0(+ma)} = "nm 


où zn est un nombre entier quelconque. 


donc 


c’est-à-dire 


La seconde équation donne également 


JA 19 (8-6 B)) = 44190]; 


d’où, en mettant 0-]- ma au lieu de 0, et ayant égard à l'équation (11.) 


on tire: x 

| 12. %[Po+ma+up)} = {09}. 

Donc la fonction W,{®0} reste la méme, en y substituant au lieu de Q0 
une autre racine quelconque de-léquation (1.. En attribuant à m et u 
toutes les valeurs entiéres depuis zéro jusqu'à 2” et puis ajoutant, la 
formule (12.) donne: | 
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en on à 
13. (00 = men En ut {PO 4- m a (By. 
Le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et 
symétrique des racines de l'équation (1.), donc on pourra l'exprimer 
rationnellement par les coéfficiens de cette équation, c'est-à-dire en 


Q(2n--1)0. Soit 


JA {® 0j = En v Ps 
la quantité p sera une fonction rationnelle de Q(2n-+1)0. Or je dis que 
p’ 
p sera toujours entier. En effet soit Q(22--1)0 — y et p= ae ou p' 


et 9° sont des fonctions entières de y sans diviseur commun, Soit 
y = Q(2n4-1)0 une racine de l'équation ?/—0: la quantité p — 1 {Pot+Lw—O)} 
sera infinie en faisant à — 0, done on aura PO+W(w—d) =; main- 
tenant il est évident par la forme de la fonction 9, que cette équation 
ne peut subsister à moins qu'une quantité de la forme 
Q4-ma--uB) ou Q(»—9-4-ma--p) 

n'ait une valeur infinie. Soit donc Q4 mat ug) = == 4, on aura en vertu 
de l'équation 30. tome 2, pag. 113: 

à — (m'--3)w + (n'd- ei —me — uP, 
ou m’ et n‘ sont des nombres entiers; or cette valeur de d donne: 
q(2n4-1)9 = q[[2n4- 1) m-n — 2m]o HR)" trust +S zi 
c'est-à-dire (26. pag. 111): 

Q(2n4-1)0 — i 
Mais cela est impossible, car une racine tente de l'équation ?^— 0 
doit être finie. On trouvera également que Q(w—0-|-za«-|-u) donne 
Q(2n--1)0 — i. La quantité p est donc une fonction entière de 
 Q(2n -- 1)6. | | 
Considérons maintenant l'équation (10.) En divisant les deux 

membres par f(22--1)0. F'(2.n 4- 1)6, on aura: 

__ w,{p0}.fO0.F0 — d iy 0 — y (e — 0) 

fn-cr1)8.F(2n-r-1)0 — *'F(2n-4-1)0.F(2n4-1)0' 

En vertu de ce qu'on a vu tome 2. 45. pag. 117, on aura f/(22-]-1)0 — f 6.u, 
 F(2n4-1)0- F0.v, où u et v sont des fonctions rationnelles de 99; 
donc le second membre de l'équation précédente sera une fonction ra- 
tionnelle de Q0. En la désignant par x190], on aura: 


EMIT YO — y (0 —0)_ 
X100] = i. Fen+ 12. 0. F(2n3-1)0' 
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En mettant 9-+& au lieu de 0, il viendra POta= We, 
b[w—(0-+-2)] = 3 (0— 0), 
f(an4- 1)(64-4) — fl(2n--1)0--2mo-E2goi] = fer+1)o, 
F@n<+1)(0+a) = Fler +9 + 2mw+ 2uRi]l= F(2n--1)0, 


donc on aura | | 
XP te) = x(Q0). 
De la méme manière on trouvera 
x10 (04-8 = x(00). 
On en tire, comme plus haut, à l'égard de la fonction 4/,(06), que x, (96) 
peut être exprimé par une fonction entière de Q(272--1)0. Soit donc 
X(P0) = 9, 
L,(00).f0.F0 = g.f(2n-- 13)0.F(2n-L 1)6, 
14. «0 = p--o.f(2n-4-1)0. F(2 n -- 1)6, 
où p et g sont des fonctions entières de @(22+1)0. 


Pour trouver les degrés de ces fonctions, soit (®6)’.x0 le terme 
de Yo, dans lequel Q6 est élevé à la plus haute puissance, on aura, en 


supposant Q6 infini: 


on aura: 


et enfin : 


YO = 4.(00), 
ou 4 est une constante. De méme on aura 


Y(w—0) = A (Q0y, 


p = 3(4+4).(Q6); 
mais pour Q0 infini, on a Q(22--1)8 — B.Q0, ou B est une constante. 
Il suit de là que p sera du degré v par rapport à Q(2n2-]-1)0. On dé- 
montrera de la méme manière que la fonction g sera du degré v— 2, 


et par suite: 


tout au plus. 

Voilà demontré notre théoreme. 

Dans le cas où la quantité Q9 ne monte quà la premiere puis- 
sance dans YO, on a y — 1; par conséquent g sera du degré — 1, c'est- 
a-dire ;— 0. Donc on a dans ce cas 

15. YO = A+ B.Q(on--1)0, 

ou 4 et B sont des quantités constantes, qu'on trouvera facilement en 
faisant 9 —0 et Q6, i. | 

Soit par exemple 50 le produit d'un nombre quelconque des ra- 
cines de l'équation (1.), et faisons ; 
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VO = 2„2,=0+ma-+up) 
il est clair qu'on aura YVO)=Y(+@)=1Y(0+P), en remarquant que 
7 [0 4- (2n 3) «T ue] = 70+ uP) | 


7[0 -- 22-28 d me] = 7 (0+ ma). 


et 


Donc: 
on 2n 
16. z,x,m(9--ma- pp) = 4-rP.0Qn-r1)9. 
Il faut remarquer que lune des quantités 4 et B est toujours égale à 
zéro. On a 44 — 0, si le nombre des facteurs de 70 est un nombre im- 
pair, et B — 0, si ce nombre est pair. Donc la quantité 4/0. est indé- 


pendante de la valeur de 9. Dans ce dernier cas, par conséquent, en 
faisant, 9 — 0 on a: 


17: 2.2, porti Ew = >. E, (ma--uQ). 


Donc en faisant | 
v0 = Q0.Q(0-4- ka -- &'Q), 


on a: 
EE o0 -Ema-uB)- elo (mE Ds (a+ 128] 
= =, =, Pat uP). Ol(m+ hat (uth el, 


où & et &’ sont des nombres entiers quelconques, moindres que 272 +1. 
Cependant on ne peut pas supposer à la fois £ — o, k’=0. Car cela 
donne z0 = (Q6) et par suite y — 2, tandis qu'on doit avoir 
y ——-l. 
De la méme manière que nous avons demontré le théorème pré- 
cédent on pourra encore établir les deux suivans: 


18. 


Théorème IL Soit Yo une fonction quelconque entière des 
quantités de la forme f(0 --m«-]-u), telle que 
bo = (04-2) = VOR) 


do — pd 7.0(2n4- 1)0. F(2n - 1)0, | 
ou p et 9 sont des fonctions entières de f(27 +1)0, la première du de- 
gré v et la seconde du degré y —2, tout au plus, en mex par v le 
plus grand exposant de f0 dans 0. 
Théorème III. Soit Yo une fonction quelconque entière des 
quantités de la forme F(0+ma<+uf@), telle que 


YO) = vote) = (0 +R), 


on aura: 
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V6 = p 4- g.Q(2n 4: 1)6. (2 4- 1)6, 

où p et y sont des fonctions entières de F(2n + 1)9, la première du de- 
gré y et la seconde du degré y — 2, tout au plus, en désignant par v y le 
plus grand exposant de /'6 dans Yo. 


on aura 


En vertu du premier théoréme on voit sans difficulté que la va- 


or de 9 (- 


exprimée en fonction de ®6, sera: 


In A)» 
ee ae CI NOS + Vor Im F0. fo, 


OÙ p, et J, sont deux fonctions entières de Q6, la première impaire et 
du degré 2n-+1, la seconde paire et du degré 22 —2. D'ailleurs ces 
fonctions sont ma IA par l'équation 


— qs (f0y. (Foy = (HN, 


où Q, est une ale er 


Christiania, le 27. Aoüt 1828. 
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14. 


Démonstration. d'une propriété generale d’une cerlaine 
classe de fonctions transcendentes. 
(Par Mr, N. H. Abel.) 





"Toon el Soit y une fonction de x qui satisfait à une équation 
quelconque irréductible de la forme: 
1. Re D ER Test Pen) CCE 
OÙ Do, Pis Pas ce Pr sont des fonctions entières de la variable x. Soit 
2 0- Gt ny HG ee d 8 

une équation semblable, 9,, gi, 9,, . + . + In. étant ee alsinent des fonc- 
tions entiéres de x, et supposons variables les coéfficiens des diverses puis- 
sances de x dans ces fonctions. Nous désignerons ces coëffñciens par @, 


a‘, a, . . . . En vertu des deux équations (1.) et (2.) x sera fonction 


de a, a’, a“, . . . . et on en déterminera les valeurs en éliminant la 
quantité y. Désignons par: « 
| 3. g-—o0 
le résultat de l'élimination, en sorte que e ne contiendra que les varia- 
bles x, a, a’, a’, . .. . Soit & le degré de cette équation par rapport 
à x, et désignons par 

do Diy tay Ugg eee WAR 
ses (, racines, qui seront autant de fonctions de oc, a’, a“, . . . . Cela 
posé, sı l'on fait 

Sri) fi) 0. 
où f(x, y) désigne une fonction rationnelle quelconque de x et de y, 
je dis, que la fonction transcendente dx jouira de la propriété générale 
exprimée par l'équation suivante: 

6. Papo... pm, =uthlogu, +h, lozv, +... pk, logy, 

U, Vis Vos + « « . V, étant des fonctions rationnelles de a, a!, a^, . . . ., 
et 4, E, .... &, des constantes. 


Démonstration. Pour prouver ce théoréme il suffit d'expri- 
mer la différentielle du premier membre de l'équation (6.) en fonction 
de a, a’, a^, u... .5 car il se reduira par la à une différentielle ration- 
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nelle, comme on le verra. D'abord les deux équations (1.) et (2.) donne- 
ront y en fonction rationnelle de x, a, a^, a’,.... De méme l'équa- 
tion (3.): e — 0 donnera pour Ox une expression de la forme: 
Ox = ax.0a--a«'.0a'-- a^". 9a" -L...., 

ou a a, 4^, . . . . sont des fonctions rationnelles de x, a, a’, o, .... 
De là il suit que la différentielle f(x, y).0x pourra être mise sous la 
forme: | | 

f(x, Y)0x = Qx.0a-- @,x.00 + Q,x.9a"-- ...., 
ou Qx, Q,x, ... . sont des fonctions rationnelles de x, a, a’, o^, . ... 
En intégrant, il viendra: 

Px = /|Ox.da+ Q,z.0a'4-....] 
et de là on tire, en remarquant que cette équation aura lieu en mettant 
pour x les u valeurs de cette quantité: 
7% vx dx... +x, 

zit» -d-02z.24-0924902 "i {D+ 0,2, 4- +O, 2,] da +... 


Dans cette équation les coéfficiens des différentielles de, 0a’,.... sont 


des fonctions rationnelles de «, a’, a a bosco u dei, 222: Jidogs 40 
mais d'ailleurs ils sont symétriques par rapport à &,, X, .. .. %,3 donc, 


en vertu d'un théoréme connu, on pourra exprimer ces fonctions rà- 
tionnellement par a, a’, a, . . . . et par les coeíficiens de, l'équation 
e=0; mais ceux-ci sont eux-mêmes des fonctions rationnelles des va- 
riables a, a‘, 0", ...., donc enfin les coéfficiens de 0a, da‘, da, ...- 
de l'équation (7.) le seront également. Donc, en intégrant, on aura une 
équation de la forme (6.). 

Je me propose de développer dans une autre occasion des nom- 
breuses applications de ce théoréme, qui jetteront un grand jour sur la 


nature des fonctions transcendentes dont il s'agit. 
Chfistiania, le 6. Janvier 1829. 
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15. 
Ueber die. co der amd, 


(Vom Herrn Prof. Dr. Lehmus zu Berlin.) 


Cregen diese einfache Theorie, wie sie gewohnlich vorgetragen wird, 
sind einige Erinnerungen zu machen. Der gewöhnliche Vortrag ist 
folgender: 

Wenn auf einer schiefen Ebene, welche unter dem Winkel « ge- 
zen. den Horizont geneigt ist, ein Gewicht Q liegt, die Kraft P aber 
horizontal auf Erhebung von Q wirkt, und x den Reibungs- Coefhicienten 


bezeichnet, so ist | 
T tang œ + u .Q. 
1— utange 


Wirkt nun bei einer Schraube mit lothrechter Spindel, deren Ge- 
wicht, nebst der daran hängenden Last, = Q ist, die Kraft A horizontal 
in der Entfernung 5 von der lothrechten Achse, und bezeichnet « den 
Winkel der Schrauben-Gänge gegen den Horizont, r den mittleren Halb- 
messer der Spindel und À die Höhe jedes Schraubengangs, so wäre die 
in der Peripherie 277 tangential thätige Kraft p nach obiger Formel: 

.. tanga+u 


1 — utange 








T Ww D 


oder 
t h+u.2 2r % 
MR Ira—uh ; 
und folglich, wenn dieselbe auf den Hebelsarm à reducirt wird: 
IT 
R= 2, 
oder 


r h+u.2rn 
SS men, ete jj 
i d b 2ra—ph | 
Dieser Formel liegt aber, obgleich etwas versteckt, folgende, wie 
es scheint, irrige Ansicht zum Grunde. 


Reducirt man nemlich die in der Entfernung b oxfoidethidhe Kraft R 





+ or 


MIA Rb 
in die Entfernung 7, so hat man —, und aus dieser horizontalen Thätigkeit 


, N T Rb Rbre 
entspringen die Kräfte —— cosa und — sina, erstere parallel mit der 
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Schraubenlinie, letztere normal darauf, und eben so zerlegt sich Q in 
Qsinz und Qcos«. Die Normal-Pressung, welche Reibung erzeugt, is 


daher — ae a + Q cosa, und die Bedingungsgleichung also 
A cosa = Qsmne--u | sina +0 cosa] : 


woraus wie oben: 





EX O 
 felgt. 

Das Unrichtige dieser Vorstellung besteht nun darin, dafs der aus 
R entspringende, Reibung erzeugende Normaldruck — A sina gesetzt 
wurde, obgleich derselbe nur der wirklich vorhandenen Kraft R, nicht 
der blofs thatig gedachten ae entsprechen kann, also nur die 
Gröfse Rsinew hat. Bringt man daher, wie gehörig, diese in Rechnung, 
so ist die Gleichung: j ! 

© eos. = Qsine + v [Rsina-- Q cosa], 

und hieraus folgt: 


Due hd-u.2rz 
ng 2bm—uh *? 


welches die genauere, auch in meinem Lehrbuch der angewandten Ma- 
thematik, 2ter Band, Berlin 1818, gegebene Formel ist. 








Bequemer ist übrigens folgende Herleitung: 

Die Kräfte, welche einander das Gleichgewicht halten sollen, sind: 

RA; Q und p[Bsinz-- Qcosa], 
und die ihnen zugehórigen gleichzeitigen Wege: 

2bm; —h und —2rs seca; 
folglich die Gleichung: 
R.2bm— Qh — u[R sin a+ Qcosa] 2rz seco = 0, 

woraus sich ebenfalls 





nee h+u.2rn 
2b uh 
ergiebt. 
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Dp 
Aufgaben. 


(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 


1 1 1 


Q7 Heese Ue 718 DL Ren 8.9.10. 11.12.13.14. a? ai: 
por FA) (2) (3) 
=p ET 
Man sucht die Function f(x), die der obigen Gleichung Genüge thut. 
2. Man nehme zwei beliebige positive Grófsen 2 und 5; sei 


LEY V (a" br), TEE ma + nb 








mtn?’. 
eiit v m,, jt ma’ + 7t bf 
am ab"), bi ET, 
m n 
mn n a m a‘! + nb! 
dti — 4 dd b'" LI : 
Q y (a b ) m+n ? 


etc, | 
(oe) 


man verlangt den Werth a) = 3 im algebraischen Ausdrucke. 


(Von ‚Herrn JF. Horn zu Burg.) 
3. An einer gegebenen beliebigen Curve, zwischen zwei gegebe- 
nen Tangenten, ” Tangenten so zu ziehen, dafs die Dreiecke, welche 
von je zwei zunächst auf einander folgenden Tangenten und der Ver- 


bindungslinie ihrer Berührungspuncte begrenzt werden, Kreise von glei- 
cher Gröfse umschliefsen. 





17. 


Über die bei verschiedenen Völkern üblichen Systeme 
von Zahlzeichen und. über den Ursprung des Stellen- 
werthes in den indischen Zahlen. 


(Vorgelesen in einer Klassen -Sitzung der Königl. Academie der Wissenschaften zu Berlin, 
den 2. März 1829.) 


(Von Sr. Excellenz dem Königl. wirkl. Geheimen - Rathe, Herrn Freiherrn 
Alex. von Humboldt.) 





| Man hat sich bisher, in den Untersuchungen über die numerischen Zei- 
chen (den einzigen Hieroglyphen, welche sich: bei den Völkern des Alten 
Continents neben der Tonzergliedernden Buchstaben- Schrift erhalten ha- 
ben,) ernster mit der characteristischen Physiognomik der Zeichen und 
ihrer individuellen Gestaltung, als mit dem Geist der Methoden beschäf- 
tiget, durch welche es dem menschlichen Scharfsinne geglückt ist, Gro- 
fsen mit mehr oder weniger Einfachheit auszudrücken. Der Gang der 
Untersuchung ist hier fast eben so einseitig, als in den Sprachen gewe- 
sen, die lange Zeit hindurch mehr nach der Frequenz gewisser Töne 
und Endungen, nach der Gestalt der Wurzeln, als nach dem organischen 
Bau ihrer Grammatik verglichen worden sind. Ich bin seit mehreren 
Jahren anhaltend und mit besonderer Vorliebe bemüht gewesen, die bei 
verschiedenen Völkern alter und neuerer Zeit üblichen Systeme von Zahl- 
zeichen unter einen allgemeinen Gesichtspunct zu stellen. Die Kennt- 
nifs gewisser Ziffern bei den Azteken (Mexikanern) und bei den Muys- 
cas *) (den Bewohnern der-Hoch-Ebene von Cundinamarca), die ich 
von meiner Reise zurückgebracht habe; Thomas Young’s Entdeckung 
der ägyptischen Zahlzeichen, die (wie wir jetzt wissen) nicht alle durch 
Nebeneinanderstellung (juxtaposition) das Vielfache der Gruppen aus- 


*) Ueber die Meinung, dafs dieZahlzeichen der Muyscas (zugleich Hieroglyphen der Mond- 
tage des zunehmenden Alters des Mondes) mit dem sich nach den verschiedenen Phasen allmälig 
entwickelnden Mondgesichie zusammenhängen, siehe Humboldt, Vues des Cord. et Monument 
des peuples indigènes de l'Amérique T. II. pag. 237 — 243. Pl, XLIV. 
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drücken; die so wenig beachtete arabische Gobar (Staub)- Schrift, welche 
Silvestre de Sacy in einem Pariser Manuscript auffand; die Verglei- 
. chung, welche ich zwischen dieser Bezeichnungsart und .den mexicani- 
schen und chinesischen Zahlzeichen anstellte; die durch viele in Indien 
erschienene Sprachlehren erlangte Gewifsheit, dafs diesseits, und jen- 
seits des Ganges nicht blofs ganz verschieden gestaltete Ziffern und Buch- 
staben- Zahlen, sondern auch ganz verschiedene Zahlen-Systeme, mit 
und ohne Stellenwerth, herrschen; endlich eine ganz unbekannte indi- 
sche. Methode, die ein Scholion des. griechischen. Mónchs Neophytos 
darbietet, lieferten mir eine Reihe von Materialien, welche einiges Licht 
auf unser sogenanntes arabisches Zahlen-System werfen können.) Ich 
habe zuerst im Jahre 1819 in einer Abhändlung, welche ich zu Paris 
in den Sitzungen der Academie des inscriptions et belles-lettres gelesen, 
zu zeigen gesucht, wie bei Völkern, welche die rohe Methode der Juxta- 
position: dadurch abkürzen, dafs sie (nach Art der Mexikaner, in.den 
Ligaturen von 4 mal 13 oder 52 Jahren, der Chinesen, Japanesen und 
Tamulen) Exponenten oder Indicatoren über die Zahlenzeichen schreiben, 
aus diesen Indicatoren, durch Suppression der senkrecht oder horizontal 
gereiheten Gruppenzeichen, das herrliche indische System des Stellenwer- 
thes entstehen konnte. Die Verbreitung dieses Systems mufste durch den 
uralten Gebrauch der Erinnerungs- und Zahlschnüre, welche theils lose, als 
guippos der Tataren, Chinesen, Aegypter, Peruaner*) und Mexi- 
kaner, zu christlichen Paternostern oder Ritual- Rechenmaschinen **) um- 
geformt wurden, theils in: feste Rahmen gespannt, den Suanpan von ganz 
Inner- Asien, den abacus der Römer und Tusker ***) und die Werkzeuge 
der palpabeln Arithmetik slavischer Stámme 1) bilden, ansehnlich begün- | 
stigt werden. Diese Schnur- und Drathreihen des einfachsten asiatischen 
Suanpan reprasentiren höhere und niedere Gruppeu eines Zahlen - Systems, 
gleichviel ob Zehner, Hunderte. und Tausende, oder in 60theiliger Abthei- 
lung: Grade, Minuten, Secunden. Der Geist der Methode ist derselbe. 








*) Ueber die guippos zur Abzählung der Sünden im Beichtstuhle s. Acosta Hist. natural 
de las Indias, lib. 6. cap. 8. El Inca Garcilaso, lib.6. cap.9. Fréret Mem. de l'acad. 
T. 6. p. 609. 

**) Klaproth Asiat. Mag. Th, II. 'S, 78. 

**) Otfried Müller, Etrusker, T. IT. p. 318. 

+) Im Russischen heifst der Roadie tschotki; das Rechenbrett mit Schnüren (der Suan- 
pan der Tataren) tschotü. 


> 
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- 


Die Perlen auf jeder Schnurreihe sind. wieder, die Indicatoren der Grup. 
pen, und.eine leere Schnur deutet auf Null, also auf das leere Sunyo 
(sanser.) sifr oder eigentlich sifron \sihron (arabisch, nach Meninski: 
prorsus vacuum). Ich kann nicht historisch entwickeln, dafs der Ur- 
sprung des indischen Stellenwerthes von 9 Ziffern wirklich der sei, wel- 
chen ich angegeben; aber ich. glaube einen Weg gefunden zu haben, auf 
welchem allmalig die, Entdeckung gemacht werden konnte. Auf die 
Einsicht solcher Möglichkeiten führt ja überhaupt nur die dunkle und 
eben darum so anziehende Geschichte der alterthümlichen Entwickelung 
geistiger Kräfte und Bildung des Menschen - Geschlechts. 

Von jener in der Académie des inscriptions gelesenen Abhandlung 
ist nur ein kurzer Auszug gedruckt worden, und an einem Orte *), wo 
man ihn schwerlich sucht. Das Manuscript selbst ist in Herrn Cham- 
pollion’s Händen, der es mit weit wichtigeren, von ihm in Turin ent- 
deckten Thatsachen über die verschiedenen Methoden der ägyptischen 
Zahlzeichen, bekannt machen wollte. Ich habe seitdem von Zeit zu Zeit 
fortgefahren, meine erste Arbeit zu vervollständigen; aber da ich nicht 
hoffen darf, Mufse genug zu finden, sie in ihrer ganzen Ausdehnung her- 
auszugeben, so werde ich in dieser Abhandlung mehrere der Haupt-Re- 
sultate zusammendrängen. Bei der neuen und glücklichen Richtung, 
welche das Studium der Sprachen und Monumente genommen, bei dem 
wachsenden Verkehr mit den süd- und ost-asiatischen Völkern, ist es 
"wohl nicht ohne einigen Nutzen, Probleme zur Sprache zu bringen, welche 
mit dem Gange des menschlichen Geistes, und (durch die letzten Ver- 
zweigungen der Zahlen: Hieroglyphik und einfacher graphischer Metho- 
den) mit den glänzendsten Fortschritten der Mathematik in so enger Ver- 
bindung stehen. ,, Der Gedanke, alle Quantitäten durch neun Zeichen 
auszudrücken, indem man ihnen zugleich einen absoluten und einen Stel- 
lungswerih giebt, sagt einer der gröfsten Geometer unserer Zeit und 
aller Zeiten, der Verfasser der Mécanique céleste **), ist so einfach, dafs 





*) Gay Lussac et Arago, Annales de chimie et de physique T. XII. p. 93. in der mo- 
natlichen Anzeige der Verhandlungen des Instituts. Humboldt Essais pol. sur la nouv, Espagne 
(2. edit.) T. III. p. 122— 124. ; 

**) Laplace Expos. du systeme du monde (5. édit.) p. 325, Mit diesem Urtheile contra- 
stirte sonderbar die Behauptung von Delambre in seinem Streite über das Verdienst der alt- 
indischen Arithmetik, wie sie in Bhascara Acharya’s Lilawati enthalten ist (Hist. de Pastro. 
nomie ancienne T.I. p. 543.). Sprache allein führt wohl nicht auf Suppression der Gruppenzeich-n. 

27* 
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man eben deshalb nicht genugsam erkennt, welche Bewunderung er ver- 
dient. Aber eben diese Einfachheit und die Leichtigkeit, ‘welche die 
Methode: dem Calcul zusichert, erheben das arithmetische System der 
Inder zu dem Range der nützlichsten Entdeckungen. : Wie schwer es 
war, eine solche Methode aufzufinden, kann man daraus abnehmen, dafs 
sie dem Genie des Archimedes und Apollonius von Perga, zweier 
der gröfsten Geister des Alterthums, entgangen war." Die nachfolgen- 
den Bemerkungen werden zeigen, wie ich hoffe, dafs die indische Me- 
thode allmalig aus früheren, noch jetzt im östlichen Asien üblichen, ent- 
stehen konnte. | i 

So wie Sprache im Allgemeinen auf Schrift, und Schrift, unter 
gewissen, von Silvestre de Sacy und meinem Bruder untersuchten Be- 
dingungen, auf die Sprache zurückwirkt, so stehen auch die, bei verschie- 
denen Völkern so verschiedenen Arten zu zählen mit der Zahlen- Hierogly- 
phik in genauer Wechselwirkung. Doch ist von dieser Wechselwirkung 
nicht immer strenge Consequenz zu erwarten. Die Ziahlzeichen folgen nicht 
immer denselben Gruppirungen von Einheiten, als die Sprache; in der 
Sprache finden wir nicht immer dieselben Ruhepuncte (dieselben quináren 
Ziwischenstufen) als in den Zahlzeichen. Fasset man aber, was Sprache 
(Zahlworte) und numerische Graphik in den entferntesten Erdstrichen 
darbieten, unter einen Blick zusammen, gleichsam als gemeinsames Pro- 
duct der menschlichen Intelligenz, auf quantitative Verhältnisse angewandt, 
so endeckt man in der Zahlenschrift des einen Völkerstammes die 
isolirt scheinenden Sprachsonderbarkeiten eines anderen Stammes; 
ja, man mufs hinzusetzen, dafs. eine gewisse Unbehülflichkeit im nume- 
rischen Gebiete der Sprache und Schrift einen: sehr trüglichen Maafsstab 
für den sogenannten Cultur-Zustand der Menschheit giebt. Hier finden 
dieselben verwickelten, unter einander contrastirenden: Verhältnisse Statt, 
als bei Volkern, die Buchstabenschrift oder blofs ideographische Zeichen, 
die den üppigsten Reichthum grammatischer Formen, aus dem Innern 
des Wurzellautes sich organisch-entwickelnde Flexionen, oder fast ganz 
Flexions- und Formenlose, wie im ersten Ausbruche erstarrte Sprachen 
(und alles dies in den verschiedensten Gradationen intellectueller Bildung 
und politischer Einrichtungen) besitzen. So fühlt sich das einige Men- 
schengeschlecht durch Wechselwirkung der inneren und äufseren Welt 
(eine Wechselwirkung, deren erste bestimmenden Gründe in dem mythi- 
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schen Dunkel der Vorwelt verhüllt bleiben) in die verschiedensten Richtun- 
gen gestofsen; meist unaufhaltsam, die alte Natur bewahrend, auch wenn 
grofse Welt-Erschütterungen die heterogensten Sprachstämme einander geo- 
graphisch näher bringen; aber Ähnlichkeit der durch die fernsten Erdstriche 
wiederhallenden Anklänge, in grammatischen Sprachformen und graphi- 
schen Versuchen grofse Zahlen auszudrücken, bezeugen die Einheit des 
alten. Geschlechts, das Übergewicht dessen, was aus der inneren Intelli- 
genz, aus der gemeinsamen Organisation der Menschheit entspringt. 
Reisende, welche beim Zählen Steinchen und Samenkörner in Hau- 
fen von 5 oder 20 zusammenlegen sahen, behaupten, dafs viele Natio- 
nen nicht über 9 oder 20 zählen *). Eben so könnte man behaupten, 
dafs die Europäer nicht über 10 zählen, da siebenzehn aus 10 und 7 Ein- 
heiten zusammengesetzt ist. Bei den cultivirtesten Völkern: des Abendlan- 
des, z. B. bei Griechen und Römern, deuten bekanntlich die Sprachen 
noch auf jene Haufen- und Gruppen -Bildung hin; daher die Ausdrücke 
psephizein, ponere calculum, caleulum detrahere. Gruppen von Einheiten 
gewähren Ruhepuncte beim Zählen, und die verschiedensten Volker, 
in Folge der gleichen körperlichen Gliederung (4 fünffach getheilter Ex- 
tremitäten) stehen. still, entweder bei einer Hand, oder bei beiden, oder 
bei Handen und Fiifsen.. Nach dieser. Verschiedenheit der Ruhepunkte 
bilden sich Gruppen von 5, 10 und 20. Merkwürdig ist es immer, dafs 
im Neuen Continent, wie bei den africanischen Mandingas, den Basken 
und den kymrischen (galischen) Stämmen des Alten Continents, meist 
Gruppen von 20 herrschen **), In der Chibcha-Sprache der Muyscas 
(eines Volkes, das, wie die Japanesen und Tibetaner, ein geistliches und 
ein weltliches Oberhaupt hatte und dessen Nordindische Intercalations- 
Methode eines 37sten Monats ich bekannt gemacht habe ***)) heifsen 11, 
12, 13: Fufs eins (guihieha ata); Fufs zwei (quihieha bosa); Fuls 
drei (guihieha mica) von guihieha oder ghieha (Fufs) und den 3 ersten 
Einheiten ata, bozha oder bosa und mica. Das Zahlwort Fufs bedeu- 





*) Pauw, Recherches philos. sur les Américains. T. II. p, 162, (Humboldt Monumens 
américains. T. II. p. 232 — 237.) 

**) Beispiele solcher Zahlgruppen von 20 Einheiten liefern in America: die Muyscas, die 
Otomiten, die Azteken, die Cora-Indianer vu. s. f. 

— Monum. amér. T. II. p. 250—253. Die Muyscas hatten Steine mit Zahlzeichen bedeckt, 
die in ihrer Folge den Priestern (xeques) die Intercalation des rituellen Jahres erleichterten, Siehe 
die Abbildung eines solchen Intercalations - Steines a. a. Orte, Tab. XLIV. 
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tet zehn, weil man den Fufs nennt, wenn schon beide Hände durchge- 
zählt sind. Zwanzig heifst demnach in dem Sprachsysteme der Muy s- 
cas: Fufs-zehn oder ein Häuschen (guefa), vielleicht weil man mit 
Maiskörnern statt der Steinchen zählte, und ein Häufchen Mais an: das 
Vorräths-Haus, die Mais-Scheuer, erinnert. Aus dem Worte Haus, 
gueta, oder zwanzig (beide Füfse und Hände) entstehen: nun 30, 40, 80 
mit den Benennungen: zwanzig plus 105.zweimal zwanzig; vier- 
mal zwanzig; ganz wie die celtischen, in die romanischen Sprachen 
übergegangenen Ausdrückerguatre-vingt, und quinze vingt, ja die selte- 
nern six vingt, sept vingt, huit vingt. Deux- und trois vingt sind im 
Französischen nicht üblich, da doch im galischen oder celtischen Dialecte 
der westlichen Bretagne, die ich vor wenigen Jahren durchstrichen bin, 
von ugent zwanzig, daou-ugént zwei-zwanzig oder 40; tri-ugent 
drei-zwanzig oder 60; ja deh ha nao ugent 190 oder zehn über 
neun Zwanziger heifsen *). 

Von der Analogie der Sprache und der Zahlen-Hieroglyphik 
könnte ich noch andere merkwürdige Beispiele anführen, in der Juxta- 
position, im Abziehen von Einheiten, indem man sie graphisch der Gruppe 
 vorseizt; in Mittelstufen von 5 zu 15, bei Völkern, die nach Gruppen 
von 10 oder 20 zählen. Bei sehr rohen amerikanischen Stämmen, z.B. 
bei den Guaranis und Lulos, heifsen 6, 7 und 8 vier mit zwei, vier 
mit drei, fünf mit drei Bei den gebildeteren Muyscas finden wir 
zwanzig (oder Haus) mit zehn für 30, wie die Ky mren in Wales 
deg (zehn) or ugain (mit zwanzig), die Franzosen für 70 soixante 
et dix sagen. Summirungen durch Juxtaposiiion finden wir überall bei 
Etruskern Romern, Mexikanern und Aegyptern; subtractive oder 
mindernde Sprachformen **) 1m Sanscrit bei den Indern: in 19 oder uza- - 





*). Davies Celtic Researches 1804. p.321. Legodinec grammaire celto-bretonne 1807. 
p. 55, Im celtischen oder kymrischen Dialecte von VV ales heifst 5 pump; 10 deg; 20 ugain; 30 
deg ar ugein (10 und 20); 40 deugain; 60 trigain. (William Owen Dict. of the [Welsh lan- 
guage. Vol. I. p.194.) Nach demselben Systeme der Zwanziger finden wir im Baskischen: bi 2; 
lau 4; amar 105 oguai 20; birroguai 40; lauroguai 80; berroguetamar 50, d, i, 40 und (ata) zehn. 
. Larramendi, Arte de la lengua bascongada 1729. p. 38. (Die baskischen und kymrischen Zahl- 
wörter sind in meinen Monum. II. p..237. nicht vermengt, aber um: die Vergleichung zu erleich- 
tern, zusammengestellt: nur steht durch einen Druckfehler. les premiers statt les deux oder les uns 
et les autres.) 


**y Herr Bopp führt selbst 95 oder ein um. 5 vermindertes Hundert an, pantschonam satam 
(aus pantscha 5 und una weniger zusammengezogen.) 
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vinsati; 99 unusata; bei den Römern in undeviginti für 19 (unus de 
viginti). undeoctoginta für 79; duo de quadraginta für 38; bei den Grie- 
chen eikosi deontà henos 19 und pentekonta ‘diioin deontoin 48, d. i. feh- 
lend 2 an 50. Dieselbe minorative Sprachform ‘ist in die numerische 
Graphik übergegangen, wenn den Gruppenzeichen 5, 10, ja selbst ihren 
Vielfachen, »z. B. 50 oder 100, Charactere zur Linken gesetzt werden. 
(IV und IA, XL und XT für 4 und 40 bei Römern und Tuskern *), 
obgleich bei den letzteren, nach Otfried Müller's neuen Untersuchun- 
gen, die Ziffern: wahrscheinlich ganz von dem Alphabet herstammen.) 
In seltenen römischen Inschriften, die Marini gesammlet **), finden sich 
sogar 4 Einheiten vor 10; z. B. IX für 6. Wir werden bald sehen, 
dafs es graphische Methoden bei indischen Völkerstämmen giebt, in wel- 
chen der Stellenwerth, welcher bei Tuskern und Rómern nur add:- 
tiv oder subtractiv ist, nach Maafsgabe der Stellung oder Richtung 
der Zeichen, auf Addition und Multiplication hindeutet. In diesen 
indischen Systemen ist (um mich römischer Ziffern zu bedienen) HX 
zwanzig, und XII zwölf. 

In einer grofsen Zahl von Sprachen werden die Normal-Gruppen 5, 
10, 20 eine Hand, zwei Hände, und Hand und Fufs (bei den Gua- 
ranis mbombiabe) genannt. ‘Hat man an beiden Extremitäten die Finger 
abgezählt, so erscheint der ganze Mensch als ein Symbol von 20; daher 
heifst in der Sprache der Yaruros (von denen ich volkreiche Missions- 
Dörfer am Apure- Flusse, der sich in den Orinoco einmündet, gefunden) 
40 zwei Menschen, zoeni pume von noeni zwei und pume Mensch. 
Im Persischen drückt bekanntlich pentscha die Faust, pend] fünf aus, 
herstammend von dem Sanscrit- Worte pantscha. „Letzteres hat (nach 
Hrn. Bopp's scharfsinniger Bemerkung) auf das römische guingue geführt, 
wie das indische ¢schatur auf guatuor. Der Plural von tschatur (4.) 1st 
tschatvaras, und steht dem Dorisch- Aeolischen tettares sehr nahe. Das 
indische ch, wie im Englischen ausgesprochen, also tsch, wird nemlich im 
Griechischen ein £; daher sich Zschatvaras in tatvaras, wie pantscha (5) 
in panta (das griechische pente, äolisch pempe, davon pempazein an den 
Fingern oder Fünfen zählen) umwandelt. Im Lateinischen entspricht 
dagegen gu dem indischen ch oder vielmehr tsch; daher tschatur und 


*%) Otfried Müller, Etrusker, II, p. 317 — 320. 
**) Iscrizioni della Villa di Albano, p. 193. Her vas Aritmetica delle nazioni 1786. p. 11. 16. 


/ 
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pantscha in guatuor und quinque: übergehen. Pantscha selbst heifst im 
Sancrit nie Hand, sondern bedeutet einzig die Zahl 5. Doch ist pantscha- 
sakha ein beschreibender Ausdruck für Hand, als eines fünfüstigen 
Organs *)” | 

Wie nun in der Sprache und, mit besonderer Naivitát, in a 
südamerikanischen Sprachen, die Gruppen von 5, 10, 20, gleichsam als 
Ruhepuncte bezeichnet sind, so erkennen wir dieselben Gruppen in der 
Zahlen-Hieroglyphik. Die Romer und Tusker haben einfache Ziffern **) 
für 5, 50, 500. Das quinare System hat sich neben dem denaren 
erhalten. Im Aztekischen (Mexikanischen) finden wir nicht 
blofs Gruppenzeichen für 20 eine Fahne; für das Quadrat von 20 oder 
400 eine Feder mit Goldkörnern gefüllt, die in einigen mexikanischen 
Provinzen als Münze dienten; für den Cubus von 20 oder 8000 ein Sáck- 
chen, xiguipilli, mit 8000 Cacao- Bohnen, ebenfalls zum Tauschhandel 
bestimmt; sondern auch (da die Fahne in 4 Fächer getheilt und halb 
oder zu $ colorirt ist) Zahlzeichen für halb-zwanzig oder 10, und für 
3 zwanzig oder 15, gleichsam 2 Hände und 1 Fufs***). Den denkwür- 
digsten von allen Beweisen der Wechselwirkung zwischen Graphik und 
‘Sprache bietet aber Indien dar. Der Stellen werth der Einheiten ist 
im Sanscrit selbst in die Rede eingedrungen. Die Indier haben nemlich 
eine gewisse bildliche Methode, Zahlen: durch die Namen von Gegen- 
ständen auszudrücken, deren eine bestimmte Zahl bekannt ist. © Surya 
(Sonne), zum Beispiel, bedeutet 12; denn in indischen Mythen werden 
12 Sonnen nach der Reihe der Monate angenommen. Die auch in den 
Mondhäusern oder naktschatras vorkommenden beiden Zszwinas (Castor 
und Pollux) drücken die Zahl 2 aus; Manu bedeutet 14, nach den Menus 
der Mythologie. Aus diesen vorläufigen Andeutungen erhellet nun, wie Su- 
rymanu, die Zusammenstellung der Symbole von 12 und 14, die Jahrs- 
zahl 1214 bezeichnet. Diese Thatsache verdanke ich der gütigen Mit- 
theilung des gelehrten. Colebrooke. Wahrscheinlich heifst, nach dem- 
selben Prinzip, 1412 Monusurya und 214 Aswinimanu. Im Sanscrit ist 





*) Ueber die Sanscrit - Zahlwórter in Vergleichung mit griechischen, lateinischen und gothi- 
schen Zahlwórtern hat mir Herr Prof. Bopp, in Paris, im Jahre 1820, einen interessanten hand- 
schriftlichen Aufsatz mitgetheilt, der ursprünglich Mosigarat war, in meinem Werke: Ueber die 
Zahlzeichen der Völker” zu erscheinen, 

**) Für das tuskische Zeichen von 500 s, Otfried Müller, Abu, IV. Fig. 2. 

*") Humboldt, Monum. amér. I. p.309. 
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übrigens die Numeration so vollkommen, dafs man sogar ein einfaches 
Wort, koti, für 10 Millionen findet, wie die peruanische gguichua - Sprache, 
die nicht nach Gruppen von 20 anes ein einfaches Wort für eine Mil. 
lion (2unu) kennt. 

Rechnen wir nach Dani nur deshalb, wie Ovid sagt, guia tot 
digiti, per quos numerare solemus, so würde der Mensch bei 6fach ge- 
theilten Extremitäten zu einer duodenaren Scale, zu Gruppen von 12, 
gelangt sein *), die den grofsen Vorzug von bruchlosen Theilungen durch 
2, 3, 4 und 6 gewährt, und der sich die Chinesen seit den frühe- 
sten Zeiten bei ihren Maafsen und Gewichten bedienen. 

Von diesen Betrachtungen über den Verkehr zwischen Sprache 
und Schrift, zwischen Zahlwörtern und Zahlzeichen, gehen wir 
nun zu den letzteren selbst über. Ich wiederhole es, dafs in diesem Aus- 
zuge aus meinem grófseren, unvollendeten Werke nicht sowohl von der 
heterogenen Gestaltung einzelner Elemente (Ziffern), als von dem 
Geist der Methoden die Rede sein wird, welche die verschiedenen 
Nationen im Ausdruck numerischer Gröfsen angewandt haben. Der Ge- 
stalt und Form der Ziffern erwähne ich hier nur, wenn sie auf die 
Schlüsse über Identität und Heterogeneität der Methoden einwirken. Die 
Art zu procediren, um die reinen und gemischten multipla der de- 
naren Fundamental-Gruppen 2 (z.B. 4n, 4n?, oder 4n- 7, 47°-+ 62, 
4n°+ 6 n + 5) auszudrücken, ist nemlich sehr vielfältig, und geschieht bald 
durch Reihung (Stellenwerth, position), wie bei verschiedenen indischen 
Volkern; bald durch rohe Juxtaposition, wie bei den Tuskern, Ró- 
mern, Mexicanern und Aegyptern; bald durch nebenstehende 
Coefficienten, wie bei den Tamulsprechenden Bewohnern der südlichen, 
indischen Halbinsel; bald durch gewisse, über den Gruppenzeichen stehende 
Exponenten oder Indicatoren, wie bei den Chinesen, Japanesen und 
den Myriaden der Griechen; bald in der inversen Methode, durch eine 
Zahl von Nullen oder Puncten, welche neun Ziffern oben angehängt 
werden, um den relativen oder Stellenwerth jeder Ziffer zu bezeichnen, 
gleichsam Gruppenzeichen, welche über die Einheiten gesetzt werden, 
wie in der arabischen Gobarschrift und in einem, vom Mönch Neophy- 
tos erläuterten indischen Zahlen-Systeme. Die eben genannten 5 Metho- 


*) Debrosses II. 158. 
Crelle’s Journal. IV. Bd. 3. (ift. 


^2 
Qo 


214 17. Alex. von Humboldt, über Zahlzeichensysteme. 


den sind von der Gestaltung der Ziffern ganz unabhängig, und um 
diese Unabhängigkeit noch besser zu bewähren, habe ich es mir in die- 
ser Abhandlung zum Gesetz gemacht, keine anderen Zeichen, als die ge- 
wöhnlichsten arithmetischen und algebraischen zu gebrauchen. Die Auf- 
merksamkeit wird auf diese Weise mehr auf das Wesentliche, auf den 
Geist der Methode, gerichtet. Ich habe schon bei einem anderen, sehr 
heterogenen Gegenstande, in Beziehung der regelmäfsigen Aufeinander- 
Lagerung, oft periodischen Reihung der Gebirgsarten (in dem Anhange 
zu dem Essai geognostigue sur le Gisement des Roches”) zu zeigen ge- 
sucht, wie durch pasigraphische Notationen die Verallgemeinerung 
der Begriffe gewinnen kann. Man unterdrückt die, ihrer Natur nach 
allerdings sehr richtigen Nebenbetrachtungen individueller Form und Mi- 
schung, um eine Erscheinung, die man vorzugsweise verfolgen will, in 
ein desto reineres Licht zu setzen; ein Vortheil, der die frostige Nüch- 
ternheit solcher Abstractionen einigermafsen rechtfertigen kann. 

Man ist gewohnt, in den graphischen Methoden der Völker zu un- 
terscheiden: Zeichen, welche von der Buchstabenschrift unabhär- 
gig sind, und Buchstaben, welche durch eine bestimmte Reihung, durch 
gewisse beigefügte Striche und Puncte oder (in Beziehung auf die Sprache) 
durch Initialen der Zahlwörter er) den numerischen Werth angeben. 
Es ist bekanntlich keinem Zweifel unterwofen, dafs die hellenischen, 
die semitischen oder aramäischen Stämme (unter letzteren die Araber 
selbst, bis in das 5te Jahrhundert ***) nach der Hegira, ehe sie durch 
die Perser die Ziffern erhielten) in der Epoche ihrer gereiften Cultur, 
dieselben Zeichen als Buchstaben und Ziffern benutzten. Auf der anderen 
Seite sehen wir im neuen Continent wenigstens zwei Volker, die Azte- 
ken und Muyscas, welche Zahlzeichen und keine Buchstaben- 





*) Ed. de 1823, p. 364 — 375. 

**) Die arabischen Diwani - Ziffern, aus blofsen Monogrammen oder Abbreviationen von Zahl- 
wórlern zusammengesetzt, geben das verwickelteste Beispiel solcher Initial-Schrift. Ob die 
uskischen und römischen C und M der tuskischen und römischen Sprache entlehnte Initialen sind, 
ist zweifelhafter, als man gewóhnlich glaubt. (Leslie Philos. of Arith. p. 7 —9. 211. Debros- 
ses T.I. p.436. Hervas p. 32.35. Otfr. Müller, Etrusker, p. 304. 318.) Das griechische 
rechtwinklige Kreuz, ganz dem chinesischen Zeichen von 10 ähnlich, bedeutet auf den ältesten In- 
schriften tausend (Boeckh, Corp. inseript. graec, vol. I. p. 23.) und ist nichts anderes, als 
die uralte Form des Chi V seit traité de Diplom. par deux Religieux de $t. Maur. Vol, I. 

p. 678.) 
+ ***) Silvestre de Sacy. Gramm. arabe, 1810. T. I. p. 74. note 6, 
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schrift hatten. Bei den Aegyptern scheinen die am meisten ge- 
brauchten numerischen Hieroglyphen für Einheiten, Zehner, Hunderte 
und Tausende auch nicht mit den phonetischen Hieroglyphen zusammen- 
zuhängen. ‘Ganz unabhängig vom Alphabet ist auch die altpersische 
Pehlwi-Zahlenschrift in den ersten 9 Einheiten, wie bei den Tus- 
kern und den ältesten Griechen und den Römern. Anquetil *) 
bemerkt schon, dafs das Zend- Alphabet, welches mit seinen 48 Ele- 
menten die Zahlbezeichnung hätte erleichtern können, nicht als Ziffern 
gebraucht werde, und dafs in den Zendbüchern die Zahlen immer zu- 
gleich in Pehlwi-Ziffern und in Zendwörtern ausgedrückt sind. Sollte 
sich ein solcher Mangel von Zend-Zahlen durch künftige Untersuchun- 
gen bestätigen, so würde derselbe, bei der innigen Verwandtschaft der 
Zendsprache mit dem Sanscrit, zu der Meinung führen, das Zend- Volk 
habe sich von den Indern getrennt, als diese noch nicht denStellenwerth 
der Ziffern kannten. Ueber 9 hinaus sind im Pehlwi die Gruppen- 
Zeichen 10, 100 und 1000 aus Buchstaben zusammengesetzt. Dal ist 10; 
re mit ze verschlungen 100; re mit ghain verschlungen 1000. Wenn 
man von der ganzen Masse der Zahlzeichen des Menschengeschlechts das 
Wenige betrachtet, was wir bisher kennen gelernt, so findet man, dafs 
die Eintheilung in Buchstabenzahlen und eigentlich sogenannte Zif- 
fern eben so unsicher und unfruchtbar ist, als die von ächten Sprach- 
kennern längst aufgegebene Eintheilung in ein- und mehrsylbige Spra- 
chen. Wer kann mit Sicherheit entscheiden, ob die Tamul-Ziffern in 
Süd-Indien, die keinen Stellenwerth kennen, und, bis auf die Ziffer 2, 
ganz von den in den Sanscerit- Handschriften gebräuchlichen abweichen, 
nicht von der alphabetischen Ta m ulschrift selbst abzuleiten sind, da man 
in derselben zwar nicht das Gruppenzeichen für 100, aber wohl das Grup- 
penzeichen 10 (im Buchstaben ya), und die 2 (im Buchstaben u) zu er- 
kennen glaubt? Die Telugu-Ziffern**) mit Stellenwerth, ebenfalls im 
südlichen Theile der indischen Halbinsel gebräuchlich, weichen in 1, 8 und 
9 sonderbar von allen uns bekannten indischen Ziffern ab, da sie hingegen 





*) Meém, de Il’ Acad. des belles lettres T. 31. p.357. 

"d Campbell, Grammar of the Teloogoo- Language (Madras) 1816. p. 4. 208. Teloogoo 
ist die fälschlich genannte Gentoo - Sprache, von den Eingebornen Trilinga oder Telenga genannt, 
Man vergleiche die Ziffertafel von Campbell mit anderen Varietäten indischer Ziffern in Wahl’s 


allgem. Geschichte der morgenländ. Sprachen 1784. Tab. I. 
305 


4 
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in 2, 3, 4 und 6 mit denselben übereinstimmen. Das Bedürfnifs, Zahlen 
graphisch zu bezeichnen, ist wohl am frühesten gefühlt worden, und nu- 
merische Zeichen gehören zu den ältesten aller Schriftzeichen. Die 
Werkzeuge der palpablen Arithmetik, wie sie Herr Leslie in seinem 
geistreichen Werke: the Philosophy of Artihmetic (1817) der figurati- 


ven oder graphischen entgegensetzt, sind beide menschlichen Hände, _ 


Häufchen von Steinen (calculi, psephot), Samenkörner, lose Schnüre 
mit Knoten (Rechenschnüre, tatarische und peruanische ouippos), einge- 
rahmte Suanpan und Abacus- Tafeln, die slavische Rechenmaschine 
mit aufzezogenen Kugeln oder Samenkörnern. Alle diese Werkzeuge lie- 
ferten dem Auge die ersten graphischen Bezeichnungen von Gruppen 
verschiedener Abstufung. Eine Hand oder eine Schnur mit Knoten oder 
verschiebbaren Kugeln bezeichnet die Einheiten bis 5 oder 10 oder 20. 
Wie oft durch Schliefsung der einzelnen Finger eine Hand durchgezählt 
ist, (pempazesthai) giebt die andere Hand an, auf der dann jeder Finger, 
d. i. jede Einheit, eine Gruppe von Fünf ausdrückt. Eben so verhalten 
sich zwei lose Knotenschnüre gegen einander, und zu Gruppen 2ter, 3ter 
und 4ter Ordnung übergehend, stehen in demselben auf- und absteigenden 
Gruppen- Verhältnifs die aufgespannten, mit Kugeln bezogenen Rechen- 
schnüre, der alt-asiatische Suanpan, der zu den abendländischen Vol- 
kern als abax oder tabula logistica früh (vielleicht durch Aegypter 
zur Zeit des Pythagoreischen Bundes) übergegangen ist. Die Koua’s, 
welche älter als die jetzige chinesische Schrift sind, ja die notenartigen, 
knotigen, oft gebrochenen Parallellinien der Zauberbücher (ram) von In- 
ner-Asien und Mexiko scheinen nur graphische Projectionen von diesen 
Rechen- und Denkschnüren*). Im asiatischen Suanpan oder im Abacus, 
dessen die Römer sich bei ihren unbehülflichen Zahlzeichen weit mehr 
bedienten, als die in.der Zahlen- Graphik glücklicher fortgeschrittenen 





*) Im Orient wird ram! die negromantische Kunst des Sandes genannt. Ganze oder ge- 
brochene Linien und Puncte, welche die Elemente vorstellen, leiten den VVeissager. (Richard- 
son and Wilkins Diction. Persian and Arabic. 1806. T. I. p. 482.) Als ein solcher orienta- 
lischer Ram] ist das merkwürdige, ächt mexikanische, wie mit Musik - Noten bedeckte Manuscript, 
das zu Dresden aufbewahrt wird, und welches ich in meinen Monum. améric, pl. 44. abgebildet, 
von einem gelehrten Perser, der mich in Paris besuchte, auf den ersten Blick erkannt worden. 
Ganz ähnliche, ächt amerikanische Koua und notenförmige Linear - Zeichnungen habe ich. seitdem 
. in mehreren aztekischen hieroglyphischen Handschriften und in den Sculpturen des Palenque, im 
Staat von Guatimala entdeckt. Im alten Styl der chinesischen Zahlenschriften ist das Gruppen- 
zeichen für 10, eine Perle auf einer Schnur, offenbar (projectionsarlig) vom guippu hergenommen. 


, 
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Griechen), erhielten sich, neben den denaren Reihen, die in geome- 
trischer Progression auf- und absteigen, auch quinare Reihen. Zur Seite 
jeder Zahlenschnur der Gruppen oder Ordnungen 7, n°, n° stand eine klei- 
nere Schnur, welche je fünf Kugeln der gröfseren durch eine einzige 
bezeichnete. Mittelst dieser Einrichtung ward die Zahl der Einheiten so 
vermindert, dafs die Hauptschnur nur 4, die Nebenschnüre.nur 1 Kugel 
bedurfte **). Die Chinesen scheinen, von den frühesten Zeiten an, will- 
kürlich irgend eine der aufeinander folgenden parallelen Schnüre, als die 
Schnur der Einheiten betrachtet zu haben, so dafs sie, auf- und 
abwärts, Decimalbrüche und ganze Zahlen und Potenzen von 10 erhiel- 
ten. Wie spät ***) (im Anfange des 16ten Jahrhunderts?) ist in die 
Abendländer die Kenntnifs der Decimal-Brüche gekommen, zu welcher 
die palpable Arithmetik im Orient längst geführt hatte! Bei den Grie- 
chen war, jenseit der Einheit, die aufsteigende Scale nur im Sexage- 
sımal-System, bei Graden, Minuten und Secunden bekannt; aber da 
man nicht 2n — 1, das heifst, 59 Zeichen hatte, ward der Stellenwerth 
nur in zweigliedrigen Schichten beobachtet. 


Wenden wir unsern Blick auf den Ursprung der Zahlen, so finden 
wir, dafs in aufgehäuften Steinchen, oder auf den mit Kugeln bedeckten 
Schnüren der Rechenbretter, Zahlen mit grofser Regelmäfsigkeit transi- 
torisch geschrieben und gelesen wurden. Die Eindrücke, welche diese 
Operationen hinterliefsen, haben überall auf die früheste Zahlen- Gra- 
phik eingewirkt. In den historischen, rituellen und negromantischen 
Hieroglyphen der Mexikaner, die ich bekannt gemacht, werden die 
Einheiten bis 19 (das erste einfache Gruppenzeichen ist 20) als grofse 
runde farbige Körner nebeneinander -gestellt, und, was sehr merkwürdig 
ist, die Rechnung geht von der Rechten zur Linken, wie die semitische 
Schrift. Man bemerkt diese Folge deutlichst bei 12, 15, 17, wo die erste 
Reihe 10 enthält, und die zweite nicht ganz ausgefüllt ist. In den älte- 





*) Nicomachus in Ast, Theologumena arithm. 1817. p. 96. In dem Finanz - VVesen des 
Mittelalters wurde der Rechentisch (abax) zum excheguer, 

**) So im Römischen abacus; im Chinesischen gebrauchte man 5 und 2 Kugeln. Die nicht 
zühlenden Kugeln wurden dann zur Seite geschoben. 

***) Ueber die ersten Versuche der Decimal-Bezeichnung von Michael Stifelius aus Es- 
lingen, Stevinus aus Brügge und Bombelli aus Bologna s. Leslie Phil. of Arithm. 
p. 134. 
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sten Hellenischen Monumenten, in den Tuskischen Sepulcral- Inschriften, 
bei den Römern und Aegyptern (wie Thomas Young, Jomard 
und Champollion gezeigt haben) sind die Einheiten durch senkrechte 
Linien bezeichnet. Bei den Chinesen und in einigen von Eckhel (T. III. 
410.) beschriebenen ächt phônicischen Münzen sind diese Striche bis 4 
horizontal. Die Römer reiheten zuweilen (das quinare Gruppenzeichen 
überspringend,) in Inschriften, bis 5 Striche als Einheiten aneinander. 
Viele solche Beispiele giebt Marini in der merkwürdigen Schrift: Mo- 
numenti dei fratelli drvali*). Die Nagelköpfe zur alten romischen Jah- 
res- Rechnung (annales antea in clavis fuerunt, guos ex lege vetusta | 
firebät Praetor Maximus, sagt Plin. VIL. 40.) hätten auf die mexikani- 
schen Einheitspuncte führen können, welche auch wirklich neben den 
(chinesischen und phönicischen) Horizontal- Linien, in Unter- Abtheilun- 
- gen der Unzen und Fufse, vorkommen **), Diese Puncte und Striche, 9 
oder 19 an der Zahl, in der denaren oder Vicesimal-Scale (Hand - oder 
Hand- und Fufs-Scale) des Alten und Neuen Continents sind die rohesten 
aller Bezeichnungen im Systeme der Juxtaposition. Man zählt dann die 
Einheiten mehr als man sie lieset. Das Für sich bestehen, gleichsam 
die Individualität einzelner Gruppen von Einheiten, als Zeichen, fängt 
erst an, in den Buchstabenzahlen der semitischen und hellenischen 
Stämme, oder bei den Tibetanern und indischen Stämmen, die' 
durch einzelne ideographische Zeichen 1, 2, 3, 4 ausdrücken. Im alt- 
persischen Pehlwi zeigt sich ein merkwürdiger Uebergang von der ro- 
hen Methode der Juxtaposition von Einheitszeichen, zur isolirten Existenz 
zusammengesetzter ideographischer Hieroglyphen. Der Ursprung der -er- 
sten 9 Ziffern durch Zahl der Einschnitte oder Zähne, liegen hier vor 
Augen; 5 bis 9 sind sogar blofse Verschlingungen der Zeichen 2, 3 und 
4, ohne Wiederkehren des Zeichens von 1. In den ächt-indischen Sy- 
stemen der Devanagarı, persischen und arabisch-europäischen Ziffern, 
sind nur in 2 und 3, Contractionen ***) von 2 und 3 Einheiten zu er- 
kennen, gewifs nicht in den höheren Ziffern, welche in der indischen 
Halbinsel auf dıe sonderbarste Weise von einander abweichen. 





*) T.I. p.81. T. I. p. 675. z. B. in Octumvir. 

**) Marini T. I. p.228. | P 

*** Abel Remusat, Langues Tatares p. XXX. Ueber die sonderbaren indischen Ziffern 
in Java s. Crawfurd II. p. 263. 
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Indem ich hier und in den folgenden Theilen der Abhandlung, der 
indischen Zahlen erwähne, mufs ich mich zuerst über diese Benennung 
und über die alten Vorurtheile, als habe Indien einerlei gestaltete Ziffern 
und keine Buchstaben-Zahlen, als sei in Indien überall Kenntnis des 
Stellenwerthes und Nicht- Gebrauch von eigenen Gruppen-Zeichen für 
n, D^, n .... erklären. So wie, nach der oftmaligen Aeufserung mei- 
nes Bruders, Wilh. von Humboldt, das Sanskrit sehr unbestimmt 
durch die Benennungen „indische und alt-indischeSprache" bezeich- 
net wird, da es in der Indischen Halbinsel mehrere sehr alte, vom Sanskrit 
gar nicht abstammende Sprachen giebt: so ist auch der Ausdruck „in- 
dische, alt- indische Ziffern” im Allgemeinen sehr unbestimmt, und diese 
Unbestimmtheit bezieht sich sowohl auf die Gestaltung der Zahlzeichen 
als auf den Geist der Methoden, welche man durch Juxtaposition, oder 
durch Coefficienten, oder durch blofsen Stellenwerth der Haupt- Gruppen 
n, n°, n? und der Vielfachen derselben 27, 3n .... bezeichnet. Selbst 
die Existenz eines Null-Zeichens ist, wie das Scholion des Neophytos 
" lehrt, in indischen Ziffern noch kein nothwendiges Bedingnifs des Stel- 
lenwerthes. Im südlichen Theile der indischen Halbinsel sind die Ta- 
mul- und Telugu-Sprachen die weitverbreitetsten. Die Tamulsprechen- 
den Inder haben von ihrem Alphabet abweichende Zahlzeichen, von de- 
nen die 2 und die 8 eine schwache Aehnlichkeit mit den indischen (De- 
vanagari-)Ziffern von 2 und 5 haben *). Noch verschiedener von dén 
indischen Ziffern sind die cingalesischen**). In diesen und den Ta- 
mulischen findet man keinen Stellenwerth, kein Nullzeichen, sondern Hie- 
roglyphen für die Gruppen z, n°, n° .... Die Cingalesen operiren 
durch Juxtaposition, die Tamulen durch Coefficienten. Jenseits des 
-Ganges, im Burman-Reiche, sehen wir Stellenwerth und Nullzeichen; 
aber von den arabischen, persischen und Devanagari-indischen Ziffern 
gänzlich abweichende Zeichen ***?. Die von den Arabern gebrauchten 
persischen Ziffern weichen alle 9 gänzlich von den Devanagari-Ziffern |) ab; 





*) Robert Anderson, Audiments of Tamul Grammar, 1821. p. 135. 

**) James Chater, Grammar of the Cingalese language, Colombo 1815. p. 135. 

**) Carey, Grammar of the Burman language. 1814. p. 196. Blofs die Burmanischen Ziffern 
3, 4 und 7 haben einige Aehnlichkeit mit 2, 5 und 7. 

+) Vergl. John Shakespear, Grammar of the Hindustani language. 1813. p. 95, u. Pl. I 
William Jones, Grammar of the Persian language. 1809. p.93. Silvestre de Sacy, Grame 
maire arabe. P. VII. 
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7 ist wie eine römische, 8 wie eine tuskische 5 gestaltet. Unter dem, 
was wir heute arabische Ziffern nennen, sind blofs 1, 2, 3 den Devana- 
gari- Ziffern gleicher Bedeutung ähnlich; die devanagari 4 ist unsere 8; 
unsere 9 ist eine devanagari 7; unsere 7 ist eine persische 6. Im Ben- 
gali ist 9 ein halber Mond und 3, 5, 6, 8 und 9 weichen ganz von den 
Devanagari-Ziffern ab *). Blofs verunstaltete indische Devanagari - Ziffern 
sind die von Guzerath **) 

Betrachtungen über den Einflufs der frühesten Ziahlzeichen auf das 
Alphabet, über geflissentliche Verunstaltungen der Buchstaben, um sie 
nicht mit Ziffern zu verwechseln, über die verschiedene Reihung der 
Zahlbuchstaben, welche bei demselben Volke nicht immer mit dem üb- 
lichen Alphabet übereinstimmt (wie im aboudjed semitischer Stimme in 
Asien und Afrika***), gehören nicht in diese Abhandlung, und ha- 
ben zu vielen grundlosen Hypothesen im Felde der vergleichenden Alpha- 
betik und Hieroglyphik Anlafs gegeben. Ich habe selbst ehemals die 
Vermuthung geäufsert, dafs die indischen Zahlen, trotz der Form von 2 
und 3, Buchstaben eines alten Alphabets sind, dessen Abzlanz sich noch 
in den phönicischen, samaritanischen, palmyrischen und ägyptischen 
(Mumien -) Schriftzügen, ja an den alt- persischen Monumenten von Nak- 
schi-Rustan T) findet. Wie viele Lettern sehen nicht in diesen AE 
phabeten den ausschliefslich sogenannten indischen Ziffern ähnlich. Ein 
phönicischer Ursprung der sogenannten indischen Zahlen ist schon von 
anderen Gelehrten behauptet worden L|), und der scharfsinnige Eckhel 
machte schon darauf aufmerksam, dafs die Zahlen - Aehnlichkeit phönici- 
scher Buchstaben so auffallend sei, dafs das Wort Abdera durch 19990 
und 15550 bezeichnet werde T1). Aber über diesen Ursprung der Zif- 
fern und Buchstaben herrscht ein Dunkel, welches bei den vorhandenen 





*) Graves Chamney Haughton, Rad. of Bengali Grammar. 1821. p. 133. 
**) Robert Drummond, Illustrations of the Grammat. Parts of the Guzerath and 
Mahratt-language. 1808. p.25. 
***) Silvestre de Sacy T. I. p. 10. 
+) Silvestre de Sacy, Antiquités de la Perse. PL I. n. 1. Mein die Zahlen - Inschriften 
am Sinai in Descr. de l'Egypte. Vol, 5. Ple 57. 
tf) Guyot de la Marne in Mem, de Trevoux 1736. p. 160. 1740. Mars p.260. Jahn 
Bibl. Archaeolog. B. I. p. 479. Bütiner vergl. Tafeln 1779. St. 2. p. 13. Eicbhorn Einleit. 
.in das alte Testament. B. I. p. 197. VVahl, Gesch. der morgenl. Litt: p. 601. 630, Tundgruben 
des Orients B. 3. p. 87. : 
ti) Doctrina nummorum veterum. 1794, T. III. p. 396 — 404, 421, 494. 
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Materialien eine gründliche philologische Untersuchung unmöglich macht, 
wenn man sie nicht auf negative Resultate beschränken will. 

So wie oft dieselben Völker zugleich mit Buchstaben-Zahlen und 
ideographischen oder willkürlich gewählten Zahlzeichen rechnen, so fin- 
den sich auch in einem und demselben Zahlen-System, in Hinsicht auf 
den Ausdruck der mu/tipla der Fundamental-Gruppe, die verschieden- | 
artigsten Methoden, ja was in einem System gleichsam nur angedeutet ! 
ist, zeigt sich im andern vollständig entwickelt. Eben so präludiren, 
in den Sprachen, bei einer Nation grammatische Formen, welche eine 
andere mit besonderer Vorliebe und allem Aufwande intellectueller Kraft 
ausgebildet hat. Beschreibt man die Zahlensysteme einzeln, wie sie je- 
des Volk anwendet, so verdunkeln sich die Aehnlichkeiten der Methoden; 
man verliert die Spur, auf welcher der menschliche Geist zu dem Mei- 
sterwerke der indischen Arithmetik gelangt ist, in der jedes Zeichen ei- 
nen absoluten und relativen Werth hat, in der sie in geometrischer Pro- 
gression von der Rechten zur Linken wachsen. Ich verlasse daher in den 
folgenden Sätzen die ethnographische Folge und betrachte blofs die verschie- 
denen Mittel, welche angewandt wurden, um dieselben Gruppen von Ein- 
heiten (gemischte oder ungemischte Gruppen) graphisch auszudrücken. 

Erste Methode. Suxtaposition; blofs additiv bei Buchstaben- 
zahlen und eigentlichen Ziffern. So Tusker, Römer, Griechen, bis 
zu der Myriade, semitische Stämme, Mexikaner und der gröfsere 
Theil der Pehlwi-Ziffern. Diese Methode macht besonders das Rechnen 
beschwerlich, wenn die multiple der Gruppen (27, 32, In? ....) nicht 
eigene Zeichen haben. Bei den Tuskern und Römern ist Wiederho- 
lung von den Zeichen 10 bis 50, bei den Mexikanern, wo das erste 
Gruppenzeichen 20 (eine Fahne) ist, findet Wiederholung desselben Hiero- 
glyphen bis 400 statt. Dagegen haben die Griechen in den beiden Reihen 
der Zehner und Hunderter, die mit zofe und r4o anfangen, Zeichen für 
20, 30, 400 und 600. Drei Episemen (Buchstaben eines veralteten Al- 
phabets) bau, koppa und sampi drücken aus: 6, 90 und 900; die letzte- 
ren beiden schliefsen die Reihen der Zehner und Hunderter, wodurch 
der Zahlenwerth der griechischen Buchstaben dem des semitischen: eboud- 
jéd's etwas ähnlicher wird *. Herr Böckh hat in seinen gelehrten Un- 





*) Hervas Arithm, delle nazioni. p. 78. Ueber alte Reihenfolge der Leitern in semitischen 
Alphabeten: Descript. de l'Egypte moderne. T. IL, P. IT, p. 208. 
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tersuchungen über das Digamma gezeigt, dafs bau das wau der Semi- 
ten (der Lateiner) ist; koppa war das semitische koph (9) und sampi 
das semitische schin*). Die Reihe der Einheiten von alpha bis theta 
bildet bei den Griechen die Wurzelzahlen (püthmenes), mit welchen 
man durch Kuastgriffe, die Apollonius erfand **), im Rechnen so ope- 
rirte, dafs man sie, im letzten Resultate, auf die correspondirenden Glie- 
der der 2ten und 3ten Reihen (der Analogen) reducirte. 

Zweite Methode. Vervielfachung oder Verminderung 
des Werthes durch darüber oder darunter gesetzte Zeichen. 
In der vierten Reihe der griechischen Notation kehren bekanntlich die 
püthmenes aus Analogie wieder, tausendfach vermehrt, durch Hinzufü- 
gung eines Strichs nach unten. So reichte man bis zur Myriade; man 
schrieb bis 9999. Hätte man die Strich- Notation für alle Gruppen an- 
gewandt, und alle Zeichen nach dem Zheta (9) unterdrückt, so hätte man 
für ß, mit einem oder 2 oder 3 Strichen, Ausdrücke für 20, 200 und 
2000 gehabt, und sich, wie wir bald sehen werden, den wenig bekann- 
ten arabischen Gobar-Zahlen, und mit ihnen den Stellenwerthen genä- 
hert; aber mit einer unglücklichen Ueberspringung der Gruppen von Zeh- 
nern und Hunderten, fing die Strich-Notation erst mit den Tausenden 
an, und ward selbst nicht in höheren Gruppen versucht. | 

Wenn ein Strich, der unten zugefügt wird, die Zahl tausendfach 
vermehrt, so bezeichnet dagegen bei den Griechen ein senkrechter 
Strich, oben hinzugefügt, einen Bruch, dessen Zähler die Einheit und dessen 
Nenner die Zahl ist, welche unter dem Strich notirt wird. So ist im 
Diophantus y = 4; 0 — 1, aber die untere Zahl bezeichnet den Zähler, 
wenn dieser gröfser als die Einheit ist, und der Nenner des Bruches wird 
alsdann wie ein Exponent geschrieben, so dafs z.B. y? = 3***). In rö- 
mischen Inschriften vermehrt ein Horizontal-Strich, nach oben zuge- 
fügt, die Zahl tausendfach, was als ein Mittel der Abkürzung und Er- 
sparung des Raumes betrachtet werden kann, 





#) Staatshaushaltung der Athener B. II, p. 385. 

**) Delambre hist. de l'astron, ancienne T. II. p. 10. 

** Delambre T. II. p.11. Der Strich, der zu den Buchstaben oben hinzugefügt wird, blofs 
um anzuzeigen, dafs sie als Zahlen gebraucht werden, mufs nicht mit dem Fractionszeichen verwech- 
. selt werden, Auch ist derselbe in den älteren mathematischen Handschriften eigentlich nie senkrecht, 
sondern horizontal, und daher mit dem Fractionszeichen nie zu verwechseln. (Bast: de usu littera, 
rum ad numeros indicandos in Gregorii Corinthii liber de dialectis linguae graecae 1811. p. 850.) 


\ 
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"Wichtiger ist die Methode des Eutocius zum Ausdruck der My- 
riaden. Hier treffen wir bei den Griechen die erste Spur des, für 
den Orient so wichtigen Exponential- oder vielmehr Indieations- Systems. 
M^, M^, M" bezeichnen 10000, 20000, 30000. ‘Was hier bei den My- 
riaden allein angewandt wird, geht bei den Chinesen und den Japa- 
nesen, die ihre Cultur von den Chinesen 200 Jahre vor unserer Zeit- 
rechnung erhielten, durch alle multiple der Gruppen durch. Drei Hori- 
zontalstriche unter dem Zeichen von zehn bedeuten 13; aber drei Hori- 
zontalstriche darüber bedeuten 30. Nach dieser Methode wird 3456 also 
geschrieben (ich bediene mich der römischen Zahlen als Gruppenzeichen, 
der indischen als Exponenten): | 

IM 

C* 

XS 

I°. 
Bei den Aegyptern finden sich dieselben Indicatoren, Auf einen ge- 
krümmten Strich *), der 1000 andeutet, werden 2 oder 4 Einheiten ge- 
stellt für 2000 und 4000. Bei den Azteken oder Mexikanern habe 
ich für 312 Jahre das Zeichen der Ligatur mit 6 Einheiten als Ex- 
ponent gefunden (6 X 52 = 312) und in meinem "Werke über Amerika- 
nische Monumente abgebildet. Bei Chinesen, Azteken und Aegyp- 
tern steht überall das Gruppenzeichen unten, als schriebe man gleich- 
sam X° für 50; in den arabischen Gobar-Ziffern steht das Gruppenzeichen 
über dem Indicator. Im Gobar sind nemlich die Gruppenzeichen Puncte, 
also Nullen, denn in Indien, Tibet und Persien sind; Nullen und 
Puncte identisch, Diese Gobar-Zeichen, welche seit dem Jahre 1818 
meine ganze Aufmerksamkeit auf sich gezogen haben, sind von meinem 
Freunde und Lehrer, Herrn Silvestre de Sacy, in einem Manuscript 
aus der Bibliothek der alten Abtey St. Germain du Prés entdeckt 
worden. Dieser grofse Orientalist sagt: Le gobar a un grand rapport 
avec le chiffre indien, mois il na pas de zéro **), Ich glaube, dafs aller- 


*) Kosegarten de Hierogl. Aegypt. p. 54. Gatterer’s aus Bianchini ( Decad. I. 
cap. 3, p. 3.), aus Goguet (I. p. 226.) und aus Debrosses (I. p. 432.) entlebnte Behauptung, 
dafs Aegypter in senkrechter Richtung den 9 Einheiten Stellenwerth gaben, ist durch neuere Un- 
tersuchungen keinesweges bestätigt worden. Gatterer, VVeltgeschichte bis Cyrus, p. 955. 586. 

**) S. Gramm. arabe p. 76. und die der Pl. 8. zugefiigte Note. 
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dings das Nullzeichen vorhanden sei: es steht aber, wie im &sliáhión des 
Neophytos, über den Einheiten, nicht daneben; ja es sind gerade die 
Nullzeichen oder Puncte, welche diesen Characteren den sonderbaren Na- 
men gobar oder Staubschrift gegeben. Man ist auf den ersten Blick 
ungewils, ob man einen Übergang zwischen Ziffern und Buchstaben. darin 
erkennen soll Man unterscheidet mit Mühe die indische 3, 4, 5 und 9. 
Dal und Aa sind vielleicht schlecht gestellte indische Ziffern 6 und 2. 
Die Indication durch Puncte ist folgende: 


9 .für 30, 
4° für 400, 
6" für 6000. 


Diese Puncte erinnern an eine alt- griechische, aber seltene Bezeichnung uid 
die erst mit der Myriade anfängt: «" für 10000, ß” für 200 Millionen. 

In diesem Systeme geometrischer Progressionen ist ursprünglich ein Punct, 
den man aber nicht anwendet, 100. Bei Diophantus und Pappus 
stehet ein Punct zwischen den Buchstabenzahlen, statt der Initiale Mu 
(Myriade) Ein Punct multiplicirt dann, was zur Linken steht, 10000 mal. 
Man mochte glauben, dafs dunkle Ideen von Bezeichnungen durch Puncte 
und Nullen sich durch Alexandriner aus dem Orient nach Europa ver- 
breitet hatten. Das wirkliche Nullzeichen, und als etwas Fehlendes, 
wendet Ptolemäus in der abwärts steigenden Sexagesimal-Scale für 
fehlende Grade, Minuten oder Secunden an. Auch in Handschriften des 
Theon, im Commentar zur Syntaxis des Ptolemaus, will Delambre 
das Nullzeichen gefunden haben **). Es ist daher im Occident weit äl- 


ter, als der Einbruch der Araber. Planudes Schrift über die arith- 
moi indikoi. - | 








*) Ducange Palaeogr. p. XII. 


**) Histoire de Vastron. ancienne T. I. p. 547. T. II, p. 10. Die Stelle im Theon ist in 
seinen gedruckten VVerken nicht aufzufinden, Delambre ist geneigt, das griechische Nullzeichen 
bald der Abbreviatur von ouden, bald einer besonderen Beziehung zuzuschreiben, in welcher das 
Zahlzeichen ómieron mit den Sexagesimal-Brüchen steht. L. c. TI. p. 14. und Journal des sa- 
vans. 1817. p.539, Sonderbar, dafs in der alt- indischen Arithmetik der L ilawati die Null neben 
einer Zahl bedeutet, dafs die Zahl abzuziehen ist, Delambre J. p. 540. VVas bezeichnet der Ling 
(eine wahre Null), welcher in den chinesischen Zahlzeichen unter 12, 13, 22, 132 geschrieben wird? 


. In römischen Inschriften sind Nullen mehrfach wiederholte Obole, (Böckh Staatshaushaltung 
der Athener B, 2. S. 379.) 


\ 
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Dritte Methode. Vervielfachung des Werthes durch 
Coefficienten. 

Was wir bei den Chinesen als Indicatoren in der senkrechten 
Schrift gefunden haben, ein Unterschied von X= 12 und X= 20, wird 
in horizontaler Richtung bei Griechen, bei Armeniern und bei den 
Tamul-redenden Bewohnern der südlichen Halb-Insel von Indien wie- 
derholt. Diophantus und Pappus schreiben 8 Mv für zweimal zehn- 
tausend oder 20000, da «Muß (wenn ß der Initiale der Myriade rechts 
steht) einmal zehntausend plus zwei, oder 10002 bezeichnet. Dasselbe ün- 
det statt bei den Tamulziffern, gleichsam als wäre 4.X — 40 und X 4 — 14. 
‘Im alt-persischen Pehlwi, nach Anquetil, und im Armenischen, nach 
Cerbied *) erkennt man links stehende Multiplicatoren, um die Viel- 
fachen von 100 auszudrücken. Hierher gehört auch, der Methode nach, 
der óben erwähnte Punct des Diophantus, welcher für Mv stehet und 
1000 mal das Vorhergehende erhöht **). 

Fierte Methode. Nervielfáltigung und Verminderung, 
aufsteigend und absteigend, durch Abtheilung von Zahl- 
schichten, deren Werth sich in geometrischer Progression 
vermindert. 

| Archimedes in den Octaden, Apolloniusin den Tetraden, haben 
diese Notation nur in Zahlen über (10000)* und in 100 Millionen oder 
einer Myriade von Myriaden gebraucht ***). Hier ist offenbar Stellen- 
werth derselben Zeichen, die in verschiedenen Schichten aufeinander 
folgen, also ein relativer und absoluter Werth, wie in der absteigenden 
Sexagesimal-Scale der alexandrinischen Astronomen, wenn sie Grade, 
Minuten, Secunden angeben. Da aber im letzteren Falle (aus Mangel von 
n—1 oder 59 Zeichen) jede Schicht zweiziffrig ist, so kann der Stellen- 
werth nicht den Vortheil indischer Zahlen gewähren. Wenn die drei- 
hundert sechzigsten Theile eines Kreises als Ganze betrachtet werden, 
so sind Minuten Sechzigstel dieser Ganzen, Secunden Sechzigstel der Mi- 
nuten u. s.f£ Als Brüchen gab ihnen Ptolemäus demnach bruch- 
ähnliche Zeichen, den Strich nach oben, und um die absteigende Progres- 





*) Grammaire Armenienne. 1823. p. 25. 

**) Solche Abtheilungen durch Puncte, welche, auf eine übrigens sehr inconsequente VVeise, 
einen Stellenwerth bezeichnen, findet man ebenfalls in drei oft bestrittenen Stellen des Plinius 
(FT. 24. 33. XXX. 3). 

**) Delambre, ‘Hist. de Pastron. ancienne T. H p. 105. T. II. $9. 9. 
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sion anzudeuten, in welcher jede Schicht von 2 Ziffern 60 mal kleiner 
als die vorhergehende ist, wurden die Bruchstriche von Schicht zu 
Schicht vervielfältigt. Auf diese Weise erhielten die Minuten den ein- 
fachen Strich der gemeinen griechischen Brüche (deren Zähler die Ein- 
heit ist), die Secunden zwei solcher Striche, die Tertien drei, die Grade 
selbst, als das Ganze, keinen Strich, vielleicht als nichts (ouden) eine 
Null *). Ich sage vielleicht, denn im Ptolemäus und Théon fehlen 
noch Nullen als Gradzeichen. 

In der einfachen Herzählung der verschiedenen Methoden, welche 
Völker, denen die indische Positions- Arithmetik unbekannt war, ange- 
wandt haben, um die zuitipla der Fundamental- Gruppen auszudrücken, 
liegt, glaube ich, die Erklärung von der allmäligen Entstehung des in- 
dischen Systems. Wenn man 3568 perpendiculär und horizontal durch 


Indicatoren schreibt: MCXI , 50 erkennt man leicht, dafs die Gruppen- 
zeichen M, C .. . weggelassen werden können. Unsere indische Zah- 
len sınd aber nıchts anderes als die Multiplicatoren der verschiedenen 
Gruppen. An diese alleinige Bezeichnung durch Einheiten (Multiplica- 
toren) erinnert ohnedies der Suanpan, mit seinen aufeinanderfolgenden 
Schnüren der Tausende, Hunderte, Zehner und Einheiten. Diese Schnüre 
zeigten in dem gegebenen Falle 3, 5, 6 und 8 Kugeln. Hier ist kein 
Gruppenzeichen sichtbar. Die Gruppenzeichen sind die Stellen selbst, 
und diese Stellen (Schnüre) sind mit den Einheiten (Multiplicatoren) ge- 
füllt. Auf beiden Wegen der figurativen (schreibenden) und palpablen 
(betastenden) Arıthmetik gelangt man also zur indischen Position. Ist die 
Schnur leer, die Schicht im Schreiben offen, fehlt eme Gruppe (ein Glied 
der Progression), so wird die Leere graphisch durch den Hieroglyphen 
des Leeren, einen unausgefüllten Kreis: Sunya, sifron, tzüphra**) ausgefüllt. 





*) Ueber Anwendung des Nullzeichens s. Leslie p. 12.135. Kuithen, Germanen und 
Griechen Ist. 2. p. 2—33. Ducange Glossar. mediae graecitatis T. II p. 572. Mannerit 
de numerorum quos arabicos vocant origine. Pythagor. p. 17. In der griechischen Arithmetik 
bedeutet /V19 eine Einheit, monas, wie ein delta mit übergeschriebener Null (eigentlich omieron), 
tetartos; Ba'st, Gregor. Cor. p. 851, So istbeim Diophantus M°xa—=21. Das indische gram- 
matische Zeichen, Anuswara, hat allerdings die Form der indischen Null (Sunya), Es bezeichnet 
aber nur eine Modification in der Betonung des nahe stehenden Vocals und ist dem Sunya gänz- 
lich fremd. 

**) Im Englischen hat sich c y pher ‘für Null erhalten, da in den abendländischen Sprachen, 
welche zéro (sifron siron) für Null gebrauchen, Ziffer nur ein Zahlzeichen im Allgemeinen andeu- 
tet. Im Sanscrit heifst nach Wilson Zahl, Quantität: sambhara. 
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Für die successive Vervollkommnung der Zahlenbezeichnung in 
Indien sprechen die Tamul-Ziffern, die durch 9 Zeichen der Einheiten 
und durch Gruppenzeichen für 10, 100 oder 1000 alle Werthe mittelst 
der links zugefügten Multiplicatoren ausdrücken; dafür sprechen endlich 
die sonderbaren erithmoi indikoi im Scholion des Mönchs Neophytos, 
welches in der Pariser Bibliothek (Cod. Heg. fol. 15.) aufbewahrt wird, 
und dessen gütige Mittheilung ich Herrn Prof. Brandis verdanke. Die 
9 Ziffern des Neophytos sind, aufser der 4, ganz den persischen ähn- 
lich. Die Ziffern 1, 2, 3 und 9 finden sich sogar in ägyptischen Zah- 
len-Inschriften *). Die 9 Einheiten werden 10fach, 100fach, 1000fach 
erhöht, indem man eine, zwei oder drei Nullen darüber schreibt, gleic'n- 


o 
sam also: 2— 20, Dd — 24, = 900, Be 6000. Denken wir uns statt 
der Nullen Puncte, so haben wir die arabischen Gobar-Ziffern. Ich lasse 
hier [das Scholion in einer wörtlichen lateinischen Uebersetzung folgen. 
Der Mönch nennt fälschlich Zzüphron ein indisches Wort. 

Tzyphra est et vocatur id, guod cuivis litterae inde a decude et 
insequentibus numeris quasi öuıxgöv inscribitur. Significat autem hac In- 
dica voce tale analogiam numerorum. Ubi igitur scriptum est simile 
primae litterae clpa, pro unitate scriptae, atque superimpositum habet 
vel punctum vel quasi ouwxodv, addita altera figura litterae Indicae, dif- 
ferentiam et augmentum numerorum declarat. E.g. pro primo Graeco 
numero, & scripto, apud Indos | sive linea recta perpendicularis, quando 
non habet superimpositum punctum vel owwxgóv, ipsum hoc denotat uni- 
tatem, ubr vero superimpositum sit punctum afque altera littera ad- 
scripta sit, figura quidem similis priori, significat XI, propter addita- 
mentum similis litterae atque. superimpositum unum punctum. Simili- 
ter etiam in reliquis litteris, quemadmodum adspectus docet. ‘Si vero 
plura habet puncta, plura denotat. Quod intelligas, lector, et supputes 
unumbguidgue. i 

Von Position ist hier nicht mehr zu erkennen als in der Gobar- 


Methode. Man schrieb 3006 also: "36; aber man mufste bald bemerken, 
dafs dieselben Ziffern mit anderen Werthen wiederkamen, dafs (wenn 


alle Gruppen ausgefüllt waren) in a 467 die so regelmalsig abnehmen- 





*) Kosegarten p. 54. 
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den Puncte oder Nullen überflüssig wurden. Diese Nullen erleichter- 
ten gleichsam nur das Aussprechen der Zahlen. Entstand die Gewohn- 
heit, die Nullen statt über die Ziffern, neben dieselben zu schreiben, so 
hatte man die jetzige indische Bezeichnung für die ungemischte Gruppe 


3— 3000. Wollte man zu vy oder 3000, 4 — 40 addiren, so füllte man die- 
jenige Null-Stelle aus, in welche 40, nach seinem die Gruppen-Stufe be- 
zeichnenden Exponenten, hingehört. Man erhielt so: 3040 und von den 
3 Nullen, welche den Tausenden eigenthümlich sind, und welche auf die 
Linie mit den Einheiten herabgezogen wurden, blieben zwei, als leere, 
unausgefüllte Stellen. Nach Neophytos Scholion sind also Nullen (wie 
Puncte im Gobar) Indicatoren für die Notation der aufsteigenden Grup- 
pen, und man begreift, aus den eben entwickelten Betrachtungen, wie diese 
Nullen, bei Einführung des Stellenwerthes der Ziffern, in die Reihe her- 
abkommen und sich dort erhalten konnten. 


Wenn wir noch einmal den Blick auf die vielen, zum Theil so wenig 
bekannten, Notationsmethoden der Volker beider Continente zurück werfen, | 
so sehen wir 1° wenige Gruppenzeichen, und fast nur für 7°, n°, n*...., 
nicht für 27, 3n, und 27°, In? .... wie bei ROmern™) und Tuskern 
X, C, M (daher alle Zwischenstufen, z. B. 22 oder 27%, durch Juxtaposi- 
tion wie in XX oder CCC bezeichnet werden); 2° viele Gruppenzeichen 
nicht blofs für 7, 7° (ote und rho in den griechischen Buchstaben-Ziffern), 
sondern auch für 37 oder 4n? (in A und v), woraus grofse Heterogenéi- 
tat der einzelnen Elemente im Ausdruck für 2--272--27* entstehet (ZE. | 
ox für 222); 3° Bezeichnung der Vielfachen der Fundamental- Gruppe 
und ihrer Potenzen (27, 37, 4^, 5n*), entweder durch Hinzufügung (dar- | 
über und daneben) von N zu den Gruppenzeichen (chinesisch: pod 
2 C, C; indisch-tamulisch 2X, 3X, 4C, 5€), oder durch stufenweise 
Bepunctung oder Accentuirung der ersten 9 Einheitszeichen, gleichsam | 


c für 10, @ für 20, & für 100, a. für 1000, ÿ für 40000, im. Gobar, im 


Scholion des N eophytos, und in abs steigender Sexagesimal- Scale der 
i dud ME in 1° 374,37. 37^... 
Wir haben gesehen, wie die Indieatoren MED der Ost- Asia- 


alexandrinischen Astronomen für 


*) Wir abstrahiren hier der Kürze wegen von den Gruppenzeichen des dazwischen laufenden 
quinaren Systems V, L, D... 


\ 
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ten und Bewohner der südlichen‘ und indischen Halb-Insel, oder, wenn 
ursprünglich Gruppenzeichen für 7, n°, n° verschieden waren, wie die 
Accentuirung der Püthmenes im Gobar-Systeme, oder Scholion des Neo- 
phytos, ja endlich wie die Kugelschnüre des Suampan, in dem ein poten- 
zirter Werth nur durch relative Lage der Schnur ausgedrückt wird, 
zum Stellenwerthe führen konnten. 


Ob das einfache indische Positions- System seinen Weg in die 
Abendländer durch den Aufenthalt des gelehrten Astronomen Rihan 
Muhammed ebn Ahmet Albiruni in Indien 9, oder durch mau- 
rische Zollbeamte an der nord- afrikanischen Küste. und den Verkehr 
der italienischen Kaufleute mit diesen Zollbeamten gefunden hat, lassen 
wir hier unentschieden. Eben so ungewils ist es, trotz des Alters der 
indischen Cultur, ob das Positionssystem, welches so mächtig auf den Zu- 
stand der Mathematik eingewirkt hat, schon zur Zeit der macedonischen 
Expedition jenseits des In dus bekannt war. Wie ganz anders, vervoll- 
kommnet, würden Archimedes, Apollonius von Perga und Dio- 
phantos die mathematischen Wissenschaften dem gelehrten Zeitalter 
der Haschemiten überliefert haben, wenn die Abendländer, 12 oder 
13 Jahrhunderte früher, also durch Alexanders Heerzüge, die indi- 
sche Positions- Arithmetik empfangen hätten. Aber der von den Grie- 
chen durchzogene Theil.von Vorder-Indien, das Penjab bis Palibo- 
thra hin, war, nach Herrn Lassen's gelehrten Untersuchungen, ein 
Wohnsitz wenig cultivirter Völker. Von den östlicher wohnenden wur- 
den sie selbst Barbaren genannt. Erst Seleucus Nicator drang über 
die Grenze, welche Cultur und Uncultur schied, über den Flufs Saras- 
vatis”*) bis zum Ganges vor. Wir sehen aus den alten indischen Ta- 
mul-Ziffern, die durch beigesetzte Multiplicatoren 27, 37^ ... . aus- 
drücken, und daher aufser den Zeichen für die ersten 9 Einheiten, eigene 
Zeichen für 2, n°, n? .... haben, dafs in Indien, neben dem fast allein 
sogenannten indischen (oder arabischen) Zahlen-Systeme mit. Stellen- 
werth, auch andere, ohne Stellenwerth, gleichzeitig existirt haben. Viel- 
leicht kamen Alexander und seine bactrischen Nachfolger bei ihrem tem- 








*) Nach des gelehrten, der griechischen und arabischen Astronomie gleich kundigen Orien- 
talisten Sedillot Bemerkung. 
^) Lassen, Comment. geogr. de Pentapot. p. 58. 
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porären Vordringen nicht mit Nationen in Contact, bei welchen die Po- 
sitions- Methode ausschliefslich vorherrschte. 


Möchten die Spuren von dem Vielen, was noch zu entdecken übrig 
ist, recht bald ernster verfolgt werden, theils von Philologen, welche 
griechische, persische oder arabische *) Handschriften zu untersuchen Ge- 
legenheit finden, theils von Reisenden, die sich in der indischen Halb- 
Insel selbst aufhalten. Die blofse Pagination alter Codices aus der Sanscrit- 
Literatur kann zu merkwürdigen Beobachtungen führen. Wer würde 
z.B. geahndet haben, dafs es unter den Indiern, neben der Decimal - Po- 
sitions- Arithmetik, ein Sedecimal-System ohne Position gab, dafs ge- 
wisse indische Stämme meist nach Gruppen von 16, wie die amerikani- 
schen Volker, die Kymren und Basken, nach Gruppen von 20 zähl- 
ten. Eine solche seltsame Numeration ist aber vor mehr als 10 Jahren 
in einem Codex des alt-indischen Gedichts Mahabharata (Cod. Reg. Paris. 
p.178.) vom Herrn Professor Bopp aufgefunden, und mir zu der Zeit, als 
ich meine erste Abhandlung über die Zahlzeichen der Völker der 
Académie des inscriptions et belles lettres vorlegte, gütigst zur Bekannt- 
machung mitgetheilt worden. Fünf und sechszig Seiten dieser Hand- 
schrift sind mit 1ndischen Buchstabenzahlen paginirt, doch so, 
dafs nur die Consonanten des Sanskrit- Alphabets (# für 1, £A für 2 ....) 
gebraucht werden, was dem bisher so allgemein verbreiteten Vorur- 
theile **) widerspricht, als fanden sich in Indien blofs Ziffern, nicht 
Buchstaben als Ziffern gebraucht, wie bei semitischen Stämmen und 
den Griechen. Mit der 60sten Seite beginnt die wunderbare Sedeci- 
mal-Notation. Man erkennt in den ersten 15 püthmenes kaum zwei 
Zeichen, — die Sauskrit- Buchstaben sind etwa für 3 ein aspirirtes 7 
und für 12 ein d, — eben so wenig die eigentlich sogenannten indischen 


*) Unter den arabischen Handschriften sind besonders solche zu empfehlen, welche vom Zoll- 
und Finanzwesen, oder von der Arithmetik im Allgemeinen handeln, z. B. Abu Jose Alchin- 
dus de arithmetica indica; Abdelha mid Ben Vasee Abulphadl, de numerorum proprieta- 
ibus; Ahmad Ben Omar Alkarabisi liber de indica numerandi ratione; die indische Alge- 
bra des Katka; Mohammed Ben Lara de numerorum disciplina (Casiri Bibl. arabico- 
hispana T. I. p. 353. 405. 410. 426. 433.) 

**) Si larithmétique de position m'est pas originaire de l'Inde, elle doit au moins y avoir 
| existé de tems immemorial; car on ne trouve chez les Indiens aucune trace d'une notation alpha- 
bétique telle que la notation des Hébreux, des Greos et des Arabes (Delambre Hist, de orina 
ancienne T.I. p. 543.). 
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(arabischen) Zeichen. Merkwürdig ist, dafs die Ziffer 1 mit einer bei- 
gesetzten Null 4, die Ziffer 1 doppelt (zwei senkrechte Striche) mit einer 
beigesetzten Null 8 bedeuten, gleichsam Ruhepuncte, Mittelstufen des Se- 
decimal-Systems für + und 32; aber 3 von 7 (12) ist ohne Null und 
hat eine eigene Hieroglyphe, der arabischen 4 ähnlich. Für die Normal- 
gruppe selbst, 16, und für die multipla der Normalgruppe: 27, 3n ... 
werden die bekannten bengalischen Ziffern gebraucht, so dafs 16 die ben- 
galische 1 mit einem vorgesetzten gekrümmten Striche; 32 die benga- 
lische 2; 48 die bengalische 3 ist. Die z:u/tiple von n sind also blofs 
wie Gruppen erster, zweiter, dritter . . . . Ordnung; die Zahlen 272-4 
oder 32-+6 (d. i. im Sedecimal-System 36 und 54) sind durch eine 
bengalische 2 und eine beigefügte Mahabharata-Ziffer*) 4, wie durch 
eine bengalische Ziffer 3 und eine beigefügte Mahabharata-Ziffer 6 
bezeichnet: eine zwar sehr regelmäfsige, aber unbehülflich verwickelte 
Art zu numeriren, deren Ursprung um so räthselhafter ist, da sie die 
Kenntnifs der bengalischen Ziffern voraussetzt. 


*) Ich bediene mich hier dieses uneigentlichen Ausdruckes, blofs um das Zahlen - System, 
welches eine Abschrift des Gedichts darbietet, mit einem passenden VVorte zu bezeichnen, 
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18. 


Über ein neues allsemeines Grundgesetz der Mechanik. 
(Vom Herm Hofrath und Prof. Dr. Gau/s zu Göttingen. ) 





vw 


Bekannilich verwandelt das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 
die ganze Statik in eine mathematische Aufgabe, und durch Dalem- 
bert’s Princip für die Dynamik ist diese wiederum auf die Statik zu- 
rückgeführt. Es liegt daher in der Natur der Sache, dafs es kein neues 
Grundprincip fiir die Bewegungs- und Gleichgewichts- Lehre geben kann, 
welches der Materie nach nicht in jenen beiden schon enthalten und aus 
ihnen abzuleiten wäre. Inzwischen scheint doch wegen dieses Umstandes 
noch -nicht jedes neue Princip werthlos zu werden. Es wird allezeit in- 
teressant und lehrreich bleiben, den Naturgesetzen einen neuen vortheil- 
haften Gesichtspunkt abzugewinnen, sei es, dafs man aus demselben diese 
oder jene einzelne Aufgabe leichter auflösen könne, oder dafs sich aus 
ihm eine besondere Angemessenheit offenbare. Der grofse Geometer, 
der das Gebáude der Mechanik auf dem Grunde des Princips der virtuel- 
len Geschwindigkeiten, auf eine so glánzende Art aufgeführt hat, hat es 
nicht verschmáht, Maupertuis Princip der kleinsten Wirkung zu grö- 
fserer Bestimmtheit und Allgemeinheit zu erheben, ein Princip, dessen 
man sich zuweilen mit vielem Vortheil bedienen kann *). 

Der eigenthümliche Charakter des Princips der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten besteht darin, dafs es eine allgemeine Formel zur Auflo- 
sung aller statischen Aufgaben, und so der Stellvertreter aller andern 
Principe ist, ohne jedoch das Creditiv dazu so unmittelbar aufzuweisen, 





*) Es sei mir jedoch hier die Bemerkung erlaubt, dafs ich die Art, wie ein anderer grofser 
Geometer versucht hat, Huyghens Gesetz für die aufserordentliche Brechung des Lichts in Kry- 
stallen von doppelter Brechung, vermittelst des Grundsatzes der kleinsten Wirkung zu beweisen, 
nicht befriedigend finde. In der That ist die Zulässigkeit dieses Grundsatzes wesentlich von dem 
der Erhaltung der lebendigen Kräfte abhängig, nach welchem die Geschwindigkeiten der bewegten 
materiellen Punkte blofs durch ihre Plätze bedingt werden, ohne dafs die Richtung der Bewegung 
Einflufs darauf haben kann, was doch in dem erwähnten Versuch vorausgesetzt wird. Es scheint 
‚mir, dafs im Emanationssystem alle Bemühungen, die Erscheinungen der doppelten Brechung an 
die allgemeinen dynamischen Gesetze anzuknüpfen, so lange erfolglos bleiben müssen, als man die 
Lichttheilchen blofs wie Punkte betrachtet. Anm. d. Verf. 
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dafs es sich, so wie es nur ausgesprochen wird, schon von selbst als 
plausibel empfohle. 

In dieser Beziehung scheint das Princip, welches ich hier auf- 
stellen werde, den Vorzug zu haben: es hat aber auch den zweiten, dafs 
es das Gesetz der Bewegung und der Ruhe auf ganz gleiche Art in gröls- 
ter Allgemeinheit umfafst. So sehr es in der Ordnung ist, dafs bei der 
allmäligen Ausbildung der Wissenschaft und bei, der Belehrung des In- 
dividuum das Leichtere dem Schwerern, das Einfachere dem Verwickel- 
tern, das Besondere dem Allgemeinen vorangeht, so fordert doch der 
Geist, einmal auf dem hóhern Standpuncte angelangt, den umgekehrten 
Gang, wobei die ganze Statik nur als ein ganz specieller Fall der Mecha- 
nik erscheine. Selbst der oben erwähnte Geometer scheint darauf Werth 
zu legen, indem er als einen Vorzug des Princips der kleinsten Wirkung 
ansieht, dafs es das Gleichgewicht und die Bewegung zugleich umfasse, 
wenn man jenes so ausdrücke, dafs die lebendigen Kräfte bei beiden Klein.te 
seien, eine Bemerkung, die doch mehr witzig als wahr zu sein scheint, da 
das Minimum in beiden Fällen in ganz verschiedener Beziehung Statt findet. 

Das neue Princip ist nun folgendes. | 

Die Bewegung eines Systems materieller, auf was im- 
mer für eine Art unter sich verknüpfter Punkte, deren Be- 
wegungen zugleich an was immer für äuflsere Beschränkun- 
gen gebunden sind, geschieht in jedem Augenblick in mög- 
lich gröfster Übereinstimmung mit der freien Bewegung, 
oder unter möglich kleinstem Zwange, indem man als Maafs 
des Zwanges, den das ganze System in jedem Zeittheilchen 
erleidet, die Summe der Produkte aus dem Quadrate der Ab- 
lenkung jedes Punkts von seiner freien Bewegung in seine 
Mafse betrachtet. 

Es seien 77, m’, m‘ u.s. w. die Massen der Punkte; a, o^, a’ u. s. w. 
ihre Plätze zur Zeit £; 5, 4’, 2” u. s. w. die Plätze, welche sie, nach 
dem unendlich kleinen Zeittheilchen d£, in Folge der während dieser Zeit 
auf sie wirkenden Kräfte und der zur Zeit ¢ erlangten Geschwindigker- 
ten und Richtungen, einnehmen würden, falls sie alle vollkommen frei 
wären. Die wirklichen Plätze c, c/, c^ u. s. w. werden dann diejenigen 
sein, für welche, unter allen mit den Bedingungen des Systems verein- 
baren; 7n (boy + m’ (b/ c^ - zn" (b^ c^ u. s. w. ein Minimum wird. 
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Das Gleichgewicht ist offenbar nur ein einzelner Fall des allgemei- 
nen Gesetzes, und die Bedingung dafür, dafs 
m (a by + m’ (a! b^? + m" (ab)? u. s. w. | 
selbst ein Minimum sei, oder dafs das Beharren des Systems im Zustande 
der Ruhe, der freien Bewegung der einzelnen Punkte näher liege, als je- 
des mógliche Heraustreten aus demselben. | 


Die Ableitung unsers Princips aus den beiden oben angeführten 
geschieht leicht auf folgende Art. 


Die auf den materiellen Punkt 72 wirkende Kraft ist offenbar zu- 
sammengesetzt, erstens aus einer, die, in Verbindung mit der zur Zeit: 
Statt habenden Geschwindigkeit und Richtung, ihn in der Zeit d? von 
a nach e führt, und einer zweiten, die ihn in derselben Zeit aus der 
Ruhe in c, durch cd führen würde, wenn man den Punkt als frei be- 
trachtet. Dasselbe gilt von den andern Punkten. Nach Dalembert's 
Princip müssen demnach die Punkte zz, m’, 7n^ u. s. w., unter alleiniger 
Wirkung der zweiten Kräfte, nach cd, c'b', cb’ u.s. w., in den Plätzen 
€, c', c" us. w., vermóge der Bedingungen des Systems, im Gleichge- 
wicht sein. 

Nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten erfordert dies 
Gleichgewicht, dafs die Summe der Producte aus je drei Factoren, nem- 
lich jeder der Massen 77, m‘, m‘ u. s. w., den Linien cb, c'b/, cb” 
u.5.w., und irgend welchen auf letztere resp. projicirten, vermöge der 
Bedingungen des Systems möglichen Bewegungen jener Punkte, immer 
== 0 sei, wie man es gewöhnlich ausspricht *), oder richtiger, dafs jene 
Summe niemals positiv werden könne. Sind daher y, y’, y‘ u. s. w. von 
c, c’, c" u. s. w. verschiedene, aber mit den Bedingungen des Systems 
verträgliche Plätze; und 0, 0’, 0" u. s. w. die Winkel, welche cy, 








*) Der gewóhnliche Ausdruck setzt stillschweigend solche Bedingungen voraus, dafs die 
jeder möglichen Bewegung entgegengesetzte gleichfalls möglich sei, wie z. B., dafs ein Punkt auf 
einer bestimmten Fläche zu bleiben genóthigt, dafs die Entfernung zweier Punkte von einander un- 
veränderlich sei u. dergl. Allein dies ist eine unnóthige und der Natur nicht immer angemessene 
Beschränkung. Die Oberfläche eines undurchdringlichen Körpers zwingt einen auf ihr befindlichen 
materiellen Punct nicht, auf ihr zu bleiben, sondern verwehrt ihm blofs das Austreten auf die Eine 
Seite; ein gespannter, nicht ausdehnbarer aber biegsamer Faden zwischen zwei Punkten macht nur 
die Zunahme, nicht die Abnahme der Entfernung unmöglich u.s. w, Warum wollten wir also das 
Gesetz der virtuellen Geschwindigkeiten nicht lieber gleich anfangs so ausdrücken, dafs es alle 
Fälle umfafst? Anm. d. Verf. 


18. Gaufs, neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik. 235 


cy’, ey” u. s. w. mit cd, c'b', c'b" u. s. w. machen, so ist allemal 
Zm.cb.c'y.cos0 entweder O oder negativ. Da nun 
yl? = cb? -d-cy'—2cb.cy.cos6, 
so ist klar, dafs 
Zm.yb®— Zm.cb = Zm.cy'—22.m.cb.cy.cos0, 
folglich immer positiv sein wird, also 2m.yb* immer gröfser als 
Zmn.cb, d.i. dafs Zm.cb? ein Minimum sein wird. W. Z. B. W. 


Es ist sehr merkwürdig, dafs die freien Bewegungen, wenn sie 
mit nothwendigen Bedingungen nicht bestehen können, von der Natur 
gerade auf dieselbe Art modificirt werden, wie der rechnende Mathema- 
tiker, nach der Methode der kleinsten Quadrate, Erfahrungen ausgleicht, 
die sich auf unter einander durch nothwendige Abhängigkeit verknüpfte 
Gröfsen beziehen. Diese Analogie liefse sich noch weiter verfolgen, was 
jedoch gegenwärtig nicht zu meiner Absicht gehört. 
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19. 
Précis d'une théorie des fonctions elliptiques. 
(Par Mr. N. H. Abel de Christiania. ) 





Intro.d.uc.tIo.n. 


La théorie des fonctions elliptiques, créée par Mr. Legendre, forme 
une des parties les plus intéressantes de l'analyse. Ayant essayé de 
donner de nouveaux développemens à cette théorie, je suis, si je ne 
me trompe, parvenu à plusieurs résultats qui me paraissent mériter 
quelque attention. Surtout jai cherché à donner de la généralité à mes 
recherches, en me proposant des problémes d'une vaste étendue. Si je 
n'ai été assez heureux de les resoudre complétement, au moins j'ai pro- 
posé les moyens pour y parvenir. L’ensemble de mes recherches sur 
cet objet formera un ouvrage de quelque étendue, mais que les circon- 
stances ne me permettent pas encore de publier. C'est pourquoi je vais 
donner ici un Précis de la méthode que j'ai suivie, avec les résultals géné- 
raux, auxquelles elle m'a conduit. Ce mémoire sera divisé en deux parties. 

Dans la premiére je considére les fonctions elliptiques comme 
_ intégrales indéfinies, sans rien y ajouter sur la nature des quantités 
réelles ou imaginaires, qui les composent. Je me servirai des notations 
suivantes: 

A(#,¢) = t y[1—2a)0—cx)]) 
Ox 


a(x,c) = 


vade (oe; 0) 2 
x?o0x 
e, (3,0) = A (x, c)? 
I (x,c,a) = er 


Tk, REN Re 
7 2)^G 9 
en Sorte que 
lau Alain) 
designent respectivement les fonctions de premiere, de seconde et de troi- 
sieme espece. 
Puis je me suis proposé ce probléme général: ,,Trouver tous 


les cas possibles dans lesquels on peut satisfaire à une équation de la 
forme: 
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&,.0(1,,0) + e,.o(x,,0) 4-....- ^. (xm, 0) | 
(a) To59y CL) o9 x, ch) Pw... P 0.08, Ch) 
Tw I (xs, Ci, 0,) + 0; AI (35 Ca QG) d- T mul, c 
= u + A, logy, + 4, logu,+....+ 4, logu,, 


4 


01, "0, a VAN Tap Pos De aono tn Ear, 3 
CIR, AS PEUT UU Aaas mince Ay 
Bont, des. quantités, constantes, Xy» usa id gt, Vu) reno D 
NS eve, T, des variables liées entre-elles par des équations al- 
gébriques, et u, v, vu, ... . v, des fonctions algébriques de ces 
variables." 

Jétablie d'abord les propriétés fondamebtatus des fonctions ellipti- 
ques, ou ce qui concerne leur sommation, en faisant usage d'une méthode 
particuliére, qui en méme tems est applicable avec la méme facilité à une 
infinité d'autres transcendantes plus compliquées. En m'appujant sur ces 
propriétés fondamentales, je considére ensuite l'équation dans toute sa gé- 
.néralité et je fais le premier pas à mon but en démontrant un théoréme 
général sur la forme qu'on pourra donner à l'intégrale d'une fonction algé- 
brique quelconque, en supposant cette intégrale exprimable par des fonc- 
tions algébriques, logarithmiques et elliptiques, thcoreme qui 
est d'un grand usage dans tout le calcul intégral, à cause de sa grande 
généralité. 

J'en ne , comme corollaire, le théorème suivant: 


91 AT a, c Dad? 
est exprimable par des fonctions algebriques et logarithmiques et par les 
fonctions elliptiques ip, si, 4, . . . ., on pourra toujours supposer 

(5. ) Jen = a px, c)+ œ. (y) + cf, (y) + a" sp y.) "E hib iw 


Ban + 


Qu. toutes. les. quantités, 5,015.02» «s ee us Vas nre Vo Yasias s et 
sont des fonctions rationnelles de x *)." 
De ce théoréme je tire ensuite celui ci: 
»Si une équation quelconque de la forme (a.) a lieu, et qu'on dé- 


ou r est une fonction rationnelle quelconque de x, 


*) Ce théoréme a également lieu, si A (x,c) est la racine carrée d'une fonction entière d'un 
. degré quelconque. 
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signe par c tin quelconque des modules qui y entrent; il y en aura parmi 

les autres au moins un module c' tel, qu'on puisse satisfaire à l'équation 

différentielle: | 
OY Was N Ox 

Ayo) Aa ey? 

en mettant pour y une fonction rationnelle de x, et vice versa.” 


Ces théorémes sont trés importans dans la théorie des fonctions 
elliptiques. Is reduisent la solution du probléme général à celle de satis- 
faire de la maniere la plus générale à l'équation 

Oy Ox 
Anl, LE o)" 

où à la transformation des fonctions de première espèce. Je donne la 
‘solution compléte de ce probléme, et j'en tire ensuite la transformation 
générale des fonctions de premiére espéce. Je fais voir que les modules 
doivent nécessairement être liés entre eux par une-équation algébrique. 
On peut se contenter de considérer le cas, où le degré de la fonction y. 
est un nombre premier, en y comprenant l'unité. Si ce degré est désigné 
par 4, c' pourra avoir 6(u +1) valeurs différentes, excepté pour p — 1, 
ou ce nombre se réduit à 6. | 


La seconde partie traite les fonctions à modules réels et moin- 
dres que l'unité... Au heu des fontions a(x,c), o,(x,c), H(x,c,a) jen intro- 
duis trois autres, savoir d'abord la fonction ^(0), déterminée par l'équation 


M Ox 
NA ZA (a, c). 


C'est la fonction inverse de la premiere espèce. En mettant x = À0. 
dans les expressions de &,(x,c), II(x,c,a), elles deviendront de la forme: 
a, (x, c) = /(A0).005 

Ho, c» ay c Qn d 
at 
p 

Mises sous cette forme, les fonctions elliptiques offrent des propriétés trés 
remarquables, et sont beaucoup plus traitables. C’est surtout la fonction. 
A0, qui mérite une attention particuliére. Cette fonction a été l'objet d'un 
mémoire, inséré dans les tomes 2. et 3. de ce journal, où j'en ai démon- 
tré le premier quelques-unes de ses propriétés fondamentales. On en 

trouvera d’avantage dans ce mémoire. Je vais indiquer rapidement quel- 


ques-uns des résultats auxquels je suis parvenu: 


& 
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1. La fonction A0 jouit de la propriété remarquable d'être pério- - 
dique de deux maniéres différentes, savoir non seulement pour des valeurs 
réelles de la variable, mais encore pour des valeurs imaginaires, En effet si 
l'on fait pour eee | 


en In rm NOE 
AS 5 o Alb)? 
ou: b= Cai et ~—1=7, on aura: 
A(0--9m)— A0; A(0-- o2) = ^0. 
2. La fonction A0 devient égale à zéro et à l'infini, pour une in- 
hnité de valeurs réelles et imaginaires de 0, savoir pour les valeurs 
A(me--ne:)-o, Afma-+(n+2)w/] — E, 
ou 72 et x sont des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs. De 
méme on a 
| - N00, 
si 0'— (—1)"0 -mo-Hnwi; mais cette relation est nécessaire. 


3. La propriété fondamentale de AO est exprimée par l'équation 
/ / (A.0/)? — (40)? .— 
A (0 + 0). A (0' — Ld pir WO wu 2 (4.0)? (A0^)*? | 
ou Ó' et 6 sont des variables quelconques, réelles ou imaginaires. 
4. La fonction Ad pourra se développer en facteurs et en frac- 


tions de beaucoup de manières; par exemple si l'on fait pour abréger . 
5 _ 5 
Zee", nme”, 
on a: | 
A (0c) 
/a.sin (a0) LL 24? cos (07) + q*1—995.cos(20m) + q*][1—2*. cos (2057) tg]... 
=F; [1— 29 cos(2 UNTER ERTL 22° .cos(267)+9?°].... 
4Yg x 
= — sin (+ ;; sin (30m) + 7, ;.sin(50m) 4- .. 5 
(2 — 0 a) = a dba Ani p. ER po dis (1— pre)... 
Ve (1-7 p.e-999) (t 4- p, e9) (hp. 729) (1 4- p*. eme). 


On pourra exprimer d'une manière analogue la fonction de HS et 
troisième espèce. | | 
Les deux formules HHÉMEdtes sont au fond. Le mêmes que, les for- 
mules .ci-dessus. 
5. Une des propriétés les plus fécondes de la fonction AO est la 











suivante: 


(On a fait pour abreger: A6.— 2b via —N 6) (1 — NO). 
S tus 
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„Si l'équation 
(AO) a, At... (A OP a, [5,0 4-5, (6 +. + be 0j" 1A0 
est satisfaite, en mettant pour 0, 27 quantités 0,, 0,, . . . 0,,, telles, que 
(10,), (A0), + + + + (AG,,)* soient différents entre-elles, on aura toujours: 
A(0, 4-0, - ....-]-0,) = 0, 


—A(0,) = --^(0,4- 0, 4-.... Hô.) = 1818 3182.5 


les coéfficiens @,, €$,, ...., b,, 5, .... pourront être quelconques, et il 
est facile de voir qu'on pourra les déterminer de sorte que 9,, 0.5 ... 0, , 
sont donnés." 
Voilà une autre propriété plus générale: 
» Si lon fait 
p—g(i—x)(i—cx) = EG Seer dg (x —2A0,), 
ou p et 9 sont des fonctions entiéres quelconques de la quantité indéter- 
minée x, on pourra toujours supposer les quantités 6,, 0,,.... 0, de 
la sorte que l'expression 
MALE 0; CH Bi dest o 
soit égale à zero ou à l'infini." 
Ainsi p. ex., Si 
p—wy (1 — a?) (a — ca?) — A (a? — gy", 
ou lune des fonctions p et 9 est paire et l'autre impaire, on aura 
1) si p est pair: 
A(u0) = 0, si p est d et 
A(p0) = 3, si % est impair; 
2) sip est impair: 
A(p8) = 0, si u est impair et 
A(ud) = $, sip est pair. 
Delà il suit encore que, si l'équation a lieu, on aura toujours: 


AC = (puit, 


x Jn . 
‚ou 7? et n sont entiers et moindres que y. 





6. Il existe entre les quantités A (C) et les racines (24 ]-1)"* 


de l'unité des relations bien remarquables, savoir si l'on fait pour abréger: 
rer dur: Sin m 


on aura, quels que soient les nombres entiers 7 et 4: 
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o—aA( 5r). ee) +R A (Emm) +. 














25-1 2p--1 2u+1 
" 2moco--2p,oi 
ecc» HOME E *) 5 
HU (aus v,(2@--meoi\ an 3a + moi 
D a ( 2u +1 ene + pen À ( mm A e] i 
db 2 p, o m oi 
es dont (EET pe uM 
D'ailleurs toutes les quantités N nx =) ... sont les racines d'une 


même équation du degré (24<+ 1)* et dont les coéfficiens sont des fonc- 
tions rationnelles de c*. 


7. Si la fonction 3x 
ZX (ore)? 
dont le module c est réel et moindre que l’unité, peut être transformée 


dont le module ce’ est réel ou imaginaire, en mettant pour y une fonc- 
tion algébrique quelconque de x, il faut nécessairement que le module €’ 
Soit déterminé par l'une des deux équations: 
7 (+93) (1 3-21) (Ha). 
2.V 9. : 
V = VV FD 
rates bg tse qid ur 








| 149: 14 140 
ou 9, — 9", w étant rationnel; ou ce qui revient au méme: 
a+ uti) st 
71.8 & 4 ) , 

/ A | 
p et pw’ étant des nombres rationnels quelconques. 

8. La théorie de la transformation devient trés facile à l'aide 
des propriétés les plus simples de la fonction A6. Pour en donner un 
exemple, soit proposé le probléme: satisfaire de la maniére la plus géné- 
rale à l'équation 

Mord n L Ox 
Anne) — "Als, c) 
en supposant c et c' moindres que l'unité et y fonction mtionpebe: réelle 
ou imaginaire de x. 

Soit  — A0, y — A'0', en désignant par A la fonction qui répond án 

module c'. L’équation différentielle se changera dans ce cas en 90 /— 600, d'ou 


0' = ef + a, 
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a étant une constante. Cela posé, soit 
Dios M fiia 
Fous 
on aura 


ci 16 
Modo) = Fag 


En mettant 6+ 23a, 0 Loi au lieu de 6, A0 ne change pas do valeur et 


# 


par conséquent on doit avoir: 
| N(e0—+2em+ta) = A'(c04-a), 
A'(sü-d]- £9 i-]- a) = M (c0 +a). 

Donc, si l'on désigne par o' et o' les valeurs de @ et e qui répondent au 
module c', on aura en vertu de (2.): 

2eg = 2mo +n, 

soi == 2m'ao -- n'w' i, 
ce qui donne 


ad OA ww! ol, 
É zi = n'-— —9m!-—i 
"+5 y "LL 
donc: 
wo’ a! n Wr / 
m— = ni—, dj zh = — 23m À 
© (#2) @ €) 
ou bien: 
o -:miorbuno 7 0 
0^ VT i Wt Ll. 4m''a 
Maintenant, si c est indéterminé, cette bios ne pourra subsister à 
moins qu'on nat OU n- 90, m' = 0,) 0u!níw—0,. 7r: Dans le pre- 
mier cas e est réel et 
oo! , 9 
= ONE RAN " 
[7] 0 
et dans le second cas e est imaginaire et 
"mv Pac 
= —,—i = — 2m —i. 
2 © 10) 


Supposons e réel. Alors on aura ce théoréme: 
„Si deux fonctions réelles peuvent être transformées l'une en l'autre, 
il faut qu'on ait entre les fonctions completes a, e, a’, w‘ cette relation: 
Qu d ER 40. 
| wer. md 
où n'' et m sont des nombres entiers." 
On pourra démontrer que si cette condition est remplie, on pourra 


effectivement satisfaire à ER 


[xe uu E 
QU 40) E A (2,0) 
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Rien n’est plus simple que de trouver l'expression de y. Il suffit pour 
cela de chercher les racines des deux équations Qx —0, fx =0. 


Désignons par Ad et Ad’ une racine quelconque de ces deux équa- 
tions, on aura, pour déterminer 0 et 0’, ces deux équations: 
| A'(eü-j- a) —0; N' (ed Ha) — X: 
ce qui donne: 
Ü UM k / k^ 1: À ny MEA. k / k' I ww! . 
om? cb gs =—a+—a +( +2) 
c'est-à-dire: 
Ü — — 4 | k k/ i , 6! ue k k! 1 0) . : 
I sh oie 3 -———a- ru T-: 
k et b^ étant des nombres entiers. Pour trouver a, il suffit de remarquer 
que AO ne change pas de valeur en mettant c — 0 au lieu de 0. On 


aura donc 
A (ec — £0-- a) = A'(e0 +), 


a — i(2uJ-1—7)o,--' e, i]. 
Dans le cas ou 7 est impair, on pourra toujours faire a — 0. 


ce qui donne 


Connoissant les valeurs de 0 et 0’, on aura immédiatement les ra- 
cines des deux équations Qx — 0, fx — 0, et par suite lexpression des 
fonctions ®x et fx en factorielles. Les formules les plus simples répon- 
dent aux cas de m — 1 ou 27'— 1, et elles sont les seules dont il s'agit, 
n' © 


—.—. On pourra aussi se 
m C€O 





° . A . wo! 
comme il est aisé de voir par l'équation — = 


servir des expressions de la fonction AO en produits infinis rapportées 
plus haut. J'ai fait voir cela dans un mémoire, présenté à M. Schu- 
macher pour son journal. | 


9. Le cas ou un des modules c peut étre transformé en son 
complément y//(1— c?) — b, mérite une attention particulière. En vertu 


A ^ ow! n © | 
de l'équation — == —.—, on aura dans ce cas 
@ m.W 


co MAN (2) Oy Ox 

UT — uim TREE peram. 9 as Ar 7 PURE te 

m n et ZA (y; b) Vin.) LX (a, €) 
Le module c sera déterminé par une équation algébrique qui paroit étre 
résoluble par les radicaux; au moins cela aura lieu effectivement si 


m . . . . 
— est un carré parfait. Dans tous les cas il est facile d'exprimer c par 


des produits infinis. En effet, si L M Va) , On a: 
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ye er eem Dey, 
tips Ge 0) arem)... 


Men MN 
"ases Vip Meera: RE 


Si deux modules c/ et c peuvent être transformés l'un dans l'autre, ils 
auront entre eux une relation algébrique. Mais généralement il parait 
impossible d'en tirer la valeur de c' en c à l'aide de radicaux *), mais 
il est remarquable, que cela a toujours lieu si c peut étre transformé en 


son complément. Par exemple si c*— 3. 


Les équations modulaires jouissent d'ailleurs de la propriété remar- 
quable, que toutes leurs racines peuvent étre exprimées rationnelle- 
ment par deux entre elles. De méme on pourra exprimer toutes les 
racines par lune d'elles à l'aade de radicaux. 

10. On pourra développer la fonction A0 de la maniére suivante: 

| 19 = 0 + a 03 La! 05 +... 
1406: 4704.02? 
où le numérateur et le dénominateur sont des dec toujours convergen- 
tes. En faisant 


Q0 — 0-- a0 --a'0 4 .... 

fO = OL OI OL... 

ces deux fonctions auront la propriété exprimée par les deux équations: 
Q(04-0).0(0—6) = (Q0.fo^? — (90°. fóY, 
J(0'+0).f(0—0) = (fo. fo — c (P 0.90)", 

ou 6’ et 9 sont deux variables indépendantes. Ainsi p. ex. si lon fait 

(== 0, eon. a 


f(20) = (f0f— e(poy. 


Ces fonctions jouissent de beaucoup de propriétés remarquables. 








*) Dans le cas par ex. où y est de la forme: 
y c (a^—x?)(ai—x?) . 
v'ü—ax)ü-—oasix) — 5 

l'équation entre c/ et c est du sixième degré. Or je suis parvenu à démontrer rigoureusement, que 
si une équation du sixiéme degré est résoluble à l'aide de radicaux, cette équation sera decom- 
posable ou en deux auires du troisieme degré, dont les coéfficiens dépendent d'une équation du se- 
cond degré, ou elle sera décomposable en trois équations du second degré, dont les coéfficiens sont 
déterminés par une equation du troisième degré. L'équation entre c' et c ne parait guère être de- 


composable de cette sorte. 
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11. Les formules presentées dans ce qui précède ont lieu avec 
quelques restrictions, le module c étant quelconque, réel ou imaginaire. 





Premiére partie. 


Des fonctions elliptiques en general. 


Chapitre I 
Propriétés générales des fonctions elliptiques. 


Les fonctions elliptiques jouissent comme on sait de cette propriété 
remarquable, que la somme d'un nombre quelconque de ces fonctions peut 
étre exprimée par une seule fonction de la móme espóce, en y ajoutant 
une certaine expression algébrique et logarithmique. La décou- 
verte de cette propriété est düe à M. Legendre. La démonstration que 
cet illustre géométre en a donnée, est fondée sur lintégration algébrique 


dB l'équation en 
Ox 


Wet ly En Lita C VeiTe rene) 
L'objet de ce chapitre sera de démontrer cette propriété des fonctions 
elliptiques, mais en sappuyant sur des considérations différentes de celles 
de Mr. Legendre. 


TUE 


Démonstration d'un théoréme fondamental. 

Nous commencerons par établir un théoréme général qui servira 
de fondement de tout ce qui va étre exposé dans ce mémoire et qui 
en méme tems exprime une propriété trés remarquable des fonctions 
elliptiques. 

Théorème IL Soient fx et Qx deux fonctions quelconques en- 
tiéres de x, lune paire, l'autre impaire, et dont les coéfficiens soient 
supposés variables. Cela posé si l'on décompose la fonction entiére paire 

ar @ay (az) 
en facteurs de la forme a?— x), en sorte que 
1. (fxy (Quy (Ar = A: (a2?) (a? gh) (ist) (2 2x7) 
ou 4 est indépendant de lindéterminée P je dis qu'on aura: | 


ce fad- 9a. Aal 
Ay HE, = HE + IX +... + Im, — Ue UT dog eps Aa)? 


Cralle's Jenrnak IV. Bd, 3, Ill. 32 


: 1 
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ou a désigne le paramètre de la fonction x, en sorte que 


OV Im pe 
ads 
La quantité C est la constante d'intégration. 


Démonstration. Supposons d'abord que tous les coéfficiens des 
diverses puissances de x dans fx et @x soient des quantités variables in- 
dépendantes. Dans ce cas toutes les quantités %,, #25 + « « . X, seront 
évidemment inégales entre elles et fonctions de ces variables. En désig- 
nant par 4 lune quelconque entre-elles, l'équation (1.) donnera 


4, (fap — (x). (Ax)? = 0, 
(9. fx--Qx.Ax = 0: 


Cela posé, faisons pour abréger 
pa = (fx) — (px) (cy, 
et désignons par W/o la dérivée de cette fonction par rapport à x seul. 
De méme désignons par la caractéristique 0 la différentiation qui se rap: 
porte aux seules variables indépendantes. Puis en différentiant, on tire 
de l'équation (4): | 
Vx.0x-L29fx.0fx-——29x.0fx.(Avy) — 0; 
mais en vertu de (5.) on a: 
fx = — 0x. Ax, 
Dias ei —fx.Ax, 


et de là: 


donc en substituant: 
br. 0x —2Ax(Dx.dfx—fx. OQ x). 
De là, en divisant par in). Ax, on tire: 


pr 2 (gx. V PER 


Fe 


Wn ram fe =) o— fa. dpa) 

eee ayo 

Maintenant en (faisats) Re oo og, APN) oe 
faisant pour abréger: 


2(Px.dfa—fx.dPx) — 0x, 


et intégrant: 


ajoutant les résultats et 


on obtiendra: 
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6.. iq SM api: pn 
Ox - Ox Ox | 
"tees Bent ees 

pia y at À ^ ange — / 

Aa) - utm ( 2) qe, 
Mais 0x étant une fonction entière de a* dont le degré est évidemment 
inférieur à celui de la fonction x, le second membre, suivant un théo- 


'réme connu sur la décomposition des fonctions fractionnaires, se reduira à 


aÜa 


24a? 


 cest-à-dire en substituant la valeur de 0a et celle de Wa, à: 


qa.0fa— fa.öpa 
(fa)? — (pa) (Aa)*' 
Cette intégrale se trouvera facilement; en effet Aa étant constant} on 


aura en intégrant d'aprés les En connues: 


a (fakpa;:Aa 
ei 2Aa Eko A, 


où C est la constante d'intégration. Cette fonction étant mise.à la place 
du second membre de l'équation (6.), donnera précisément la formule (2.) 
quil s'agissoit de démontrer. 

La propriété de la fonction Z/(x), exprimée par la formule (2.), 
est d'autant plus remarquabie, qu'elle aura lieu en supposant la fonction 
Ax“ racine carrée d'une fonction quelconque entière et paire de x. En 
effet la démonstration précédente est fondée sur cette seule propriété de- 
la fonction Ax. Donc on a de cette sorte une propriété générale d'une 
classe trés étendue de fonctions transcendantes *). 


La formule (2.) étant démontré pour le cas, où les quantités x,, 
Las 209. . x, Sont inégales» entre elles, il est évident qu'elle aura lieu 
encore en attribuant aux variables indépendantes des relations quelcon- 
ques qui pourront aussi rendre plusietrs des QENDUIEA ED oup PEUT E, 
égales entre elles. 


Il y'a à observer, que les signes des radicaux Ax,, Ax,,...- Ax, ne 
sont pas arbitraires. Ils doivent être pris tels qu'ils satisfassent aux équations 


7. fx, + Ox, Ox, 20; +08, =0;... fu + Ox, A x, — 0, 


qu'on tiré. de l'équation (5.), en mettant pour x les valeurs x,, Lay»... Ku 





*) "Voyez sur cet objet un mémoire inséré dans le tome III. page 313. de ce journal. On en 


trouve un ihéoréme beaucoup plus général: tome IV. page 200. 
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La formule (2.) exprime une propriété de la fonction de la troi- 
sième espèce ZZ(x). Or rien n'est plus facile que d'en déduire des pro- 
priétés semblables des fonctions: 


8. ox ff et a,c = 
D'abord si l'on fait a infini, on a x — ax; mais a est clair, que la 


partie logarithmique de la formule (2.) s'évanouira dans ce cas; le second 
membre se réduira donc à une constante, et par consequent on aura: 
(9.) BL, Hat... DL, = C. 


Egalement sı l'on développe les deux membres de l'équation (2.) suivant les 


P. 





1 
puissances ascendantes de —, on aura, en comparant les coefficiens de - = 
dans les deux membres: 
10. 9,9, -- Do ces + DL, = C— p, 
25 p est une fonction algébrique des variables, savoir le coéfficient de 
= dans le développement de la fonction 
ant Taree ó ANC 

| AG 5 fa—ga.4a} 

suivant les puissances ascendantes de = 


En vertu des formules (2. 9. 10.) il est clair, qu'en désignant par 
Vz une fonction quelconque de la forme: 








er E e Q (M ox 
V | gH orte eq tein =| Ae Aa? 
at 


11 on aura: 
: T '@.a fa+paAa 
ae, db, t+... + ba, = ware te MR 
BE (RE pas Aa €. d, À ee 
2 Aa; 98 faiy—Qa,4Na,) " | ^ 24a, POTE Aa 
On voit que cette équation a lieu quelle que soit la constante A. 


AP : 

Propriété fondamentale ioa fonctions elliptiques, tirée 

des formules précédentes. 

' Dans ce qui précède les quantités Lis Los 35 + . . 2, Sont regar- 
dées comme fonctions des coéfficiens variables dans fx et Qz. Suppo- 
sons maintenant qu'on détermine ces cocíficiens de manière qu'un certain 
nombre des quantités z,, Tepes es By prend des valeurs données mais 
variables. 
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Soient 
Vip Lg e» wo * Im 


des variables indépendentes. Alors les coëfficiens dans fz, @x deviendront 
des fonctions de ces quantités. En les substituant dans l'équation 
(fs — (P2) (zy = 0, 
le premier membre sera divisible par le produit 
(a —x (a —2x,) . .. . (a — x), | 
et le quotient, égalé à zéro, donnera une équation du degré m—m par 
rapport à x’, dont les racines seront les p — 7? quantités: 


2 o 2 
Jas duo» Len a En) T, 


qui par suite sont des fonctions algébriques de z,, 2,, +++ + Um 

Le cas le plus simple et le plus important est celui, où le nombre 
a — m ala moindre valeur possible. Pour avoir ce minimum, il faut 
donner aux fonctions fx et Qz la forme la plus générale pour laquelle 
le degré de l'équation (fx) — (Or) (Ar) = 0 est égal à p. 

Il est facile de voir que le plus grand nombre de coëfficiens pos- 
sible à introduire dans fa et Qz, est y. Mais, puisqu'en vertu de la forme 
des équations (7.) on peut supposer un de ces coéfiiciens égal à l'unité, 
sans diminuer la généralité, on n'aura réellement qu'un nombre de u — 1 
indéterminées, On pourra donc faire ma — 4 — 1, en sorte que toutes 
les quantités. 2,, 2, . .. . æ,, excepté une seule, seront des variables 
indépendantes. Par là on aura immédiatement la propriété fondamentale 
des fonctions elliptiques dont il a été question au commencement du 
chapitre. | 
Il y a deux cas différens à considérer, savoir u pair ou impair. 

Cas Il. mw étant pair et —27. 

A. Si la fonction fx est paire et Qz impaire, il est clair que 

fx doit être du degré 272, et Ox du degré 22 — 3. Faisons donc: 
12. Le D, + de tet... anus par, 
at Qo — (b+. ba? +b, et... - bua) 


13. (fxy—(Qzy (1—2a*) (1A—e? x) = (a?—2?) (a?— 22) .. .. (z^—22,5) (3 —Y ^» 
où nous avons mis y au lieu de 2,,, qui sera une fonction des variables 
Ty ape + + + a 

Les coëfficiens Qj, Gy) Gay .... Quins Dos Dis ... Du. Seront expri- 
més en fonctions de z,, z,, .... à l'aide des y —1 équations (7.), savoir: 
13. fr,--Qr,.4Ax, —0; fz,--Qx,. 423, —05 0.005 faa Plon Ar = 0 


e 
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Ces équations, étant linéaires par rapport aux inconnues, donne- 
ront celles-ci en fonctions rationnelles des quantités: 
yi SR NER NET MIRE. BOD PRG nL 
Ii est clair qu'on pourra donner aux radicaux Ar, Az,,.... Az 
des signes arbitraires. | 


Pour avoir la valeur de y, faisons dans l'équation (12. 80 


Cela donne 
x a, + Tum - 
d'ou l'on tire: 
a 
14. y= | 


Uu (asc Lonny 





La quantité y est donc une fonction rationnelle des variables z,, z,, .... 
et des radicaux correspondants. 


$i maintenant y a cette valeur et qu'on fait y 

À Ton — T7 AY, | | 

les formules (2. 9. 10.) donneront: - in 
HL, A GL, esse 9X oy + C, 

15. loto: + 944 ay, — by + C, 


NES Li 3% ote fatya.Aa 
Hz Ux, lan, = Wy gr lo ge cere G. 


Quant aux fonctions ay, a y, Wy, il faut bien observer que le signe du 





radical Ay n'est pas toujours le méme. Il sera dans tous les cas deter- 
mine par la derniere des équations (7.) qui, en mettant pour Yan et AT, 
leurs valeurs y et —Ay, deviendra: 
Jy — Qy Wy. 
On en tire 
16. * AW°—= Ty. 
us Py 
et cela fait voir que le radical Ay, comme y, est une. fonction ra- 
tionnellemdes, quantités 7), 53 dd At. a. | 
La fonction y a la propriété d'être zéro en méme tems que les 
variables 2,; 2, - . «i+ Men .,» Kn eflet si lon. fait 
LB... = Lynn = 0, 
l'équation (13.) ne pourra subsister à' moins que tous les co&fficiens a, 
Ay ert Enr PR CARTE br ne soient égaux à ZérO, donc. cette: duas 
tion se réduit à: | Gr mm 
rU — pU (zr? — y?), 
donc on aura Y = 


2n—1 . 
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On pourroit donner le signe contraire au second membre de l'é- 
quation (14.). Celui que nous avons choisi est tel que le radical Ay se 
réduit à 41, en supposant z, — 2, — 2, =... . 2,4, — 0, et en même 
tems Az, = A, =.... AZ, ,-—-L-1. Pour démontrer cela, suppo- 
SONS Li Los . © + . Lon, infiniment petits, on aura dans ce cas: 

AU RETE RES. UL. ar e, 
et les équations (13/.) font voir que z,, 2,, . . . . Ym, satisfont à l'é- 
quation: | ME 
AM a? Lhe, gab ba bbe be, = 0. 
Cette équation étant du degré 27, doit avoir encore une racine. En la 
désignant par Z, on aura: 


C, — Ze, og ee ve Voy 45 
donc en vertu de l'équation (14.): 


L’equation est donc satisfaite en faisant = — y. Or cela donne 


y" tay be bay? fay = (bh-4b5y|.e.cbbhay"vy 
donc en vertu de (16.): 
18. Ay = +1, 
On pourra encore remarquer que y se réduit pour des valeurs infiniment 
petites de.z,, 2,,.. . omg, à ha, 4,0. Lau ^ Cela fait voir 
l'équation (17.), qui, n'ayant pas de second terme, donnera la somme des 
racines égale à zéro, c’est-à-dire: 


ey Hd. ms y =) 0; 
CA EL UE mici a 


B. Si fx est impair et @x pair, fx doit être du degré 22 — 1 
et Ox du degré 2n—29. Donc on aura dans ce cas un nombre de 2n—1 
coéfficiens indéterminés, et on parviendra à des formules semblables aux 
(15); mais la fonction y aura une valeur différente. On démontrera al- 


donc: 


sément qu'elle sera égale à = la valeur de y étant déterminée par l'é- 
quation (14.). ! | 
Cas Il. Si & est un nombre impair et —27 1 1. 
^4. Si fx est impair et @x pair, on aura: 
90. m = (a, + «c + Ei +... ta HEN) 
| Oe = bd-.5,2 tern. be 
21. (fry—(Qzry(1—2*)(1— ca?) = (a?*— 2?) (zà— 22)... (2 Ton) (z^ — y^). 
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Les coéfficiens @, &%» » +. + 05353 dos b,, +. . : b,_, sont déterminés par 
les 22 équations linéaires: | 
RR: fr, +@x Aa, —=0; fr, x... Az, =0; eee 6 zn + Or: INS 0; 
La fonction y le sera par l'équation: 

bo 


29. y = —————— 
Lee Con 
qu'on obtiendra, en faisant dans Qi) aux Du 


Enfin le radical Ay est déterminé par 


U Ay = 2 


’ 


Cela posé on aura: 

or, + oz, -....d- ox, = oy-d-€6,. 
von o1, + Do X, "n edad si Do Von vr s ay b, + C, 

Wap Bays: epar giis dE en Ei eee LC 
Les fonctions y et Ay sont, comme dans le cas précédent, des fonctions 
rationnelles des variables x,, x,, .. .. 2, et des radicaux Az, Az, ... 

. Az,,, et on demontrera de la méme manière, qu'on aura pour des 
valeurs infiniment petites de z,, æ,, 2... Qn, 
26. y = atat....+2,; Ay = +1, 

si l'on suppose en méme tems que les radicaux Az, A25, . . . + Ada, 
se réduisent à +1. y s'évanouira simultanément avec les variables. 

Les formules (25.) pourront d’ailleurs être déduites sur le champ 
de celles du premier cas, en y faisant z,,, — 0, et changeant ensuite 7 
en 2-1. 

B. Si fx est pair et @zx impair, on parviendra à des formules 
semblables. La valeur qui en résultera pour la fonction y, sera égale à 


| 


=: ou y est déterminé par la formule (23.). 


On voit donc par les formules (15. 25.), qu'on pourra toujours' expri- 
mer la somme d'un nombre donné de fonctions par une seule fonction de 
la méme espece, en y ajoutant, pour les fonctions de la premiere espéce, 
une constante, pour celles de la seconde espéce une certaine fonction 
algébrique, et pour celles de la troisiéme SN une fonction loga- 
 rithmique. 

En faisant attention qu'une intégrale quelconque de la forme 


02.02 
Loo ? 
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peut être réduite aux fonctions wz et ox et à un certain nombre de 
fonctions de la iroisiéme espéce, en y ajoutant une expression doi 
et logarithmique, il est clair qu'en faisant 


Vac fcri 


27. vam, + ax, + Y2... = Py pute, 
ou v est exprimable par des fonctions algébriques et logarithmiques. 

En vertu des formules (15. 25.) il est clair que la fonction v ne 
change pas de valeur, si l’on ajoute à la fonction rationnelle 0x une quan- 
tité constante quelconque, de sorte qu'on peut supposer également 


o 
Je dis maintenant que la fonction J est la seule qui puisse satisfaire à 


l'équation (27.). En effet si l'on différentie cette équation par rapport à 
l'une des variables indépendantes z,, 2;, .. .., par exemple à z,, on aura: 


UD EOS, c Y de ). dx Earl -).08 d 
Cela posé, si lon suppose toutes les quantités æ,, 27,, . . . . y égales à 
des constantes déterminées, on aura, en mettant x pour z,, et faisant 


Ov ey 
My n i, 9x; "3/5 cbr dE 


V'z.0z = A.gdx-+ poz, 
pe = f(49+p)0z. 


La fonction Ya ne pourra donc renfermer qu'une seule constante indé- 
_ terminée 4, et par conséquent: 
o 
Pa = f(A+ OX) -— 
v (4 TF 02) x 
est son expression générale. 
Les propriétés exprimées par les formules de ce paragraphe ap- 
partiennent donc exclusivement aux fonctions elliptiques. C’est pourquoi 


on aura 


d'ou lon tire: 


je les ai nommées fondamentales. 

Dans les formules que nous avons données, y a une valeur unique, 
mais on pourra satisfaire aux mémes formules, en mettant au lieu de y 
une expression algébrique contenant une constante arbitraire. En effet, 
pour avoir une telle expression, il suffit de supposer une des variables 
Ey 3,543, .. .. égale à ime Constante arbitraire, et la valeur de y 
qu'on obtiendra par là, sera la plus générale possible, comme on sait par 
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la théorie de Vintégration des équations différentielles du premier ordre, 
dont lintégrale compléte ne contient qu'une seule constante arbitraire. 

A l'aide des formules (15. 25.) on pourra exprimer la somme d'un 
nombre quelconque de fonctions par une seule fonction. Il est facile, d'en 
tirer les formules suivantes: 


Ito, 4377 Pg MO e TS C+ ay, 
28. m T, i © "Ta +. b, rm Oy —P + C, 

i. i. x CL [die pee 

fitis RR SEE are Tx, = Ty — 4 log fa DA Ale 
OÙ May Mas ++ + + Png A désignent des nombres entiers quelconques, et y 
est une fonction algébrique des variables x,, z,, . . .. z,, de méme 
que les coéfficiens dans fa et Qa. Pour avoir ces formules, il suffit de 


supposer dans (13.) et (21.) un certain nombre des quantités z,, 2,, .... y 
égales entre elles. 








Pour déterminer y, fx, Qz, on aura cette équation: 
29. (fry—(Qzr)'(a—2a?)(1— cr?) 
j = (a*— 2?) (a)... (a — x)" (x — 5°), 
qui doit avoir lieu pour une valeur quelconque de a. 
mS 
Application au cas, oà deux fonctions sont données. 


Pour réduire deux fonctions à une seule, il suffit de supposer dans 
les formules (25.): 


ie) eR bs 


fe arx, Or = 5, 
et pour déterminer les deux constantes @, et 5,, on aura les deux équations: 
os, Ha  d- bj Ar, — 0, at, +z + b AE —.0. 
qui donnent: 


Cela donne 


à, A LT; —2x3 An, Aca: Da HE — Hy 23 

Cr Am, —x,Ax,’ 9.7 tag A, op 

Connoissant 4,, on aura la valeur de y par la formule (23.), savoir pour 
: RM: 


Q, = 





N bo 





. donc: 
a? — a2 
30. y m — = 2 


Tr À a4 —2, AT; 7 
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ou bien en multipliant en haut et en bas par z, Az, — 2, ^ z,: | 


31. y = soy A wate, Amy 


1—c? xi x3 
Si Yon exprime a, et b, en z,, z,, y, on aura ces expressions trös simples: 
32. b,-zm.am.y; A Flex aly’ —ax.—2x.—y 
L’expression de «a, se tire de l'équation © 
(a, æ + jt 5? (1— 27) (1— c*2?) = (a*— 22) (à — 2°) (a^ — y?), 
en €galant entre eux les coéfficiens de a^ dans les deux membres, 
Les fonctions e, et y étant déterminées comme on vient de voir, 
les formules (25.) donneront, en faisant n = 1: 
or, Fox, = oy +0, 
33. 5,2, + Gr, — o, y — 2,2, y + €, 


dc. ao; a-d-a? x, x. yAa 1 
Mz, + Hx, = Wy — Vie: eee DAT C 


Quant à la valeur du radical Ay, elle est donnée par l'équation (24.): 
BIS INC ds UE 
ENTER 
>. x : py o 
c’est - à dire: | 


34, Ay b. Gory? 


Ly Xz 
Pour réduire la différence de deux fonctions à une seule, il suffit d’echan- 
ger les signes de x, dans les formules précédentes, _ La valeur de y de- 
viendra par là: 
dub RES EAN Cir RER ll A LAM 
1 — c? x? x3 x, Ax,+x,Ax, 
Si dans les formules (33.) on fait x, égal à une constante arbitraire, on 
aura la condition qui doit avoir lieu entre les variables de deux fonctions, 


si elles doivent être réductibles l'une à l’autre. En faisant x, — 6, zr, — x, 


on aura: | 
36. ye PRE a sso sy C 
En différentiant, il viendra : 
| EOM 
37, Ay — Muse 


L'intégrale complète de cette équation est donc exprimée par l'équation 
algébrique (36.), e étant la constante arbitraire. Parmi les intégrales 
particulières il y à remarquer les suivantes: | 
1) y —z, qui répond à e—0; Ay — Ar, 
AEN SP 
cx? a 
33* 





2) yor, qui répond à e= $3 A 
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(c? — 1) xc 


— c? x? 


3) yes Cien. qui répond à e—1; Ay =? 
1 1 — c? x? ERW 1 1 —c? 
4) yc rm. qui répond à em; Ay =a. 
9. 4. 


Applibalian au cas, ou toutes les fonctions données sont égales. 
Si l'on fait dans les formules (15. 25.). 
2, mel ee ut A. Se Aa Se AR SS rea TEMO 
on aura celles- ci: 
koxr=oy-6, 
3g, nor = al ta C, 


eo. 0, „SFfetpe: Na 
pie = Hy— log (p epa. FAT 4 + 6, 











39. (fzy—(0e2yra—2)0—e62) = Ce cen, 
z étant l'indéterminée. 
La fonction y est déterminée par les équations (14. 23.): 


40. y. She bo 


ao? WAP act * 
La premiere a lieu si p — 22 — 1, la seconde si p — 27. Les équations 
(13°. 22.) qui doivent déterminer les coéfficiens @,, @,, a5, ...., Dos b, 
b,, .... se réduiront dans le cas que nous considérons à une seule, savoir 
fx +@x.Ax — 0, 

mais en vertu des principes du calcul différentiel, cette équation doit 
avoir encore lieu, en la différentiant par rapport à x seule un nombre 
quelconque de fois moindre que p. On aura donc en totalité x équa- 
tions linéaires entre les w inconnus, d’ou lon tire leurs valeurs en fonc- 
. tions rationnelles de la variable x et du radical Ax. Connoissant @,, @,, 
Aus sony Do, Vis Das ...., on aura la valeur de Ay à l'aide de l'équation: 


Ay =z. 


On pourroit déterminer de cette sorte toutes les quantités nécessaires, mais 
pour mieux approfondir les propriétés de la fonction y, nous allons en- 
tamer le probléme d'une autre maniére, qui conduira successivement aux 
valeurs de y, correspondentes aux valeurs 1, 2, 3 etc. de p. 

Désignons par x, la valeur de y, qui répond à x. On aura 


| ; or, = C+ poe, 
donc: 


19. Abel, théorie des fonctions elliptiques. | 257 


or, m) = Car, + orn, 
m À 0, Lu À Lm 


4 — c^ ap ocu ? 


mais si lon fait 





M == 
on aura, en vertu de (36.): 
Gly OH, == BY, 

donc: 

41. GT tm LI C+ay. 
La valeur la plus générale de x,,,, qui satisfera à cette équation est: 
| | yHeteA 


X uem "e 1—c?e?y? 2 
où eestune constante. Pour la déterminer, soit x infiniment petit; on aura 
Lm = INL, Ly UH, Km (m +), Am = AX, = 1, 
donc: 2 À 
yzcgn--5x,. Ay = 1. 
L'équation (41.) donnera: 
(m4-g)s = (m4 g)s. Ae 4- e, 
donc e — 0, Ae=1 et par suite 2,,,, — y, c'est-à-dire: 
Lu À Dm + Em Ax 





42. XY um war. TE ER 
On aura de la méme maniére: 
43 x hit ty A 0m — Lm À Lu 
Aron Cras uli--^35 586-4 
7n AH 


La première de ces formules servira à trouver x,,,, lorsqu'on connoit 
4, et x,; on pourra donc former successivement les fonctions 
Hey X35 X45 Ay © 0 © 9 
en remarquant que x, =x, Ax,-— Ax. 
Si m=1, on trouvera: 
| 23254 à 
Ah, xu — TR UR RE 
: nh —1 DRE YU ds 
# # 1—cx° x, 
En remarquant que 
Uy = Dy ML, 
cette formule fait voir que x, est une fonction rationnelle de x, si x est 


un nombre impair, et que x, est de la forme p.Ax, où p est rationnel, 


. . e oC . 
si x est un nombre pair. Dans le premier cas A £ est rationnel et Ax, 





x 
lest dans le second. On voit également que x, sévanouira en méme 


tems que Ax, si @ est un nombre pair. Les quantités 





x A our Rs 
244-1? Ax ^ Loa’? wu 


sont done des fonctions rationnelles de x. 
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Si l'on multiplie entre-elles les deux formules (42. 43.) il viendra: 


2 2 
AAP Span: PS bo me 1 
em PIC 1 — c^ a o5? 
équation, qui paroit exprimer la plus simple relation qui puisse étre éta- 
blie entre les fonctions z,. 





u 
En v faisant 77 — &— 1, on aura: 
9 
1 Li, m 
LM NE te TUN 
c 1— co’ x, 804-1 


De méme si l'on fait 72 =», on aura: 
du 
T AM o pliego oe 
: 1— c x 
Ces deux formules semblent être les plus commodes pour le calcul des 
fonctions 755.25, ne 
Pour trouver les expressions les plus simples de z,, supposons: 
c RE WO 
gu Qu 
OU p,, Gm Sont des fonctions entières de æ, n'ayant pas de diviseur com- 
mun. En mettant ces valeurs dans l'équation (46.), on aura: 
Powe 2 Pu du er 
Jeu qu— c^ Pu 
Or il est évident que la fraction du second membre est réduite a sa plus 
simple expression; donc on aura séparement: 
— . ei yy 4 
48. Poy = 2PuGulus Jou == u CPu- 
En faisant les mémes substitutions dans l'équation (45.), on obtiendra 


au 3 2 
49, Pau — Pata Qu: Pu 
Qou—1 Qu: Gut —c Pa Duca 


Or je dis que la fraction du second membre est réduite à sa plus simple 
expression. En effet si l'on avoit pour une méme valeur de z: 


Zo AC 2. 4,2 are $ tre 2 2 2 my 
Pu 0 u— Qu Pur UR. 0, Ju Üm—|— € Pu’ Pu-ı paces 0, 
on auroit encore: | 
cta 9 2 9 2 p 
T, — V 5 1 M C Dye Xi — 0. 
Mais on a en général 
x, AD Lu A Due Tux e À Du an Ly — Lu 
PE D der PITCH 2 OLI 00 ons ANNE OT D 7. LOST EEE NEE UU F 
ee 1— cx. Lui Dh AN RE — Gua AX d 


donc aussi: 
TA JE T Tu A Ty == 00! 
ou bien: 
POM JUNE E TREE, DU NE, n D mere? 2 2 
T T! — Xa {1 C T, = 0 = ja) {1—c T.H 


» 
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ce qui est impossible, car on doit avoir: |^. ' 
| 
2 — ra 
h Ty oer y C e 


Cela posé, l'équation (49.) donnera: 
pou 2 
0. Paya = e Pat Pan at Pa] ) Pauca = Que aca — © Pus Pacis 
51 donc on détermine successivement les fonctions 


Peo Yoo P39 939 Pa» Gare ees 


par les équations (48. 50.), P* sera toujours réduit à sa plus simple ex- 
Ju 


pression. 
On pourra faire p, =z, Ur T, D'aprés la. forme des expressions 
(48. 50.), il est clair que fia 
1) Peu est une fonction entière et impaire de x du degré (au — 1), 
2) Pou = p'.Az, où p' est une fonction entière et impaire du degré 
(2 uy — 3, | 
3) 9, est une fonction entière et paire du degré °—1 ou p^, selon que 
p est impair ou pair. 
Les fonctions z,, , et x,, auront donc la forme suivante: 
So Ao +A, x? +4,24... HA aya x0 





51. Vou — : 1+ A}. x? + A, ott... vp d asit Ta) mA , 
S ELT. c. Ax.{B ot B, x? +B,xct*+....-B,2 4: a 2H)? 4 
04. Vou = BU UE DIS ES BOUE ec ADS DT A 
On aura par exemple: 
| 22Ax T 3—4 (1+ c?) 2? +6? x^ — c*x° 
53 X. "S 1—c* 27h47) T3 — I. tbe a* -- 4c? (1+ 0?) x$ — Sota 


Il est facile de voir que Tes coëfficiens 4,, 4,,.... Any ars 
B, B,,.... Bi, Bi, .... seront des fonctions entières de c. Ona 
toujours 
A a uy s aoro on Vet AE Di 
La fonction z,, est, comme on voit, irrationnelle; or on peut fa- 
cilement trouver une fonction rationnelle y qui satisfasse à l'équation 
Ó Ox 
Ay = gH As" 
Une fonction de cette sorte est la’ suivante: 


gd, Nam V( rs) PAK 2 


= 
1-2 Tou 








car on a en vertu de (37.): 


€ 
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et y est rationnelle, puisque les fonctions Az,, et a2, le sont. On verra 
aisément que cette fonction y aura la forme: ! 
0% y = 10.84... +8. Ow" 
1+0.x°4+.... + pat? 
Pour 54 — 1, on aura: 
90... y= Cod Le ac“ 
—2c? ac? -]- c? x^ 204 * 

Nous verrons dans la suite, comment les fonctions x, et y peuvent être 
décomposées en facteurs et en fractions partielles. 

Nous ferons voir aussi que les équations précédentes sont toujours — 
résolubles algébriquement par rapport à x, en sorte qu'on puisse ex- 
primer x en c, à l'aide de radicaux. 


Chapitre II. 
Sur la relation la plus generale qui existe entre un 
nombre quelconque de fonctions elliptiques. 


Aprés avoir établi dans le chapitre précédent les propriétés fon- 
damentales des fonctions elliptiques, nous allons maintenant en faire d'ap- 
plications au probléme général, que nous nous sommes proposé. Nous 
ferons voir qu'on pourra en ramener la solution à celle de quelques au- 
tres plus simples. 


n 1. 

Sur la forme dont l'intégrale M différentielle quelconque algé- 
brique est susceptible, en supposant cette intégrale exprimable 
par des fonctions algébriques, logarithmiques et elliptiques. 

Soient z,, 2,, r; .... Z, un nombre quelconque de variables, liées 
entres elles par des équations algébriques dont le nombre est moindre 
que celui des variables. Soient y,, y,, .... y, des fonctions algébriques 
quelconques de ces variables et supposons que la différentielle 

Vr Oy KH Yardzachier de Vins 9 Ly 
soit compléte et que son intégrale soit exprimable à l'aide de fonctions 
algébriques, logarithmiques et elliptiques, en sorte que l'on ait: 
98. f(y,Ox--y,Om +...,+7y,02,) 
= u + A, logu,+ A,logv, + ....+ 4,logv, 
te e, V, (2) + C (Es) + L'on “5 CRU (x), 

ou Ay 4, - +++ My, di, Say ..... & Sont des quantités constantes, u, v,, 

Up eer Uy, Lio boy + + + 5, des fonctions algébriques des variables z,, 

Le, RS EUR D, Wis»... W, des fonctions elliqtiques quelconques 
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des trois espéces avec des modules et des paramétres quelcon- 
ques, Désignons respectivement par c,, 6,, .... €, les modules de ces 


fonctions, et faisons pour abréger: 
98. +Y[(1—2’)(1—c?, x*)] = A, 2, 
en sorte qu'on ait en général: 
0'. 0x 
95. Ym® Ne Am s 
où 6 est une fonction rationnelle de x^ de l'une des trois formes: 


1 
. LENT RNC | NDS 
1; 2; a? 


— —— 





a? 
selon que %„x est une fonction de la premiere, de la seconde ou de la 
troisième espèce. Nous pourrons méme supposer que Ó'soit une fonction 
rationnelle quelconque de x. 


On pourra regarder un certain nombre des quantités z,, z,, .... c, 
comme variables indépendantes. Supposons que les 7? premières 
RE. ER FR 
le soient: dans ce cas toutes les quantités: 
61. Dni? Tubo, .... Tuy Lis i23 LEE EO Ln U, Ui » Us » CAT RC 0. V3 yi» Vo9 .... Yu 
seront des fonctions algébriques de æ,, 2, + + + + Zu: 


Cela pose, imaginons une fonction aleehrigng 0 telle qu’on puisse 
exprimer toutes les fonctions: 

DEU EUGEN EDER Ar A 
rationnellement en | | | 
639. 0, By, 0 25, oes © Buy Vir Yoo Ya t Ya 
Il existera une infinité de fonctions 6 qui jouiront de cette propriété. Une 
telle fonction sera p. ex. la somme de toutes les fonctions (62.), multi- 
plies chacune par un coéfficient indéterminé et constant. Cela est fa- 
cile de démontrer par la théorie des équations algébriques. La quan- 
tité 0, étant une fonction algébrique des variables z,, 2,, . . . ., pourra 
donc satisfaire à une équation algébrique, dans laquelle tous les coéffi- 
ciens sont des fonctions rationnelles de z,, x,, . .. . Or au lieu de 
supposer ces co@füciens rationnels en z,, z,, . . . ., nous les supposerons 

rationnels en - 
10 lE RR ONUN: 2 ae N DN ast Aig! 
Cette supposition admise, on simplifiera beaucoup le raisonnement. 
Crélles Jonrnal. IV. Pd. 3. Hfe. 34 
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Soit donc ^E UR 65» fim: 
l'équation en 0, désignons son degré par 0 et supposons, ce qui est per- 
mis, qu'il soit impossible, que la fonction 0 puisse être racine d'une autre 
équation de la même forme, mais dont le degré est moindre que 0. 

Imaginons maintenant qu'on différentie l'équation (57.) par rap- 
port aux variables indépendantes x,, 2,, . . . . 2m. Il est facile de voir, 
que la différentielle qu'on trouve sera de la forme 

60. p,. 0x, DL p,. 0a, E... 4 poc Om, = 0, 


OÙ Pr» Pay + + ++ Pm Seront des fonctions rationnelles des quantités 


Bry Boy eee 6 Ling Lntiyg oe ee Buy Vis Vos eee Vus Uy Vey Vae Up vos Us 
By day eee Ls, ee os Lay OG), AS), e IS S) 
Donc en introduisant la fonction 0; p,, Poy . . . . Pm deviendront des 
fonctions rationnelles de 
67. 00 Pia ey wren a Ding Vary Var pue 
Cela posé, l'équation (66.) donnera séparement 
Dom po Pl OY ME 
et il est clair que si ces équations sont satisfaites, l'équation proposée (57.) 
le sera également. Maintenant les équations (68.) sont autant d'équa- 
tions en 0 de la même forme que Y — 0, ou pourront aisément être ré- 
duites à cette forme; mais suivant l'hypothèse 7 — 0 est une équation 
irréductible en 0, done il suit d'un théoréme connu, que toutes les équa- 
tions (68.) seront encore satisfaites, en mettant au lieu de 9 une quel- 
conque des racines de l'équation /= 0. Donc l'équation (57.) aura lieu 
quelle que soit la valeur de 0, pourvu qu'elle satisfasse à /=0. 
Designons, pnr. o6 wd. nde Racer aga 
les racines de l'équation 7 =0 et par 
TOS GERM y. vus SV I TURNER EUR S UA SoM Sennen: 49) 
les valeurs correspondantes des fonctions vu, Um, £,. Li’équation (57.), en 
substituant dans le second membre les expressions des quantités u, v, - 
Us + ees fz, by, donnera Alk), Alt)... em fonctions rationnelles 
de 0, 2,, D... Z,, ys, Vas eee Yu; Substituant ensuite au lieu de 6 suc- 
cessivement les À valeurs 0,, 0,, . . . . 05, l'équation (57.) donnera, dis-je, 
0 équations semblables qui, ajoutées ensemble, conduiront à celle- ci: 
Job te y 02) = i du bee pu 
71. (HA. (logs, + log uy... log vt +... td, (logv,4- log; +. log v^] 
Are S) 2) H ED CNE Die «pta FL) FD}. 
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Le second membre de cette équation pourra encore étre réduit à une 
forme beaucoup plus simple. Considérons d'abord sa partie algébrique 
72. WU Hut... +9) = ZF, 
Cette fonction est exprimée tue toit en 
Pis Boy ose + Lys Vis Vos > + + Yan Ory Ory + + + +059 
mais elle est en méme tems symmétrique par rapport à 0,5 @,,.... 65, 
donc en vertu d'un théoréme connu des fonctions symmétriques et ra- 
tionnelles, on pourra exprimer la fonction Z/ ratiónnellement en 
79, 092551559. 49$ dati, Van Yard one Ya 
et par les coéfficiens de léquation 7/— 0; mais ceux-ci sont eux-mé- 
mes des fonctions rationnelles des quantités (73.), donc la fonction Z/ le 
sera également. 
Soit maintenant 


74. log7, = logv,--logw,-....- log? 


on aura | 
Pin Use Us, . v» 


es, «m «UE 

donc la fonction V,, est aussi une fonction rationnelle des quantités (73. 
69.) et symmétrique par rapport à 6,, 6,, . . . 05; donc on démontrera 
de la méme manière, que /,, pourra s'exprimer rationnellement par les 
quantités (73.) seules. 

Il reste à considérer la partie elliptique de l'équation (71.); or d'a- 
prés les formules du chapitre précédent, on pourra toujours faire 

75 HERE) He S des ED) 

= AC N p Blog”, Bi B,log9, Tec D, logo, 

ou toutes les quantités 
| 76. T, Avus, Ps Gia das ve n Qy 
sont des fonctions rationnelles des fonctions 
Es, Duo or CDS! AREA 

or celles-ci sont des fonctions rationnelles des quantités (69. 73.), ‘et il 
est clair qu'elles seront symmétriques par rapport à 0,, 0;, . . « + 05, 
donc enfin on pourra, exprimer les fonctions (76.) rationnellement par les 
quantités 2,,,2,, 5 5. 5,5 yis yay ^ yu 

En vertu de ce que nous allons de voir, on pourra donc mettre le 
second membre de l'équation (71.) sous la forme: | 

r + A'logo! + A" logo" +... o AM log e? 
+ 06,4403) + 0s AUS ) Ted V, (Fa). 


Donc nous sommes parvenu à ce théoréme général: 
NK 
94^ 
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Théorème II. Si une intégrale quelconque de la forme 


f(y1à 2, 4- y,O m, +. ey, 02.) 
OÙ Vis Ys, ++ y, sont des fonctions algébriques de z,, 2,,....2,, 
liées nie tetes par un nombre quelconque d'équations algébriques, 
peut être exprimée par des fonctions algébriques, logarithmiques et ellip- 
tiques de sorte qu'on ait: 
JO 02, 4o y.8 2 +...+y,02)=u+4Alguy +A, logy, +....- 4, logy, 
+ e A (és) a C) tr... P m d En) 
OU Ay, hey .. 7 09), 044 So Bont "des -Goristantes;5 us a. 
5, 5, .... des fonctions algébriques de z,, 2, .... et JA, d,,.... 
des fonctions elliptiques quelconques; on pourra toujours exprimer cette 
intégrale de la maniére suivante: 
OS y,. Oa, -]- y,. 8x, --... +y..0x J=r4+4'loge' +4" log e+... AP log 
+ o5.) la. JA (82) + - + am Yn (2; 

Ü étant un nombre entier; 4,, 4, . +. . &, les mêmes que dans l'équa- 
tion; 4’, 4", .. ... des constantes, et 

055 AO) 30 fs. :84(0)5 nA ee 
des fonctions rationnelles des quantités: 

Bis m OCA ya o VIN HON 

Ce théoréme a non seulement beaucoup d'importance dans la solution de 
noire probléme général; mais il est encore le fondement de tout ce qui 
concerne l'application des fonctions algébriques, logarithmiques et ellipti- 
ques à la théorie de lintégration des formules différentielles algébri- 
ques. Jen ai tiré un grand nombre de résultats nouveaux et généraux 
que je sousmettrai au jugement des géomètres dans une autre occasion. 

Comme corollaire de ce théoréme il y a à remarquer le suivant: 

Théoréme III. Si une intégrale de la forme 
J(y;- 92, d - y,.0 2 fee + y, 02,) 
peut étre exprimée par une fonction algébrique et logarithmique de la forme 
u + Alogv, + 4,logv, +...,+ 4 logv,; 

on pourra toujours supposer que Ww, v,, y « « . . V, Soient des fonctions 
rationnelles de x,,x,,.... ao Nc Maec au id Si donc on a 
l'intégrale /y 0x, où y est liée à z par une équation algébrique quelcon- 
que, on pourra supposer que Z, v,, v, etc. soient des fonctions rationnel- 
les de y et x *). 





*) J'ai fondé sur ce théoréme une nouvelle théorie de l'intégration des formules différentielles 
algébriques, que je n'ai pu encore publier jusqu'à présent. Cette théorie franchit beaucoup les ré- 
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Sind) 


Application du théoréme du paragraphe précédent à la relation gé- 
nérale qui existe entre des fonctions algébriques, logarithmiques 
et elliptiques. 

‘On peut tirer immédiatement du théorème général démontré dans 
le paragraphe précédent, plusieurs propositions importantes, relatives à la 
théorie des fonctiens eliiptiques. 

Soit 
TT. e, (7) 4-0, (22) ope b, (n) —u T- IA. log v, + 4,logu,-...- A, logv,, 
une relation quelconque entre les fonctions elliptiques 

JA, Dita ee ee uS, 

dont les modules sont respectivement c,, ¢,,.... c,. Si pour abreger 

on fait TV [1 — 27) (1— 62,37)] = A42, le premier membre sera la méme 

chose que 








JE tn etin en) 


OÙ Tis las + + + + D, Seront RE des Raids rationnelles de 
2,, Toy + + + - Z,. Donc en vertu du théorème Ill. on pourra éroncer 
le suivant: 

Théorème IV. Si l'équation (77.) a lieu en supposant que, 
ROC EC ws . v, soient des fonctions algébriques des quantités x,, 
Ts ee. 2,: On pourra toujours, sans diminuer la généralité, supposer; 
que UW, V, Vos + + + . V, Solent exprimées rationnellement 

CN Lis des» «o Dus AA Tr as oe ALL 

En écrivant l'équation générale (77.) de cette manière: 


= Tx Ox, L2 T4 d Om Tm O&Xm 
78. JE Pd Ly LE à Drm E] 
=u-+t 4,logv,4- 4,log v,4- .... i Pi ee Cmts Vga Ema 68 ey Vu ky 


on aura en vertu du théoreme II. le suivant: 








Théoréme V. Si l'équation (77.) a lieu, on en pourra toujours 
tirer une autre de la forme: ; 
79. day, +. um, eee 700, pu mu + emp Usa Or bree by Vu dumm 
= r+ A'loge’+ A" loge" +.... + Aa? loge, 





sultats connus, et son but est d’opérer toutes les réductions possibles des intégrales des 
formules algébriques, à l'aide des fonctions algébriques et logarithmiques. On parvient par là à ré- 
duire au plus petit nombre possible les intégrales qui représentent sous une forme finie toutes les 
intégrales d'une méme classe. 


~ 
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6 étant un nombre entier et les quantités 
D DEN 0,5 01, AL 84 ©, ‘ol: e). s. OD EOD 3 
/ “u k 
D, 0» Ü 9 aer * vex. e 
des fonctions rationnelles de 
Diy Log ee + + X, A,z,, Lt ai à vie Am T,. 
On aura encore comme corollaire: 

Theoreme VI. Si une relation quelconque entre les fonctions 
elliptiques d,x,, dm, . . .. V,zx, des trois espèces a la forme expri- 
mée par l'équation (77.), on en tirera une autre de la forme: 

80. Om» Sum me — ds JA 0, — 05. 1, 0, Eos Air anie rnit aoe On 
Apa Ont * Var 0 mi e * «e "7 ay ‚Wo 17 
+r+floge' + A" log 0! + + AM Jog ©, 
) étant un nombre entier et toutes les quantités 
0,5 12,0,5. Ons N05 pee HE COS oly 
des fonctions rationnelles de la variable x et du radical correspondant 
Amz. Toutes ces fonctions pourront donc se mettre sous la forme: 
| p-93.A^44, | 
où p et g sont des fonctions rationnelles de x seul. 

Voilà le théoréme qui nous conduira, comme nous le verrons plus 
bas, à la solution de notre probléme. 

Si lon suppose toutes les variables &,, 2,, ... . . 2, égales entre 
elles et à x, et les fonctions ¥,, 3, . .. . sp, ayant le méme mo- 
dule, que nous désignerons par c, le premier membre de l'équation (77.) 

a 


d ^ LOC 1 . . 
sera la méme chose que Ag? our est une fonction rationnelle de x; 


donc en vertu du théoréme Il. on pourra énoncer le suivant 
Theoreme VII Si entre les fonctions oz, coc, U,7, 1], . .. 
. Ix, où IL, IL, .. . . IT, désignent des fonctions de la troisième 
espéce, avec des paramétres quelconques, mais avec le méme module c 
qu'ont les deux fonctions de la première et de la seconde espèce oz et Go 
il existe une relation quelconque de la forme: | 
91. linis +asz+ta,llz+tallz+....+a,ll,x 
— u + 4logv + 4,logu, +....+ 4,logv,, 
on pourra toujours supposer que les quantités 
| Mr IS US SPAS | 
soient de la forme p +gAx, où p et g sont des fonctions rationnelles de 
x seul. 
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Ce théoréme est encore d'une grande importance dans la théorie 
des fonctions elhptiques. Nous en dévélopperons dans le chapitre IV. des 
conséquences importantes pour notre objet. 


a, 


Réduction du problème général. 


Reprenons la formule du théoréme VI. En la differentiant, le 
resultat sera de la forme: 

P-rQA,z, 
ou P et Q sont des fonctions rationnelles de x: donc on aura séparement 
P=0, Q=0, donc encore P—Q.A,, xz = 0, c. à d. la formule (80.) 
aura lieu en faisant varier le signe du radical A,,a Or en désignant 
par 6,, 0,, 0, etc. les valeurs correspondantes de 0,, @,, . . .., cela 
donne 

— On «Ym 2 = — Da. Ws + vf, 
ou pour abréger nous avons mis le signe de sommation 3; v' étant la 
partie algébrique et logarithmique. En retranchant cette équation de 
(80.), on trouvera | 
82, 90a, dx = Zeb !— Po} v—v. 
Cela posé, designons par c le module de la fonction Y et par Az la 
fonction Ey [(1—2a*?)(1— c*2?)]; on aura, selon ce quon a vu dans le 


chapitre I. (35.): 
Pa'— 40 = xy — v", 


0 A. 0 — 0 A O' 


icum 1—c? 0? 0"? ? 
4 


v" étant une expression algebrique et logarithmique. 


en faisant 


Soient maintenant 
0—p+qgAnt, Ad=rteAnt 
ou p, 9, r, @ sont des fonctions rationnelles de x. En changeant le signe 
du radical A^,,z, on aura les valeurs de 6’ et A0’, savoir 
'=p—9Ant, Al! = r— Ant: 
En substituant ces. valeurs dans l'expression de y, il est clair que cette 
fonction prendra la forme: 
| od. uy imo b. Nu a 
ou £ est rationnel en z. En vertu de la formule (34.) on voit que Ay 
sera aussi rationnel en z. 
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Si maintenant on fait 


yAeteAy 
41 ctie 23. ? 


ou e est constant, on aura encore: 


by = bet 
Jp 6' — 40 "v: dz + u. 


Or je dis qu'on pourra faire ensorte que z soit une fonction rationnelle 
de x. En effet il suffit pour cela, d’attribuer à la constante e une valeur 
qui fait Ae — 0. 

Soit par exemple e — 1, on aura 


| 


donc: 


EN EM hi ng d 
84. 2 = I- ey: et delà Az = 1— o2y8 X 


mais y? et Ay, comme nous venons de voir, sont des fonctions ration- 
nelles de x: donc z le sera également. 


La formule (82.) prendra donc la forme suivante: 
85. 20a, nz = Eadqvz-4 7, 
ou 7 est une fonction algébrique et logarithmique, qui en vertu du théo- 
réme II. pourra se mettre sous la forme: 
u + 4,logu, +Algvy +... 

toutes les quantités 4, v,, v,, . . . . étant de la forme p+ 2.252. 

En développant le second membre de l'équation (85.), on aura aussi 
la formule: 

86 an Vin = a, data Ve Sq Hr eee Las ze 

? + Gps YntıZmpı Foot nue azur P, 

ou en vertu des deux équations (84. 83.) toutes les quantités 


Dor WR CNET LP, OG ee 
Ana? Zo, Aga? 235 EX © ew Zu? Ayo 
sont des fonctions rationnelles de la variables x. Cette formule est donc 
une suite nécessaire de la formule générale (77.) Il faut faire attention 
que Ô est un nombre entier et que les coefficiens &,, cs . . . . a, Sont 
précisément les mêmes dans les deux formules. C'est une remarque es- 
sentielle. | 

A laide de la formule (86.) on pourra maintenant réduire la for- 
mule générale (77.) à une autre plus simple. En effet, en éliminant la 
fonction xL, entre ces deux équations, on trouvera une équation de la 
méme forme que la proposée, mais qui contiendra un nombre moindre 





Zi» 
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3 


| de fonctions elliptiques. Faisons m — pq et mettons z, pour x dans la 
formule (86.). On aura: 
Q0, ND, 2, raz, ktm y. 2 
En élinslvant la fonction Wz, entre les deux équations il viendra: 
87. e, (QN m, hz] a, 20 m, — P29} + 4 - 0, {20V m, Ur, IV". 
Mais 20 étant un nombre entier, on pourra, en vertu de ce que nous 
avons vu dans le chapitre précédent, trouver des fonctions algébriques 
telles que 
20,2, — 4,2, = Jr + Z, 
20, 1, — V2 LT Pro + Pa 
etc. 
donc la formule (87.) donnera celle-ci: 
88. Fe MA LHP eet, eee et tu ya = 
+ 4ilegvy + 4, logy, + ....-+ 4) logu,,. 
Cette équation a precisement la méme forme que l'équation proposée; 
seulement elle ne contient la fonction ~,. On pourra la traiter de la 
méme manière et en chasser une des fonctions, par exemple wj, ,. En 
continuant ainsi, on parviendra enfin à une équation qui ne contien- 
dra que des fonctions algébriques et logarithmiques, et qui ne présentera 
plus de difficulté. On voit donc que le probléme général pourra étre 
réduit à celui-ci: ! 
Satisfaire de la maniére la plus générale à l'équation 
x Ive = By Bays bees Puy. 
i PEU rd + 4,logv, +....+ 4,logv,, 
où JA d, Wr». . v désignent des fonctions BITSpELT UP des 
trois espéces, et en supposant que 
yis Yoo eee Yn t 
soient des fonctions rationnelles de x; et que A,y,, A,ys, ... 
Ann Soient de la forme p.Az, où p est rationnelle en x, et 
Az le radical dans la fonction Wz. 


4 4 
J41; Tey + oo A 


Soient 
AN =p, A, Ay, — py: AZ, adobe ar s AnYn = Pr AT: 
Supposons que ces Bee soient satisfaites, et soit 
0,x.0x 


0, x 0 n 
pee, uoc d > + © 9 Up FENCE. 


où Ox, 0,7, . . . . 6,2 seront toujours des fonctions rationnelles suivant 
Crelle's Journal, IV. Bd. 3. Hft, 35 


270 19. Abel, théorie des fonctions elliptiques. 


la nature des fonctions xp, 4, . . .. 3,, on aura: 


peas On Vm OVm Ox À 
Yam = | De eA 
or 9a Ld est une fonction rationnelle de z, donc lintégrale du se- 


pn | 
cond membre pourra étre réduite à la forme: 


VnYm = dor ,r-pLA4'Il'(z,a^?) + A" IT (a, a") +... 
ou r est une expression algébrique et logarithmique. En transformant 
toutes les fonctions dx, ~,7,, 44 y;, . .. . de cette manière, l'équation 
(87.) prendra cette forme: 
90 Sul o£ + e, IT (a, 0,) + I(x, a.) - .... d- e, d 44) 
cy = u-+ A, logy, + 4,log v, + .. 
En vertu de ce que nous venons de voir il est clair que la solution du 
probleme (89.) pourra étre réduite à celle des suivans: 
Probléme 4. Trouver tous les cas possibles ou l'on peut satisfaire 
à l'équation: 
91. G—y)ü—e^*y) = pair) (cr) 
en supposant y et p UE rationnelles de l'indéterminée x et c et 





c’ étant des constantes. 
Probléme B. L'équation (91.) étant satisfaite, réduire les trois fonctions: 
ey, 035 £r. (y; 0, IT (y, c', a) 
. à la forme: 


r+ Asa + A ox + A'IT(x, a^) + A H (x, 9^) +... 
ou r est une expression algébrique et logarithmique. 
Probléme €. Trouver la relation la plus générale entre les fonctions 
qui ont le méme module et la méme variable, c'est-à-dire: trouver 
les conditions nécessaires et suffisantes pour exprimer une fonction 
de la forme: 
az --a,,2 + c, IT (x, a,) +% I (z, a) fe ...., 
par des fonctions algébriques et des logarithmes. 
La solution compléte de ces trois problémes sera l'objet principal 
de nos recherches ultérieures. Nous allons commencer par le dernier 
qui est le plus simple. 
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Chapitre III. 
Relation la plus generale entre un nombre quelconque de 
fonctions elliptiques de la méme variable et. du méme 
module; ou solution du probléme C, 


Soient comme précédemment 
Az = Xy faa) 62), | 
a2, o,2 les fonctions elliptiques de deux premières espèces et 17/a,, 
Ia, «... IV, des fonctions de la troisième espèce, ayant pour para- 
Metres 4,, 4,, . «++ Gy,» ensorte que | 
og Tri ar Ian = ~———.——. 
N nd (he 
Cela posé, il s’agit de satisfaire de la manière la plus générale à l'équation; 
99. I" m -- 2, a,x + (2, H^; Je Uus +: "L5, IT’ te, 
= u-+ A, logu, + Llogv, +....-- 4,logu,. 
En vertu du théorème on peut supposer que U, v,, €, ... , U, Solent 
de la forme p --g Az, ou p et 9 sont rationnels en x. 
Nous supposons, ce qui eat permis, quil soit impossible de trouver 
une relation semblable, qui ne contenoit toutes lcs fonctions: 
| Torn Ia Suo, LI... 
Nous supposons encore qu'aucun des paramêtres 4,, day . . . + &, ne soit 


u 





GEL = 


r 1 a 1 
égal à +1 ou à +; car dans le cas contraire on pourroit, comme on 


sait, réduire la fonction correspondante de la troisième espèce aux fonc- 
tions zz et oa. 

Celà posé désignons le premier membre de l'équation (92.) par wz 
et le second par u-+ Z.4logv. On aura donc 

93. Lx = u + Z Alogu. 

E est clair, que cette équation aura lieu encore si le radical Az 
change de signe. Dono en désignant par u’ et v' les valeurs correspon- 
dantes de u et y, on aura: | 

— a = u'+24logv. 
Cela donne 
^ Oba = u—u + ZAlgl N. 
Mettons ici — z au lieu de x, on pourra supposer que Az reste inva- 
DRASS la fonction Ya changera de sig gne et par conséquent on aura, en 
35* 
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{1 


désignant par u’, u’, v", v les valeurs correspondantes de u, u', v, v: 


— Quz = ul—u + SAlog |}. 
De la on tire: 


We I (4 ull Lu) 48 13 Alog {2 a 
v= p+gzx+(p+g'x)Ar, 


ou P, 9, p', 9' sont des fonctions paires, on aura: 
‘= p+gz—(p+9'x) Az, 
= p—gz+(p—g'zx)Ar, 
mm p— oe — (p'—9'x) Az, 
9,407 — p°— 9 x — (p?—q'* x”) Ax -- 2r(pg'—gp)Aa, 
v. vi pi Pr — (He g'? x*) Ata— 2x(p gs gp') Az, 
par conséquent on aura: | 
vv! fxtpu. Qe 
Ul ou^ T fa grat Ake" 
où fx et Qz seront des fonctions entières, dont l'une est paire et l'autre 
impaire. Nous supposerons, ce qui est permis, qu'elles n'ont pas de di- 
viseur commun. 
La partie algébrique i(u—u'J-u''—u) est évidemment de la 
forme r.Az, où r est une fonction impaire de x. En écrivant 4 au 
lieu de 44, l'expression de {a prendra la forme suivante: 


Oia tere rAz- = Alog (ARTE RE ss 


Quant aux coefficiens 4,, 4,,.... A,, nous pourrons supposer, qu'ils soit 
impossible d'avoir entre eux une relation de cette forme: 

95. m,A,-- m,4,4-....4- m, 4, = 0, 
OU 74,71, ,.... M, sont des nombres entiers. En effet, si cette équa- 


tion avoit iiie on auroit: 
slog (2 Wa log (s za 
c'est-à-dire: 


ZAlogu = A). logu, + Alogu, 4- .... 4-4, logu,_., 
où le second membre contient un nombre hinders de logarithmes que 
le premier. On pourra donc répéter cette réduction jusqu'à ce qu'une 
équation telle que (95.) est impossible. Cela posé, il faut prendre la dif- 
ferentielle des deux membres et comparer entre elles les fonctions algé- 
briques qui en résultent. | 


Soit 


donc: 





ZAlogu = X 
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Considérons d'abord la partie logarithmique du second membre de 
la formule (94). Soit pour abréger: 
— Inn i SEEPL-AR . 
96. e = log eee at 
on aura, en différentiant, un résultat de la forme: 


dar v,0x 
VUE ar [Uf 2)*— (9 x)? Aral A x PAG? 


où v est une fonction paire et entière de x, savoir: 
98. v — 2.(fz.Q'z— Qz.f'z) A2 —2fz.Q2.((14- 6)» — 292]. 
En faisant: 
99. 0x = (fzy— (Pa) (Az), 
on pourra aussi mettre v sous cette forme: 
100. vQz = 2f'z.0xz —fz.0'z, 
équation facile à vérifier. 
Cela pole, décomposons la fonction entière 0x en facteurs de la 
forme (a*— 07)", et faisons en conséquence: 
101. (fay—(Qay.(Azy = (a*—2a2)" (x — a)... (mar) + = Oz. 
L'équation (100.) fait voir que si 0x a le facteur (a*—a’)”, v aura né- 
cessairement celui (x°—a°)" ‘; donc la fonction fractionnaire a pourra 


étre décomposée de la maniére ppt Hing 

Ÿ 
102. — = tee tal 

ou £ est la partie entiere, v , "n ABI À . Pi des constantes. D'abord je 

dis que ¢ est une constante. En effet l'expression (98.) de v fait voir 

que le degré de cette fonction ne pourra jamais surpasser celui de Oz, 

Pour trouver les coéfficiens Q;, (;, . . . ., soit ()' Fun quelconque entre 

eux, correspondant au facteur (a?— 0?) de Oz. On aura: 


2 :5 v(a?—x°)" 
= -0 x 








pour z— 4a, 
mais si l'on fait 
6x = R.(c?—2a*), 
on aura en vertu de (100.): 
Siew — AE — =) — =. RA (mo a) + 2mz. T 
donc en faisant z — a: 


Fa 
P im = 2ma.n.- 


Or on a (faÿ — (Qay (Aa —0 
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donc: 


fa-d-Qa.A^a 5 90, 


et par suite: 
; Bi = —2ma.Aa. 


On a donc: 
103. GEM FETE ap Ne Ge Sm Oe 


dx a;— x? aix ay, — x 





En multipliant par m on aura la valeur de 9e. La formule (94.) don- 


nera donc, en différentiant: 


rar Es p er pP ST Ate or (It) ae) 
er NS immdu | 














we uf. . a, — x? 
PAL 2» a, Aa 1 2m,a, Aa, | 
2 — er a^! — x? ese 


i etc. 


En substituant une fonction rationnelle quelconque de x au lieu de r, 
on voit sans peine qu'il sera impossible de satisfaire à cette équation, à 
moins que r ne soit égal à zéro. En se rappellant que nous avons sup- 
posé qu'il soit impossible de trouver une relation entre un nombre moin- 
dre des fonctions Il’a,, Il'a,, . . . . Ia, et ayant égard à l'impossibi- 
lité d'une équation de la forme (95.), on verra aisément que tous les 
coefficiens: 

To hg y ads a ean 


doivent étre réels, excepté un seul. Soit donc 
ERFAHRT A iyd, Sors i et 4 = 

















on aura: 
Here. uA 
Um pon TN mat om 2 my au À ay 
"7 ai—ax* ase at pun fr as Pair at 
donc: | 
B-5,g,—09,- = 4,, a= .... 
2 E Ha 2m, Aa, 
= men, u mde 
Cela posé, la formule gén Be By prendra la forme: 
104. Mn wie rcc Te pipiens Calle ausi SUCRE rins 
€; n 
Kos fc+yx.Ax 
== log ILIA a) + C, 


an 
- 
St 
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où les paramètres 4,, 9,, . . . . &, doivent satisfaire à l'équation 
105. (fzy— (92) (1— 2’) (1-2?) = (a? 07)" (2 — a)... (a — ar)”, 
lune des fonctions fa, Px étant paire et l'autre impaire. 

Telle est donc la relation la plus générale entre des fonctions rap- 
portées au méme module et à la méme variable. 

I] est remarquable que la fonction de la seconde espèce n'entre 
point, dans cette relation. 

Quant à la quantité constante ß qui multiplie la fonction de la 
première espèce oz, elle pourra sous certaines conditions se réduire à zéro. 

L'équation (105.) qui donne les relations nécessaires entre les pa- 
ramétres &,, 6,,. .. . &, est précisément de la méme forme que celle 
que nous avons considéré dans le chapitre I. En regardant @,, «,, . 
. .« &, comme des variables, elle donnera en vertu du théorème I: 


m Dam Ist... tm, = 6— 37 tree, 
"mo e, gis Gà, q.d m,.00, = C 


ou We = fice 
1%) AVE 


Les hers G15 &,, €, Satisfont donc à l'équation différentielle: 
Mn O Cn 


^ d. x a, 
107. = er Ta +... + ANS ee 


Pour avoir toutes les PRE Re la troisième espèce qui seront réduc- 
tibles indéfiniment à la première espèce, il faut faire 2 — 1. En posant 





106, | 








di deu 100 a fxotgur. Ax 
hae eg Th te rens Er. 


Pour trouver dans ce cas le paramètre &, on aura l'équation: 

109. (fzy— (Pa) (a —2")(1— ca") = (2° — 2)”, 
ce qui fait dépendre & d'une équation qui généralement est du degré m. 
Le cas le plus simple est celui où 72 — 2. On aura dans ce cas: 


1 
= —y—1, fr = ax, 


| 1 ; 
(— a”)? = ceca acsi XU NUT == pres ; 
1 


donc: 





[^ 
‚+7 . Les valeurs cor- 





donc & pourra avoir les deux cri Y 


respondantes de c sont [-—— 1 + =, igh aura: 
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(A): = as bettie = Ap bep), 


où l'on pourra varier le signe de c. 
Si m — 3, on aura dans le cas fx impair: 


fa= az, Or =, 


(x + ary — b? (1 —3a3)(1— cx") = (a?— eM. 
De là on tire: | 
mb, "oa +-b5Ae =0, 22 — "= — 3, +1 NV = 3a’, 
donc en éliminant @ et b, on trouvera: 
a = t{era—s3a'}, 
Ao —iüu—ce». 
Si donc « est une racine de l'équation, on aura: 


6. 95a 
We == b.mz— ham pc he 
(cas : 


donc: 


a3-|- 3(c^a$— 3o? )o — o3. Ax)? 


Généralement la quantité & sera pour un 7? quelconque racine de lune 
de deux équations: | 
1107 "T5 0, 7 T4 7-2» 
ou z, est la fonction de x que nous avons considéré dans le 6. 4, du did: 
pitre L, et qui est telle qu'on ait 
Cone.) Ce 


= Mi. 
PAS VL, 





et en méme tems 
Zn — 0 pour az — 0. 
il y a encore à remarquer, que si lon désigne par & une racine de 
1 
z, — 0, — en sera une de l'équation x, — $. Pour prouver que « sa- 


tisfait à une des équations (110.), 11 suffit de remarquer qu'on a (39.): 
111. p'—g(A&zy = (a^—2a») (a*— e, 
où %, désigne la méme fonction de a, que z,, l'est de z. En multipliant 
les deux équations (109. 111.) membre par membre, il viendra: ! 
(pfzXg0zzy —(pQz-cgfz) (Az) = (a — 0)" — a). 
Or on tire des mêmes équations: 
P (fs — a) (Az) = (&— 0)". R 
où À est une fonction entière. De là on voit que l’une des deux fonctions 
Plat gOx. Lx, pfz—gQz. Az 
sera divisible par (æ*—«*)";, donc en divisant l'équation par (2? — x}, le 
résultat sera de la forme: | 
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ne As Aa, 

ou l'une des fonction r et e sera paire et l'autre impaire. On doit donc 
avoir d'abord p — 0, et ensuite 7* — z5— ar, et de là 2, —0, ou o, — i. 
Réciproquement si l'une de ces équations a lieu, il est clair par la forme 
de (111. qu'on pourra satisfaire à l'équation (109.). Tl y à à remarquer 
que dans le cas que nous considérons, ß ne pourra jamais être zéro. Donc 
il n'existe de fonction de la troisième espèce, exprimable par des fonc- 
tions algébriques et logarithmiques. 

Le cas particulier le plus remarquable de la formule générale (105.) 
est celui, où n — 3 et m, — m,-—m,-— 1. Dans ce cas, en. faisant 
44 —— 04, Ar — — Ag, on aura: 





Ae, GIL. Na, fot 

12, 877° N o4 à :, qxZxNao 
où 1 e, -l- a, Le, = — II'a-- Q.oz — flog (4 2 ITA, 

113 fz=2+az, Qr-— b, ensorte que 


(z'd-azy— (1 —2)1— ea) = (a^— 2°) (a^ — x?) (a? — a2), 
d'où l'on tire, comme dans le paragraphe 3. du chapitre L: 
| a, 4 5 -- o, A Cy 








& = 
2 2 2 2 
1-—c a7 a3 
bou » xen; 2 58 58.3 2 2 21. 
Na a? --o 
ace À ds. cs ri. 
17 & 0702.07, 


Les deux. parameötres &,, &, sont donc arbitraires. 
Comme cas particulier on remarquera celui où &, est infini. On 


aura dans ce cas p tod a 
Ca, 


On pourra donc réduire l'une à l'autre deux fonctions, dont les parametres 





i : 1 
sont respectivement z, —. La formule correspondante pour effectuer cette 


réduction est: 
| vr. ; BERREN es! P" odg {x À a + eZ 
115. Ma iT (=) vods FAX: IE En 
Pour trouver toutes les fonctions réductibles l'une à l’autre, il suffit de 
faire dans la formule (104) n — 2. Cela donne 


II! a, +, IT à, = ß.or — POT LEE SE 


1 fx— px ZA x 
où les paramètres a, et c, sont liées entre eux par l'équation: 
m 
117. (frzy— (Ex). (x) ex) = (a— 0)" (aàà—2a)' 
et cela donnera une seule équation entre a, et c,. 
(La continuation dans le cahier prochain, ) 
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20. 


Beweise verschiedener Sätze. 
(Von Herrn Th. Clausen zu Altona.) 


Es ist: 
yn yee" — m rica ya [ry Hr 2 fa y... + fano). 


Differentiirt man nemlich den Ausdruck, so findet man: 
[yea = 3r aol {x "0 y — 1m &° 0 Y + ze Oy di bad y} 

1 a m-2 1.m—2 f^. m-19,,\. 
ark ae mb — fr y — (m—1)z" Pire zy —....xefe ay}, 


—1  m.m—1.m—2 


da aber 1— m + 7 


1.9 — —4.9- tt = (1—1)" = 0 ist, so ist: 


m-—1 


you" 
1 re —1.m—2f., Lu 
= 133-1 y — (ne ey pP re Je fe), 


Man sieht nun leicht, dafs eine nochmalige Differentiation geben wird: 


[ya | 
1 m- m- = —3f. à 
— i333 y — (m—2)x jay + T —[a'0y —. sop fan *ay|, 
und dafs eine fortgesetzte Differentiation Hits die identische Gleichung 
Jom de 

giebt, wodurch also der obige Ausdruck bewiesen ist. 

Es sei tangQ — a, tang Q' =a’, tangQ" =a", ....; wir ha. 
ben dann: 





tang(--9) = +, 
ata HH a^ "NT, t att 
tang (P+ pp) e I 


7 
—a 
| 1— aa! 


1 pertinen, + a a^^) 
tan f MS re Dés a LO OD S 
g(9 4-9 T9 +9 = pou MC o ria a+ a+ a^^— aa’ a“! 
— (a 1— (aa + a a a+ a a’ Tal) 
decimate ( aa all a a'a''!4-a ala’!! + aaa!!! 
I Mh AML AAE rici /a!*' -l-a^/2'^^)-I-aa'a Halt 
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Bezeichnet man durch (1), die Summe der Grófsen a, a’, a^, a", ... 
... a”; durch (2), die Summe der Producte je 2 und 2 .... 
aa'-- aa" 4- ....; durch (3), die Summe der Producte je 3 und 3, u. s. w., 
so deuten die obigen Gleichungen auf den allgemeinen Ausdruck: 


(2) tang OL 0-94... gi) = De Bet (On ot. 


Bildet man die Producte je 7 und 2 der nm -]- 1 Grófsen, à, o^, a^, .... am 


am» qv» gi") vif 


gen-9 o9) 2241 


so sieht man leicht, dafs die Summe der mit «m multiplicirten Glieder 
= (2— 1), ist, und dafs die Summe der übrigen (7),, folglich 
| (b) Amp = o0 (n—), 4- (n), vee 
Nimmt man nun an, dafs der obige Ausdruck (a.) für 7 Grófsen richtig 
sei, so folgt daraus für 77 + 1 Gröfsen: 
(Dri — 3) + )5 — 4 m 
tang (9 -- Q'4-..:. OIL 9) = tn 


1 — (2) + (4)n — -- RL 


und durch Hülfe der Gleichung (2.): 


tang(P+P+9"+... He) = ae ies ee 


Der Ausdruck (a.) gilt also dann auch für die Anzahl m<+1, wenn er 
für m gilt, und überhaupt allgemein, da er für m — 1, 2, 3 und 4 
richtig ist. | 

Aus diesem Satze folgt das bemerkenswerthe Resultat, dafs wenn 
die Wurzeln einer beliebigen Gleichung tangQ, tangQ’,... - sind, man 
die Summe Q 4- Q'-- Q" etc. bestimmen könne, ohne die Gleichung erst 


‚aufzulösen; da die Gröfsen (1),, (2), etc. die respectiven Coefficienten 
der Gleichung sind. 


36* 
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Sei fx eine beliebige Function von x, und «4"— 1; überdies Q eine 
solche Function, dafs 


EL (x) = Fler), 
Q'(y) = y. 


e Lf) = epa) = far), 
Po) = Fe) = fe), 


so ist 


Denn 


SG = etf allen) = f x), 
wo @(y) = PPC.) ist. 


Dieser. Satz giebt eine allgemeine Regel. zur Erfindung der von 
Babbage benannten periodischen Functionen. 


Altona, den 3. August 1828. 
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Pd 
Summiruug verschiedener nach den Sinussen oder 


Cosinussen vielfacher Bogen fortgehender Reihen. 
(Von Herrn Th. Clausen zu Altona, ) 


Der gröfste Theil dieser Reihen, deren numerische Coeficienten mit 
den Coefficienten bekannter, nach den Potenzen der veránderlichen Grofse 
entwickelter Functionen übereinstimmen, láfst sich durch einen endlichen : 
Ausdruck summiren. Diesen gebe ich hier für die vorzüglichsten Rei- 
hen, deren Coefficienten nach bekannten Gesetzen gebildet sind. 


1. Die Poefligienten gun die des Binomii, oder: 


y= 1+7 2059 + = —— Pun. 200529 + RENT P cos 3 4... 
Man hat bekanntlich: | 





wodurch man erhält: 


= (1+ ze)" 4 (i--ze wv)”. 


enV? — cos@ + sin@/—1; 
eT — cos Q — sinQy^—1; 


Ferner ist 


folglich: 
2y — (1 - 2008 -- zsinQ V —1)" + (1 ER y —2)". 
Ich setze: 
1--zcosQ = cosi, 
| ZsinQ = sin, 
wodurch sich der obige Ausdruck in | 
9 y = ("(cosxb + sin  y—1)" + Q"I(cossb — sind y^— 1)” 
= Bm (ontop enm 
verwandelt, und also: 
y = D" coszn d. 
Aus dem Obigen haben wir: 


a sin (p 


B^ — 1--22co5Q +2* und tangy = 1, 
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folglich ist: is m 
(1) y = (+2zcos®+ 2°)’ cosm. (arc tang Voti bra i 





1+zcosp 
Eine zweite Reihe mit denselben Coefficienten ist: 
—1 NK ON ! 
x = T-zsinp + 2° sin2.Q T— nr sin3Q +..... 





Durch Zerlegung findet sich: 
Qzy —ı = (14-zeY y" — (1 --ze-9Y 
= (14+2c0s9-+zsin® y —1)"— (1 4-zco50 — zsinQ y^ —21)" 
= 2" (cos + sin p y — 1)" — LP" (cos — sin p y — 1)” 
— pr (erm e emm x) 
folglich | 
x = "snm«, 
(2. z= (14-2zcosQ 42°)’ sin m. (arc tang pene). 
Für den Fall z= 1 ist: 
Beosl) = 1 + cos? = 200559, 
Bsind = sin Q = 2siniQ cosiQ, 
mithin PE NE tang = tang$@ oder d = 29; es wird also: 


(GAR +3 ~~ cos Q-4- mont pans ibis abc os 3®...—=2"cos3@"coszn@, 




















1.2.3 
(4.) m Bin 3Q.. , 229" cosz Q" sing mQ. 
2 mi PU ee e seien die der Entwickelung von lognat(1— z). 
Sei : 
y = zcosQ + 2z*cos2 Q + $2 co53Q + Fz*cos4P + .... 
d tae 2y = —log(1—2z env) — log (1—2 er sv), 
(9. y = —$log(1—22 cos Q 4- z?). 
Sei ferner 
x = zsin@® + £zsin2Q + $25sn30-riz'sn4Q-...., 
so 1st 
9zy —1 = — log — ze’) + log(1—2e-**—), 
e? rp | meet 4—2zeY— 
1— ze ? 
gx — 4 e z (eg UAM e-9Y 71) 
e2xV—1 4 4 JE 9 — z (e?  -]- e 1)" 
ex —ı — e—xV ir er —3À "Ede eV 
Dy ET drm 





ex i e-xV- 77 1 b E eV — bote f 
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22 , £Sing 
wm rw 1— zcosp’ 
und also: 
n zsing 
(6.) x arctang [c Sr 


Für den Fall z= 1 ist wieder 
(7-) cos D + 2 cos 20 + $cos 30 + 1 cos 4D --... — — log(2 sin Q), | 
(8) sinQ + $sin2Q0-+ 5 sin 30 + 1 sin 4 +... — arctg(ctg 10) =F (— C, 


3. Die Coefficienten seien die der Entwickelung von e. 





1 1 
y = 1--2co50 + 75% 00520 + 5 5.32 0083 +... 
—1 «by = 
24 = eol + e°° Ak 
— Q0 gb zsingy LL greosg— zsing y 
— E959 (gs singV i Le :529Y =), 
(9.) y = e*?cos(zsinQ). 
Ferner: 
i QA. S NUN avc E og 
Qxy—1 = or DE es 
— er osptzsing¥—1__ gzcosp—=zsingy—ı 
— ero (gz sing ¥—1 sp) 
(10.) x = e*°*?sin(zsin ). 


Setzt man z= 1, so findet man: 


(11.) at cos D + 1.50520 3 3:3:50083 0 4... = 6*5? cos (sin QD), 





(12.) sinP + ; sin 20 +: : 3sin3@® +... = e? sin (sin C). 


4. Die Coefficienten seien die der Entwickelung von cosz. 


1 1 1 
* 4 Sate | — 4.37 00820 + 1775752 cos 40 — CN wur DV LADO e 


2 y = cos(z eV) + cos(z e?) 
= cos(zcosQ-]- zsin D y —1) + cos(zcos D — zsin Q y — 1) 
= Qcos(zcos®)cos(zsin® y — 1) | 


(13) y = cos (cosh) ee 


lies Ha 1 ic: 4 ro A 
X = 1.2* sin20-F 17573737 sin40 — 1——7571-5:6* Sin 60 ee 


284 21. Clausen, Reihen mit Sinus und Cosinus. 


== cos(ze vo) — cos (ze y) 
= cos(zcos® + zsin Qy^— 1) — cos(z cos(D — z sin Q y — 1) 
— — 9 sin (zcos®) sin (zsin QV — 1) 


. 20317 . 
| e? Sin 9 LL e-25ing 


(14) x == — sin(zcosQ) 5 
Setzen wir wieder z = Es so verwandeln sich diese Radio in: 


ing —sing 
(15) 175 - 3 00820-+- 157573 23 00540 — 4575500869... cos(cos®) = d 





ns 


A * 1 Sec % 
(16.) .— 1: 155in204- 75 9.3 + sind T5375 5510 60...=—sin(cos))—, — 
5. Die Coefficienten seien die der Entwickelung von z: 
1 1 
Pur zcos@ — 779737 0053 + 15343 00890 eee 


2y = sin(z ev) + sin (z e =) 
= 25in(zcos®)cos(zsind®y —1) 


(17.) y = sin(zcos®) uer iius 
; 1 a 1 : 
x = zsinQ — 1957 sin 30+ 133735: 809 O — a... 
92yy —1 = sin(z e? 1) — sin (z e-1¥ 3) 
= Q2 cos(z cos Q) sin (zsin O y^ — 1), 


à Z Sin P __ oe—zsinq 
(1824 mite cos (z.cos p) — —,;—— 


Fur z— 1 werden diese Ausdrücke: 





esin p FM "de sin t( 


(19) cosO— E 13390530 + 1554500550 — = sin (6050) +, 


esin PT sing 


(20) sind — “6 rush St MA SNA TEE RIO 5 ; 


6. Die Coefficienten seien die a ye og von aresinz: 


y = zcosQ--i.iz cos3Q + > —zcos2( +.. 


2y == arcsin(z eV) + arcsin (z EN 








3e! 
sinp = ze, cosp = Va —2 en v, 
sing = ze 93. cosg = y/(1—z N, 
2y = p+g und 
cos(p-]-g) = cospcosg — sinpsing = y'(1—22* cos 2 D + 7!) — zx 
(21) y 3 arc cos y/ (1 — 9 zi - z*) — 721, 


x zsinQ + 1.155 sin3® 4- 2^3 T. pind O +. 


so 1st 


| 
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2ry —1 —. arcsin (ze) — arc. sin (z e WV) | 
ms y T9 
2x = (9—p)" —1, 
EX 4. ec? = eV e 4-PY — 9 cos (g — p) = 2 (cos cosp 3. sin 9 sin P} 
e a = 2ly/(1—22z'cos2 + 7°) + 2°], 
ex — 2[y//(1—2z'cos20--z5) +] Li = 0, 
= y" (1—92z^cos 2(D 3-25) -+ z* HV {9707 co82D +07) (1— 07° cos20+2")}, 
noy 
zlog[z4- V (1—22'cos200-]-z) Ey (22° 22°0082D-+22’Y (1—22°c0520-+29)}]. 


7. Die Coefficienten seien die der Entwickelung von arctangz: 
y = zcos(D — 3z°cos3D + z°cossd — ... 
2y = arctang (z eV) + arctang (z eV), 




















Sei 
tangp — 2 eii tangg — zee, 
so ist i , 
gY — -L e-9Y —1 
tang2y = tang(p+9) = TS uA 
(23) y= Paretang 4 77. 
z= zsinD— i2sin3(-L-Iz2simn50—.... 
2ry —1 = arctang (ze) — arc tang (ze), 
ry -—1-—p—97, | 
z (eV — — e-9Y 1 2zsinpV —1 
tang (p — 7) = 1-22 er En oak TE 
Nun ist 
ex A5 ep ae cos( p— q)— sin(p—g)Y —1 
Fi ~~ cos(p — q) H- sin (p—4) Y —1’ 
RE 4 —tang(p—gV—1 Sg 1-+-2zsinp+z* 
à 1-rtang(p— 4) V —1 1— 2zsing--z?? 
folglich 
1 4-2zsing--z* 








Gta ie UI 


8. Die Coefficienten seien die der Entwickelung von tangz: 


y = zcos(Q + 42 cos30+ BeécossO+.... 
ay == tang (ze! =) + tg (ce) 
sin (z ev) cos (z e^ V1) + cos us e9Y —) sin (z ET 


—À LLLA 
ape 


es 1st aber 
Crelle’s Jonrnal, IV. Bd. 3. Hft. 37 
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aos (ze) cos (ze) = Fos (z e? + ze) 4+ 1 cos (z eV 1 — z ee 


= 1005(22cos®) + £cos(2zsin D y^— 1) 
= $cos(22cosQ)-- Fer?" PL Lem 278g, 


clso 
de chrétien SEA COS very 
ey PE & cos(2zcos p) -- 1 et * sing 4 f ee zsin g? 
(05) y = 2 sin (2z cos y) 


= ging pe tiny Deos Deco Gy ^ 
x = zsinQ + 4zsin30 + Bzisin5Q +.... 
2xV —1 = tang(z no is tang (z evt) 
| +." Sin Z (eV —eI y-1) 
cos (z eV 1) cos (z e-qY —1) 
ys un2(ShoY,—41) =" 
~~ Tetzsing tr o—2zsing | I cos(2zcosq) 


TPS Riad Re 


en 440-25 EMI mq -— » LP © UC À 





e? sing. p—2zsing 
erzsinp 1. e—22sing LE 9 cos(2zcos p) 
. Altona, den 3 August 1828. 


(26.) x = 
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22. 


Uber die Potenzial- Functionen. 
(Von Hrn, Prof. C. Gudermann zu Cleve.) 


1. 

Die cyklischen (trigonometrischen) Functionen sink, cosk, tangk und 
coté und die umgekehrten arc(sin—z), arc(cos=z), arc(tang —z) und 
arc(cot—z) versagen allemal dann, wenn der Arcus (Winkel) imagi- 
när wird. In einem solchen Falle pflegte man bisher jene in Exponen- 
zial-Functionen, und die vier letzteren in logarithmische umzusetzen, 
welches in der That immer angeht, um die Unmöglichkeit wegfallen 
zu lassen. Hiermit ist aber ein Übelstand verbunden, welcher eben da- 
her rührt, dafs jene acht Functionen bei einem solchen Übergange vom 
unmöglichen Arcus zum möglichen in zwei Formen gezwängt werden 
müssen, so dafs in vielen Fällen nicht nur lästige Umrechnungen erfor- 
derlich sind, sondern dafs auch das Resultat nun in einer viel unbeque- 
meren Gestalt, als vorhin erscheint, und dieses ist freilich am schlimm- 
sten. Da nun aber die cyklischen Functionen nicht blofs in der Geo- 
metrie, sondern auch in der reinen Analysis selbst, täglich gebraucht 
werden, so kann mit Recht verlangt werden, dem Gebrauche derselben 
die gröfste Allgemeinheit zu geben, so dafs arithmetische Ausdrücke, 
welche cyklische Functionen enthalten, dann, wenn dieselben oder ihr 
Arcus imaginar werden, ungeachtet der Abwerfung des Imaginären, 
sich nicht so unähnlich werden, wie bisher der Fall war. — Die all- 
gemeine Arithmetik darf solche Beschränkungen, die nicht von ihr, 
sondern von der verschwisterten Geometrie herrühren, nicht dulden — 
ihre Formen müssen allgemeine sein. 

Die berührten Weitläufigkeiten und Unbequemlichkeiten : fallen 
weg, wenn wir die Beschränkung auf nur zwei Formen (Exponenzial- 
und Logarithmen- Ausdrücke) aufheben und statt derselben den vorigen 
cyklischen Ausdrücken eben so viele andere, also ebenfalls acht neue 
Formen für eben so viele Functionen gegenüberstellen, die dann am füg- 
lichsten hyperbolische Functionen (nach der gleichseitigen Hyper- 


bel) heifsen. 
37 
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Die Analysis, als solche, kennt aber weder den Kreis, noch die Hyper- 
bel, und daher mag eine Benennung hinzukommen, welche nicht mehr 
auf diese Curven hinweiset. Die beiden Hauptarten der Functionen ma- 
chen in der That ein einziges Geschlecht von Functionen aus, — sie 
mögen also zusammen Potenzial-Functionen heifsen, weil ihnen bei 
ihrer analytischen Nachweisung der Begriff einer Potenz als Haupt- 
begriff zum Grunde liegt. Nicht geometrische, sondern arithmetische 
Benennungen würde man. ja auch hier haben, waren diese. Functionen 
der Analysis nicht durch. die Geometrie zugeführt worden, sondern: hátte 
die Analysis, völlig unabhängig von der Geometrie, dieselben horvorge- 
hoben und ihre Beziehungen entwickelt. 


> 
Man kann die Potenz u* dergestalt zweitheilig P+ Q. ausdrücken, 
dafs auch ihr reciproker Werth u-* dieselben zwei Theile P und Q hat, 


nur dafs der zweite Theil Q ein entgegengesetztes Vorzeichen erhalt. 
Setzt màn in der That: 








— Reh Q, 
u*-— P—Q, 
x ik "Poco ufu 
so findet man rückwärts P= ie und Q— 7 a : 


Die Function P heifse AL, der Zahl x für die Grund- 
zahl z, und eben so heifse Q Ginus der Zahl x für die C EAR 
zahl vu. Der Quotient 5 I heifsn Tangente und der reciproke ii Ço- 
tangente der Zahl x für die Grundzahl u.. Das gemeinschaftliche 


Argument æ kann Arcus (eine, Zahl) genannt. werden. Die  Bezeich- 
nung sei folgende: 


P= Go$ (x, u); Q = Gin(x, u); $ &ang(r,u) und de Got (x, i 
Ist die Grundzahl z spia die Grundzahl "m . des 
natürlichen Logarithmensystems, so kann sie zu grófserer Kürze i in der 
Bezeichnung wegbleiben, und man IG odidndoss 


e* —X 5 x_e x —X : 
Cox = zd. : Gin x =- 5 —; Sanz == zen =». Gota mm ST Jd-e- 


e*— ex" 
Die M uuo. heifsen in sofern iom natürliche. Man fn- 
det z. B. 








Gos1 = 1,54308 06348 15243 77847 79053, 
Cin1 = 1,17520 11936 43801 45688 23812. 
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Alena ; nustos meinem (onm bstend (te: nie g 
ner = Cosi + Sint =, 2,71828. 18284 59045, 23536: 02865, und 
6e = Cog 1— Gint = 0,56787 94411. 71442 32159 55244. : 

3. 
.. Setzt man nun z y^—1 für #, so findet man (gra mit 7 bezeichnet): 
Cos (ix) = cosr und umgekehrt cos(ix) = Gosx, ' 
Cin(z)-— isinr und umgekehrt sin ix) — i Ging, 
Sang (z)— itangx und umgekehrt tang(x) — 7. Tang x, 
| Got (x) = —ixcotr und umgekehrt cot(/») = —;.Gotz. 
Die Potenzial-Functionen der einen Hauptart gehen also, wenn statt des 
Arcus x der unmögliche ix genommen wird, über in Potenzial- Functio- 
nen der anderen Hauptart: — also die hyperbolischen in cyklische T 
umgekehrt, die cyklischen in hyperbolische. Man findet z. D. 
cos1 = 0,54030 23058 68039 71740 09367 == Cosi, 


sini = 0,8147 09848 07896 50665 25024 = Ein, 

und es ist dann: 

e = cost -- Z.sin1 = Cosi Cini, 

e = cos1 —i.sinl = Cosi — Sinz. 
Schon hieraus ist die Leichtigkeit abzunehmen, mit der man arithme- 
tische Ausdrücke mit Potenzial-Functionen, wenn der Arcus unmöglich 
ist, sogleich von der Unmöglichkeit befreien kann. Man hat nicht 
einmal nöthig, die Benennungen der Functionen abzuändern, sondern 
nur statt der lateinischen Vorsilben deutsche oder umgekehrt zu neh- 
men. Die kleinen, mit dem Factor oder Divisor 7 vorzunehmenden Rech- 
nungen können immer im Kopfe bestritten werden, und sind kaum Rech- 
nungen zu nennen. Die hyperbolischen Functionen sind ebenfalls perio- 
disch, wie die cyklischen, sie haben aber unmögliche Perioden. 


4. 

Gerade diese Leichtigkeit der Übertragung hielt mich lange ab, 
eine umfassende Theorie der Potenzial- Functionen zu entwerfen, weıl 
mir der Gegenstand, ungeachtet des grofsen Nutzens, den die Einführung 
gerade der hyperbolischen Functionen in die Analysis stiftet, in theore- 
tischer Hinsicht zu ‘unbedeutend schien, da ja fast alle, die cyklischen 
Functionen betreffenden Beziehungen sogleich in die verwandten, für die 
hyperbolischen Functionen geltenden. umgesetzt werden können. Was 
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noch zu leisten übrig sei, bestand nach meinem anfänglichen Dafürhal- 
ten in der Anfertigung logarithmisch - hyperbolischer Tafeln, ähnlich den 
logarithmisch - cyklischen, weil ohne dieselben die neue Terminologie 
blofs eine Erweiterung der alten gewesen wäre, und der ihr zum Grunde 
liegende einfache Hauptgedanke nur das Bedürfnifs der genannten Tafeln 
lebhafter empfinden lasse. Ich begann die Anfertigung derselben, und 
die mehrjährige, obgleich häufig unterbrochene Arbeit führte mich nicht 
selten zu theoretischen Betrachtungen über die hyperbolischen Functio- 
nen und ihre Brauchbarkeit in der Analysis. So entstand wider meinen 
anfänglichen Willen eine Theorie der Potenzial-Functionen überhaupt, 
welche ich den berechneten Tafeln beizufügen und dem Publikum näch- 
stens zu übergeben gedenke, weil sie Resultate enthält, die ich der Auf- 
merksamkeit der Analysten nicht unwürdig halte. 


5: 

Um eines anzuführen, weil es auf die Construction der Tafeln Be- 
zug hat, bilde ich die Gleichung C08®.cos# = 1, welche eine Beziehung 
zwischen den beiden Arcus ® und & ausdrückt, die ich durch 9 — £4 
und umgekehrt £ =/@ bezeichne. Ich nenne $£ die dem Arcus £ zu- 
gehörige Längen-Zahl, und /Q die dem Arcus ® zugehörige Lon- 
gitudinal-Zahl. Man hat dann zunächst: 

gk—i18b——kb; 40—l0-20; L—k=—tk und 1—k = —Àk. 
(ik) =i.lk und lik) —i.£8EK. 
In Anwendung dieser Functionen £4 und /£ hat man dann ferner die 
folzenden Formeln: 


; 1 1 
| Cosk == "O81 und cosk = GER}? 
Cink = tang/k . sink = Sang 94, 
Sang£ = sinlk . tangk = Gin¥k, 
1 uf 
Cork = "Ea - cotk m Siutr’ 


Sangib = tangzlk - tangik = Gangitk. 
Man wird bei diesen Formeln nicht übersehen, dafs die hyperbolischen 
Functionen in Anwendung von /£ eben so auf die cyklischen, wie um- 
gekehrt die cyklischen Functionen in Anwendung von $£ auf die hy- 
perbolischen zurückgebracht werden. Ich übergehe die zusammengesetz- 
teren Formeln, und mache nur noch aufmerksam darauf, dafs wenn 
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man Tafeln anfertigt, woraus man für jeden Werth von £ den zugehö- 
rigen Werth von $£ entnehmen kann, diese Tafeln auch umgekehrt 
dazu dienen, zu einer Zahl die zugehörige Zahl Lk. daraus abzulesen. 
Solche Tafeln habe ich für die Zunahme eines Winkels von Minute zu 
Minute, zwischen den Grenzen £ — 0 und bm mit sieben Dezimal- 
ziffern berechnet und sie so eingerichtet, dafs sie mit gleicher Bequem- 
lichkeit bei beiden Kreis-Eintheilungen gebraucht werden können. Da- 
durch sind also die hyperbolischen Functionen auf die cyklischen und 
umgekehrt auch diese auf jene in völlig gleicher Weise zurückgeführt. 
6. | 

Durch diese Tabellen ist also die Moglichkeit gegeben, zu jedem 
Arcus den Werth einer beliebigen hyperbolischen Function, und umge- 
kehrt, aus ihr den Arcus zu finden. Ungeachtet der Vermittelung geht 
die Arbeit bei einiger Fertigkeit einfach, schnell und bequem von Stat- 
ten, so dafs man sich also fortan ohne Unterschied der Potenzial- Func- 
tionen bedienen kann, gleichviel, ob sie hyperbolische oder cyklische 
sind. Für die letzten 12 Centesimal- Grade sind die Dezimalbrüche aus 
besonderem Grunde in 10 Dezimalstellen berechnet, und in einer Neben- 
tabelle niedergelegt. 

Dabei fand sich ein Fehler in der Angabe des natürlichen Loga- 
rithmen der Zahl 1099, welcher nicht 7,0021 (1)595 4403 ...., sondern 
7,0021 5595 4403 .... ist. Der Fehler steht in dem ZAesaurus loga- 
rithmorum von Vega und in den Tafeln von Callet. Ich bringe ihn 
hiermit zur allgemeinen Kenntnifs, damit ihn Jeder in seinen Tafeln 
verbessern möge. 

Es giebt Reihen, welche nach vorgenommener Reversion 
andere Reihen hervorgehen lassen, welche ihnen selbst nicht nur ähnlich 
sind, sondern mit ihnen sogar so weit übereinstimmen, dafs nur noch 
eine Abweichung in den Vorzeichen vor den einzelnen Gliedern Statt 
findet. Diese Beschaffenheit haben die Reihen: 


Are E54 2702765. 155 
+ 199360981. — + 193915121415. v rco rin igi t ete 


und 
k? 
lic kT +5. — 61.7; +1385 5 E — 50521. Fs — elc., 
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worin 39— 1.2.3; 9=1.2.3.45 72 —24.2.3.4.5.6.75 ws. w. ist. 

Setzt man nemlich z. B. in der zweiten Reihe Lh für k, so hät vani 

weil 1(g4) = A ist: | 
hose 3 





— 61: LIA n: etc. , 
und dieselbe Reihe udi: man seit Sitch ; wenn man die erste Reihe 


umkehrt. Es ist übrigens auch: 


£(v.2) — beet ga TV + log? ie LE, À ais 


j pamm. * e. 











2a+1+v 
= S(—1)" log 32 bv, 
Doch, wozu in dieser Ankündigung solche Einzelnheiten, da fur alle 
kein Raum vorhanden ist. Daher werde ich auch die geschlossenen Auge 
drücke für 24 und 7A übergehen. 

Wenn das Argument oder der Arcus A der Functionen cosh, sink, 
tangk, cotk gröfser als vier ist, also auch £k>4 ist, so geht die Be- 
nutzung der Tabelle für A nicht ganz so leicht von Statten, als für 
Rk< 4; daher berechnete ich die briggischen Logarithmen der Functio- 
nen Ge$ Á, Gink und Sang selbst für eine Zunahme um Ak= 0,001 in 
9 Decimälziffern bis zu der Weite hin, über welche hinaus keine Ta- 
feln mehr nöthig sind. Die Größe Ak — 0,001 ist klein genug, dafs 
eine Einschaltung ohne die Anwendung der zweiten Differenzen, und 
also in grofser Leichtigkeit moglich ist. Es hätte zum beabsichtigten 
Zwecke hingereicht, diese Tabelle von k=4 an fortgehen zu lassen; 
statt dessen fängt sie schon mit Ak — 2 an, so dafs nun schon die brig- 
gischen Logarithmen der hyperbolischen Functionen des Arcus k in Ta- 
bellen gebracht sind, und nur noch die zwischen die Grenzen A — 0 und 
k == 2 fallenden fehlen. Wären auch diese berechnet, so wäre die Rea- 
lisirung aller hyperbolischen Functionen eine unmittelbare, d: h. man 
hätte dabei dann die vermittelnde Function €A nicht mehr nöthig, ob- 
gleich diese Function £k an und für sich wichtig genug ist, und die 
für sie berechneten Tafeln also nie überflüssig sein werden. 

Gern würde ich es sehen, wenn mir ein Anderer, dem mehr 
Hülfe, als mir, zu Gebote steht, vorgriffe, und die briggischen Logariih- 
' men für die bezeichnete nicht eben grofse Lücke ebenfalls berechnete;' 
denn es könnten Jahre hingehen, ehe ich, fast ohne alle Hülfe, die ab- 
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gebrochene lästige Arbeit wieder aufnähme, die ich auch gewifs nicht 
bis zu der gegenwärtigen Ausdehnung würde fortgeführt haben, hätte 
nicht die lebhafte Vorstellung des Nutzens mir die nöthige Ausdauer ver- 
schafft und den Widerwillen vermindert, welchen der dabei nöthige Me- 
chanismus des Interpolirens erzeugt. 


8. 

Was den Inhalt der diesen Tafeln beizufügenden Theorie betrifft, 
so werde ich darüber hier nicht ferner reden, sondern nur noch eine all- 
gemeine Auflösung der unreinen cubischen Gleichungen mittheilen, wo- 
durch die Cardanische Formel überflüssig wird, weil sie in der Bequem- 
lichkeit nachsteht. Es sei: | 

x = 3bx+e, 

so sind die drei Wurzeln der Gleichung: 

x = (2Y D).Gog (TF), 

x! = (a b). Cos (3E + 2m), 

a= (2yb).Cos (35 — $1), 
wenn man den Arcus k nach der Formel: Gogk — 1c.573 bestimmt. 
Diese Auflösung ist ganz allgemein. Nach den besonderen Werthen 
von 4 und c müssen aber für die numerische Auflösung einzelne Fälle 
unterschieden und nach ihnen die allgemeinen Formeln modificirt werden. 

1. Wenn 5 und c positiv und 3c.b7? 7» 1 ist: 

Googk = 1c.57 3, 
(2 y^ D). Cos Fh, 


«= — 5 (35i. Gin gh, 


X 


= — 5 — (yY314)i. Sin $E. 
9 


2. Wenn P positiv, aber c negativ und die absolute Gröfse 
1c.b7 3091 ist: 


Gogb == —Lc.b7, 
x = — (2y b). Cos Zk, 
= = — i35). Singh, 
"= — 5 i(¥ 30). ini. 


J. Wenn & negativ ist, so hat man: 
, 3 
| Cink = ic.(—b, 
Crelle's Journal. IV. Bd. 3. Aft. 


C3 
A 
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y = (2y^—L). Gin 34, 
f= — + i(y— 3 b). Cog th, 


= — + — Uy—3b).Cos$%, 


4. Wenn zwar à positiv, aber Zc.5”?<1 ist, dann hat man 
cosk — 10.073, 

(2y’b).cosäk, 

x = (2y/D).cos(3k4- $8) = —Z+(V3b).sinyk, 


x == (2yb).cos(4k—%r) = — 5 — (V 32). sin$. 


In dem vierten und einzigen Falle kommen also die cyklischen 
Potenzial- Functionen in Gebrauch. Die Herleitung dieser speciellen For- 
meln aus den allgemeinen erfolgt nach sehr einfachen und allgemeinen 
Regeln; statt ihrer füge ich ein Beispiel bei, welches in Anwendung 
der vermittelnden Function gerechnet ist. 


x 


9. 

Die Wurzeln der Gleichung x?-— 205142 — 1988260 sind: — 175; 
89-+1.57 und 89—i.57. Sehen wir, was die Rechnung giebt. Weil 
log($ eb?) positiv und c negativ ist, so rechnet man nach den Formeln 2. 
Setzt man, um die Vermittelung einzuführen, sogleich € für k, so hat man: 


cosk = — 

und FR 

x = _—2Vb_ 

~~ cosl($8 k) ? 
hide) — 7 + i(y35).tang/($ LH), 
4 

= —— — i(¥30). tang! ($8). 

Also 


logcosk = 9,7549504,5 — 10, 
k = 0°,61482497 (neue Eintheilung), 
Lk == 0,3881493, 
$Xk = 0,1293831, 
$£k = 0924112271, 
also logx’ —2,2504200,, ferner log(V 35.tang/ $84) = 1,7558748, 
und log 178 = 2,2504200 und log57 = 1,7558748. . 
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Also sind die Wurzeln, wie oben angegeben worden ist. Eine so grofse. 
Übereinstimmung dieser mit sieben Decimalziffern geführten Rechnung 
hatte ich, angesehen die Gröfse der Zahlen 5 und c im behandelten Bei- 
spiele, selbst nicht erwartet. Es bedarf der Erinnerung nicht, dafs die 
Rechnung noch ansehnlich kürzer würde gewesen sein, wenn man sie 
ohne die vermittelnde Function geführt und die Tafeln der logarithmisch- 
hyperbolischen Functionen selbst benutzt hatte. 

Was endlich die Wahl der mit deutschen Buchstaben gedruckten 
Vorsilben; Gos, Cin, Tang, Got, Arc, Sin, Arc. Los, Arc. Sang; Arc. Cot und 
auch die des Zeichens X betrifft, so wird sie aufserhalb Deutschland viel- 
leicht nicht ganz gefallen. Man kann dafür lateinisch geschriebene Vor- 
silben mit grofsen Anfangsbuchstaben und so auch für 2 nehmen L, um 
durch diese grofsen Buchstaben die Unterscheidung von den cyklischen 

Functionen anzugeben. Auffallender aber ist allerdings die Unterschei- 
dung durch die von mir genommenen deutschen Buchstaben. Möge 
meine Mühe nicht vergebens gewesen sein! 
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Von der Zerlegung symmetrischer Polyeder. 
In Folge des Lehrsatzes S. 100., 4ter Band dieses Journals. 
(Von Herrn M..... ) 





W enn in zwei dreiseitigen Pyramiden (Tetraedern) drei in einer Ecke 
zusammenstofsende Kanten der einen dreien in einer Ecke zusammen- 
stofsenden Kanten der andern, und die von den ersten gebildeten ebenen 
Winkel den Winkeln, welche die letztern einschliefsen, stück weise gleich 
sind, so sind die beiden Pyramiden, wie bekannt, entweder congruent 
oder symmetrisch. Sind aber aufserdem in der ersten Pyramide, 
und also auch in der zweiten, zwei dieser Kanten und die Winkel, 
welche sie mit der dritten bilden, unter sich gleich, so fällt der zuletzt 
genannte Fall weg, und beide Pyramiden sind congruent.  — 

Es sei nun Sa bc....n eine ziseitize Pyramide, um deren Grund- 
fläche ein Kreis beschrieben werden kann, und deren Spitze S so liegt, 
dafs die von dieser Spitze nach dem Mittelpunct O der Grundfläche ge- 
zogene Gerade SO senkrecht auf letzterer steht, so wird sich um die 
Grundfläche @’5’c’....n’ der ihr symmetrischen Pyramide S/a‘b‘c’....n' 
ein Kreis von gleichem Radius beschreiben lassen, und die von der Spitze 
S’ nach dem Mittelpunct Ó' der Grundfläche a' 2'c'....n' gezogene Gerade 
S'Ü' wird senkrecht auf letzterer sein. Jede der beiden Pyramiden läfst 
sich nun in 7 dreiseitige Pyramiden SOab, SObc,.... SOmn und 
S'O'a'b', S'O'b'c', . ... S'O'm'n' zerlegen, welche nach dem was an- 
fangs bemerkt worden, respective congruent sind. Man kann demnach 
folgenden Satz aufstellen: 

Von zwei symmetrischen zseitigen Pyramiden, deren 
Grundflächen centrisch nach den Ecken sind, und deren 
Spitzen senkrecht über dem Mittelpunct der Grundflächen 
liegen, lafst sich jede in z dreiseitige Pyramiden zerle- 
gen, so dafs die einen den andern einzeln genommen con- 
gruent sind. 
| Construirt man zu einem Polyéder P, durch dessen Eckpuncte 
eine Kugeliläche gelegt werden kann, ein ihm symmetrisches Polyeder 
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P', indem man von den Eckpuncten a, b, c, . ... des ersteren auf eine 
beliebige Ebene die Senkrechten aa, 5, cy, . . . . fället, und auf den 
Verlängerungen derselben, jenseits der Ebene, gleiche Stücke aa’, Bb’, 
ye’, .... annimmt, und fället man dann vom Mittelpuncte O des Polye- 
ders P auf dieselbe Ebene eine Senkrechte O», auf deren Verlängerung 
man w0'= 0 annimmt, so geht eine, aus dem Mittelpunct O’ mit dem 
Radius Oa beschriebene Kugelfläche durch alle Eckpuncte des Polyéders 
P' Denn, weil Ow — 60'; ox — 02; «a —cx und die Winkel C «2, 
_ Ü'oa,.»xa und wae’ rechte sind, so ist das Viereck O «aa £5 O'oaa'; 

daher ist O a— O'a', und aus ähnlichen Gründen ist O b= O'b', O c —O"c' 
u. s. w,; also ist Oa = O'b' — O'c' u.s. w. 


Jedes der Polyéder P und P' läfst sich nun, indem man eine jede 
Seitenebene zur Grundfläche und den Mittelpunct O, oder O', zur Spitze 
annimmt, in so viele Pyramiden zerlegen, als das Polyéder Seitenflachen 
hat; die Pyramiden in dem einen Polyéder sind alsdann im Allgemei- 
nen denen im andern symmetrisch, ihre Grundflüchen sind centrisch 
nach den Ecken und ihre Spitzen liegen senkrecht über den Mittelpunc- 
ten dieser Grundflächen, was aus bekannten: Eigenschaften der Kugel 
folgt. Da sich nun je zwei dieser Pyramiden, nach dem vorher aufge- 
stellten Satze, in so viele congruente Tetraéder zerlegen lassen, als ihre 
Grundflächen Seitenlinien haben, jede Seitenlinie aber zu zwei Grund-. 
flächen gehört, so hat man folgenden Satz: 


Von zwei symmetrischen Polyédern, welche centrisch 
nach den Ecken sind, läfst sich ein jedes in doppelt so viele 
Tetraéder zerlegen, als es Kanten hat, und zwar so, dafs die 
Tetraéder in dem einen Polyéder denen im andern einzeln 


congruent sind. 


Da jedes Tetraéder einen Mittelpunct der Ecken hat, so kann von 
zwei symmetrischen Tetraëdern (weil hier die Anzahl der Kanten gleich 
6 ist) jedes in 12 Tetraéder zerlegt werden, so dafs die des einen denen 
des andern einzeln congruent sind. 


Von zwei beliebigen symmetrischen Polyédern kann aber ein je- 
des, wénn die Anzahl der Ecken gleich e ist, und wenn e die Anzahl 
derjenigen Ecken bedeutet, welche mit einer bestimmten Ecke Z in den- 
selben Grenzflächen liegen, in 2(e—2) oder auch in (2e—e—A) Te- 
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traëder *) zerlegt werden, so dafs die Tetraëder des einen denen des an- 
dern Polyéders symmetrisch sind, und jedes von solchen zwei symme- 
trischen Tetraédern läfst sich, wie eben gezeigt, in 12 Tetraëder zerle- 
gen, die einzeln congruent sind; daher der Lehrsatz: 


Von zwei symmetrischen Polyédern läfst sich ein je- 
des in 24(e—2) oder auch in 12(2e—e—4) Tetraéder zerle- 
gen, so dafs die einen den anderen congruent sind. 





*) In jedem Polyéder namlich ist bekanntermafsen die Summe aller ebenen Winkel auf der 
Oberfläche gleich 4(e— 2) rechten Winkeln. Ist das Polyéder von lauter Dreiecken begrenzt, so 
mufs, weil in jedem Dreiecke die Summe der Winkel zwei rechte beträgt, die Anzahl der begren- 
zenden Dreiecke gleich 2(e—2) seyn. Ist aber das Polyeder auch von andern Figuren begrenzt, 
so läfst sich jedes dieser Polygone durch Diagonalen aus einem seiner Eckpuncte in Dreiecke zer- 


legen, ohne dafs dadurch neue VVinkelspitzen entstehen; daher ist auch dann noch die Anzahl aller 
Dreiecke gleich 2 (e — 2). 


Nimmt man nun diese Dreiecke zw Grundflächen und einen Punct innerbalb des Polyéders 
zur Spitze von Pyramiden, so ist der Körper in 2(e—2) Tetraéder getheilt. 
Nimmt man aber den Eckpunct E zur gemeinschaftlichen Spitze der Pyramiden, so erhält 
man offenbar c Pyramiden weniger ‚| alsa 2(e —2) —: = 26 — e— 4. 
Anm. d. Verf. 
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Über einen allgemeinen, die Bernoullischen Zahlen 
und die Coéfficienten der Secantenreihe |. 
zugleich darstellenden Ausdruck. 
( Von Herın Prof. H. F. Scherk zu Halle. ) 


I. einer vor einiger Zeit erschienenen Abhandlung *) über die nume- 
rischen Coéfficienten der Reihe, die man erhält, wenn man die Secante 
nach den graden Potenzen des Bogens entwickelt, habe ich unter andern 
auf die grofse Analogie aufmerksam gemacht, die zwischen den dort ge- 
gebenen independenten Ausdrücken jener Coéfficienten und der Bernoul- 
lischen-Zahlen Statt findet. Man sieht aber sehr leicht, was auch schon 
dort erwähnt wurde, dafs man beide Arten von Coéfficienten, die der 
Secantenreihe und die der Tangenten-, Cotangenten- und Cosecanten- 
reihe, also die Bernoullischen Zahlen, gar nicht von einander zu trennen 
und als Coefficienten verschiedener Reihen-Entwicklungen zu betrach- 


ten braucht. Bezeichnet **) man nemlich die 1ste, 2te, . . . . nte Ber- 
1 3 2n—1 
noullische Zahl resp. durch B, B, ; ... B, und den 1sten, 2ten, . . . 


2 dá 2n—1 


. . . nten Secanten-Coefficienten resp. durch B, B, .. .. B, so hat man 


tang (s + jx) = secx + tangx 


4 
92 (22 zi 94 (94 —1 B 
Sb T 20 Be +, "+ m DBx i a ie we ee 


?n 


qn n. 412n-1 
amem en B B aiwbdiisuvux VUL mS z^" -l- etc. 


Also sind die Se und die Bernoullischen Zahlen zu- 
gleich die Coéfficienten der nach den Potenzen von x entwickelten tri- 
gonometrischen Function tang(27-]-2x) Kann man daher auf irgend 





*) S. meine „Mathematische Abhandlungen.” Berlin, 1825, bei Reimer. Erste Abh. 


. **) Dem Zwecke dieses Aufsatzes gemäfs, habe ich hier eine andere Bezeichnung als in der 
9n-1 on 


1 Z 1 1 
erwähnten Abhandlung gewählt. Was hier B, B, .. .. By B ist, warde dort durch D, c, . .. 


2». 
B, x bezeichnmet. 
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eine Weise den allgemeinen Ausdruck des Coéfficienten von x’, 
es sei 7 gerade oder ungerade, in dieser Reihe in entwickelter oder un- 
entwickeiter Form angeben, so wird derselbe die Bernoullischen Zahlen 
und die Coéfficienten der Secantenreihe zugleich darstellen: jene, wenn 
man 2 ungerade, diese, wenn man 7” gerade annimmt. Mit der Ent- 
wickelung eines solchen Ausdrucks soll gegenwärtiger Aufsatz sich be- 
schäftigen. 


Da nach dem Taylorschen Lehrsatze 





tang (Ze + 22%) = 
er x 2 lang x DES ey 
Ve dp es yoy os LOIN ee ete 
nach der P do iet y — i7 gesetzt, ist, so ny man offenbar, dafs 


ee n t , 
es nur darauf ankömmt, CUM zu finden, indem eigentlich PURE ee 


schon der verlangte allgemeine Ausdruck, nur in unentwickelter Form, ist. 
Es ist aber 


tang(y4-E) — tang y-]- EL], o: T dS Kk? SERA A), A) k^ ER. 


Oy Opry Addis 
Q" rn E" 
SORA Te ee o Toa pin qom, 
die Summe für » — 1, ji yu genommen, und 
NN 1 eO Y. e-OFoY I 1 enY — ey =a 
a C T Drs p uhr a ED eye pes = 


1 9 g2Y -1 
T M mmu (n ei eV ol oem | 


Entwickelt man. also diesen Ausdruck nach den Potenzen von k, so ist 


5" - *1)jO"taug y 


der Coefficient von —~~—— = —— =. Diese Entwicklung haben aber 
1.2.9..8n Q y^ 


Euler und Laplace bereits vorgenommen. Der erste hat nemlich ge- 


funden, und der zweite direct bewiesen *), dafs, wenn man 


fas 1 2 Á ts | 
poma du AR dun pete EE Au" (für n21,2,3.7.) 


setzt, wo p und u beliebige Zahlen sind, und e die Zahl, deren natür- 
licher Logarithmus = 1 ist, bedeutet, man 





pom) d. pt Hs pointe alba pr A, ainodt} tn 
1.2.3. Hp drei oh 


+) S. Euleri Institut. cale, diff. P. II. Cap. VII. $. 173 ff. und Lacroix traité du calc. 
diff. cte. Seconde edit. T. III. p. 107 fL 
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habe, wobei 


ET, 
À, = 2" — (n-4- 3) 


À = $ — (np): SEO, 


t2 


w 


EA FC EL PER (nn 1) 
MENO CO Saas ae ama mt opem 
sei. Seizt man hierin p — — e?Y—, Uu — —2khy^—1, so erhält man: 


p-1.. eY i-L1 - Mr 
pe es Les À +E(—1) (YW — 1) 2" Ak 





Also 
rr epee = at + EC 12"(— 3) 2" AP. 
Folglich 
tang (y 4) = Tu App Aqu vr) 
= tang y + ET : =(—1)” (V2) 2" AR (für 2=1 »2 dau) 


Vergleicht man dies mit dem obigen Ausdrucke für 


o" k” 
tang(y +4) = tangy +2— MMC ITO "YET. 


für dieselben Werthe von 2, so hat dax). 





Ortangy _ (MVP... m em 7 
oy” ei . r 
Es ist aber, wenn für p sein Werth gesetzt wird: 
A E (— EL LA eov — A, eo E EC) d SUV. LA, 


| (—1).1.2.3.... n. (e9Y 3-- 1)" 
yp AA. 
+ Ae} 
t etn1»Y —1 UM R 
1.2.3...n(@¥—41y"°’ 
wenn die in Klammern eingeschlossene Reihe durch R bezeichnet wird. 


Demnach ist | 
G^tangy., TV — 07 omis CPV TON sm 
ey S. aie in TR cosy"? 
p. 


Crelle’s Jotrnal. IV. Bd. 3. HR. "n 39 
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Aus der Reihe R können die unmöglichen Quantitaten weggeschafft wer- 
den, wenn man die gleich weit von Anfang und Ende abstehenden Glie- 
der zu einander setzt, und bemerkt, dafs 


A,= A, A, — uis e 8 0,0 dc weit). 
Alsdann ist nemlich: 


(YOR = A (aye enm p (ay et) 
n Tr n—3 > 
un: Eye ey eem 
AA FD à eV p ( D (EM =). ge d + etc. 





*) Diese Eigenschaft der in Rede stehenden, bei Summationen von Reihen bekanntlich sehr háufig 
vorkommenden Coéfficienten erhált man sehr leicht aus der Art ihrer Entstehung. - Es war nemlich 


p—1 a 
PT — 14 Aut dut + vin + Au ele 
wo p—e' 
4 n—1 " 2 7, n—h 7L A NT n 
(1.) le. A,p + 4,p"7 +....+A,p TU. tci +....t4, 


1.2.3....n(p—1)" 
7t 7 7l 


Mem > 
Es sind also 4,, 4,.....4.... Functionen von p, hingegen A,, 4,.... von p unabhängig. Setzt 


i x 
man nun — für p, so hat man 





1 : 

boi! Im 1 2 7 

Pasce fp ud d P =1-p+ EAU 42 pda + rie DA: 
(2.) LE 1— pe" p—e " à 

P 


A TR S Pen 





wo 
: "o y mu AC rea Gf 1198 Pa ARS Pi adiu 
EID: u^ cM. apud A IINE Dion C a 
(3.) 02.3: ur: T 
pn Plt Aag cb ap b A 
cicer emnt 1.2.3.... n (p—1)" A 


TE &; | 2c n n Q^ n A 
Nach (1.) ist a =—pA,a=pA,.... a—(—1)'pA, also wenn hierin für a und A ihre 
Werthe aus (1.) und (3.) substituirt werden: 


n n JE n n n n Trac 2 
A MM dp. + App A diet ed A, pl a A, p M A, PSE ih + 4 Lai P + ‚at 4,5 
und da diese Gleichung für jedes P edu s so hat man offenbar : 


ce ie ne mee re ei ae 
Diese Gleichungen werden rare auf eine andere Art, etwa aus der Theorie der Diffe- 


' renzen (s. z. B. Lacroix a. a. O. pag. 110 ff.) bewiesen, was aber die Kenntnifs der Coéfficienten 
n 7L 


A,, A, etc. voraussetzt. Die hier gegebene Beweisart kann auch in anderen Fällen auf eine ähn- 
liche Weise angewandt werden, vorzüglich alsdann, wenn man die Coéfficienten noch nicht kennt. 


uw 
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t 


Da aber für jedes ganze r,.(—1) 7 = etiraV mi, also : 
(aire (ay Pen A dri genie 2 cos (frs -Ery) 
ist, so wird 


(TR = 2 À cos(n — 1) a+ y) 9 cos (n — 3) Gn y) +... 
à 4, cos (n — 9. + 1) (z7 4- y) + ete., 
Das letzte Glied dieser Reihe ist, für ein gerades 7, = 2.4, COS Ge») 
| und für ein ungerades 7, = A, 2 


Beide Fälle lassen sich entweder durch die Bezeichnung 


(2 — v) Anz, 08 (1— y) Ga + y) 
14- (— 1) 


Nod AERE 13 1st, zusammenfassen, oder man kann auch die oben 


zusammengezogenen, von Anfang und Ende gleich weit abstehenden Glie- 

der wieder von einander trennen, und | 

2.4, cos (n — 1) (3 + y) = 4, cos (n —13) (és ++ y) + A, cos (1 — n) (Ea + y), 

2 4, cos (n— 3) (qu + y) = 4s cos (n —3) (28 + y) + A-1008 (3 — 2) (27 A- y) 
etc. pak ed 

setzen, in welchem Falle man zwischen dem geraden und ungeraden 7 

keinen Unterschied zu machen braucht. Für den gegenwärtigen, rein 

theoretischen Zweck ‚möchte die zweite Art der ersten vorzuziehen sein. 

Hiernach hat man also | 

on gy att +1 n 

ES m ES {4, NÉ E de et cos(n—3)(3z4-y)4-... ER TORRENT 

CD Ea, cos (n— 2840) Gr 4-7) (für h==1, 2, Ji cunt). 


cos 5t? 








colang 
Hieraus hat man auch Zee, wenn man y-—27 für y setzt, 


und dann durch nmalige Differentiation der Gleichungen 
sec y == ztang(4# —3Y) + icotang(i7— 2 y) 
cosec y, — Ztangy + zcotangy, 


auch, die zten Differentialquotienten der Secante und, Cosecante. 


Q" tang y à 
Man setze nun in den Ausdruck für 37 reve gu y= 5m, so ist, da 


1 
cos (4 — 2-1) ju cos(e — 9A -- 1) (p — 4m) = (— rn rn, Ag 


1 
und cosy = VS: 
nai (n: 


- ME 2 TEA, cos e (für EI... m), 
2 


folglich ist in der Reihe für tang a zx) der  Coëfficient von x”, 


AU 
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9" tang y N x sung 
7° “4.2.3... 2" (für y = 77) 


| 





= 1 EX, cos 7 ED, 
152.33. n, 25. 
Nun ist aber in der Reihe für secx + tang x =tang(47--3x) der Coëf- 
ficient von 2”, Bor son Poor Pe 
152 119. Sus. Dik 
und von x”, 1 en 


Tet 1.2.3....25 D» 


das heifst, der Coéfficient von x” ist, wenn 2 ungerade ist, 

bi 9nti Qe A. 1) n 

~~ 4.2.3....2(n-+-4) 
1 n 

TES cm? 

welche beide Fälle sich unter der pes nd To 


HD 


und, wenn z gerade ist, 


i em 1) b 
.n.(vn n.(vn +1) 1) 


M S preces; las- 


B, wo die 


obige Bedeutung von y= 
sen. Hieraus folgt also 


»n4-v "nio n 
Py ME: 1s. 1 1i 54 ^ cos C2 Ta 


oder endlich PET DER 


B — ER EM cog tz athe Ds (fiir h=1,2, SPR: . n), 





welches der verlangte Ausdruck ist, der die zte Bernoullische Zahl, oder 
den #ten Secantencoéfficienten angiebt, je nachdem z ungerade oder ge- 
rade angenommen wird. 

Man kann übrigens gelegentlich bemerken, dafs der Ausdruck für 
die te Bernoullische Zahl, den man aus dem eben angegebenen erhält, 
wenn man 22—1 für n setzt, nach singer leichten Reductionen fol- 


gende Gestalt annimmt: 
gn-1 On { 2n-1 2n-1 - 2n-1 (ae bs | 
1) 





— PQ 1) 34, — A, AH P, anc he ul Ceca A, 


Dieser hat vor dem zuerst von Laplace gegebenen, und dann auf ver- 
schiedene Arten bewiesenen Ausdruck *) | 
en-ı Qn 2n-— en-ı 2n-1 us 
Pr tt UD ES ri N 
den Vorzug, dafs er für ein gerades n nur aus Zn, für ein ungerades aus ae 


Gliedern besteht, während der Laplacesche immer eine Summe vun 
n Gliedern ist. 


*) Lacroix traité etc. p.114. Vergl. Klügels Lexicon IV, Theil p. 608, ; Grunerts mathe- 
matische Abhandlungen p.93. u. A. 
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Démonstration nouvelle du théoréme du binome. 
( Par l'Editeur. ) 





hi y a plusieurs démonstrations différentes du binome; mais toutes cel- 
les que je connois, laissent encore, à ce que je crois, plus ou moins à 
désirer. Ou elles procédent du cas particulier au cas général, par une 
sorte d'induction plus ou moins vicieuse, par laquelle on cache plutót 
les difficultés qu'on ne les léve, ou elles supposent une partie plus ou 
moins grande de ce qu'il s'agit de démontrer, par exemple la forme 
de la série du développement; ou bien elles sont tellement métaphysi- 
ques, qu'elles, ne peuvent entrer convenablement dans une saine analyse 
mathématique; ou enfin elles sont incomplétes, surtout en ce qui regarde 
le reste de la série, dont le développement ne donne pas l'expression. 


Donc une demonstration complete du théoréme du binome, vrai- 
ment rigoureuse et générale, et en méme tems tellement claire et élé- 
mentaire, qu'elle soit accessible aux premiers commencans, est encore à 
désirer. Ce théoréme étant une des parties les plus essentielles et des 
plus remarquables des élémens, sa démonstration semble étre impor- 
tante pour les traités élémentaires de l'analyse et pour l'enseignement de 
cette science. 


Je vais présenter ici une démonstration qui semble satisfaire à 
toutes les demandes qu'on puisse lui faire. Elle découle, comme corol- 
laire, de la théorie nouvelle et générale des puissances et des facultés 
analytiques, dont j'ai tracé les premiéres idées dans un petit écrit en 
Allemand, sous le titre (Versuch einer allgemeinen Theorie der analyti- 
schen Facultüten etc. Berlin bei Reimer, 1823.) et qui tire ses déve- 
loppemens de cette formule générale de développement, que j'ai nommée 
Théoreme général de Taylor, pour le distinguer du théoreme parti- 
culier connu sous ce nom, et qui, dans toute sa généralité, peut étre dé- 
montré avec la méme simplicité et rigueur qu'on remarquera dans la dé- 
monstration du théorème du binome qui va suivre. Je me propose de 
reproduire, à l'occasion, la théorie générale dont je parle, refondue et 
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complétée. Là démonstration du binome que jg donne ici, est un échan- 
tillon de ce traité plus étendu. 


Ecrivons l'équation 1dentique 
x+k gx, 1k 
2 art! en, k POT - e 
T jo 
Le facteur 1^ doit être ajouté aux termes o" pour faire égaler les nom- 


bres des racines différentes a peuvent avoir lieu des deux cotés de l'é- 





quation. 
Supposant pour abréger 
aX. — ax, 1* 
Rp er ^ 





on à: | 

9. © GARE 0%, D AE. 
Cela posé, faisons augmenter x de 1 et en même tems diminuer # de 1, 
de sorte que la valeur de æ + # reste la méme, l'équation (3.) se chan- 


gera en 


4 cgo m at, 1k LE (e —3)p,, 
en désignant par p, la valeur variée de p, et en remarquant que 1*^* == 1*4 

Retranchons l'équation (3.) de celle (4.), nous aurons: 

5... (hab (en 1) (p; — p) — p. 

Désignons, comme à lordinaire, la différence entre la: valeur; va- 
ride et la valeur primitive d'une quantité quelconque: par À , mis devant 
le signe de la quantité, l'équation (5.) pourra être présentée sous la forme: 

6..0 = A(a*.1) + (£— 2) Ap—p; | 
Auginentons de nouveau dans cette équation x de 1, et diminuons # de 
1, nous aurons | 
7. 0 = Alt. 1) + (£—2) A p, — p,. 
Ketranchons de cette équation celle (6.), le reste sera 
8. 0 == Alt. 15 — Ale”. 15 + (£— 9) (A p, — A pj — A p — (p,— p), 
ou, parcequ'en vertu de lalgorithme de A, la différence de differences 
peut étre désignée P A}: | | 
9. == À*(a*.1") + (k—2)A’p — 24A p. £ 
La premiere TNT de lopération qu'on vient de faire, donnera: 
10 010 A BT. 15 + (6—3)20 p — 328p, 

et on pourra continuer cette opération a volonté. 

Eu résumant les équations (3., 6., A 10.). et celles qui les sui- 
vent, on aura, en transportant en. méme tems au coté gauche les der- 
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niers termes des équations (3., 6., 9., 10. etc.), et en divisant les sg oid 
tions qu'on trouve par les coéfficiens de Ap, Ap etc.: 
axtk — q*. 1 Ep, 





p= Ata" in deat cp 
0d 9s ei | 
MARE ru À, 
| saogol AS (ax. di 
11. Ap= í SEE DRIN cedet A p, 
27 dud jr ix d LN. 
ATp= Avg ) Et a a P» 
= Ar (at ik s 4 
An d casi ea iw de 


Substituant successivement ces équations l'une dans l'autre, on trouvera 
ax — 0% 1*-- Ep, 
q*t* — gt EA(a*. 15) + 5. ER xx 


12. ‘ ae 29 
art — a*, 1* x = (a*. y) di recur — Ap, 











; : } axtk — gx m 
et généralement, si l'on substitue la valeur % de p (2.): 
k. — 1 





13. et = a* ‚+ EA (2*,15 + A? (a = i)... 
k.k— CE It 7—— = 
Mem 1) AP (a. 15) 
k.k—1. I A (a*** — ax tt 
a el): 
Mais A(a*.1") n'est autre chose que 
art, pk — q*, 1* — (a — g*) 1* — a, 1^ (a — 1); 


donc A?(a*.1") est égal à (a — 1) A (a*.1*) = a*. 1 (a—1y; A (a*.1!) 
est égal à a*.1'(a— 1) etc. Donc l'équation (13.) donne: 
— + —(n—1 n 
IG o ETES Toce Se 1)*--... ERO 3 am ih À (a—1) | 
| k.(k—1)... RUN d rn ET 
Qm deor = | k ) 
Faisant dans cette équation x==0 et écrivant «+ 1 au lieu de 2, on aura: 


15: 4o) v [1 4-o4- EL HZ en Ann 


—1 Edi { ai 1 HUE 1^ 
d dot the E Cri An (ET ad aes) 
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Voila la formule connue de développement d'une puissance quelconque 
du binome, mais complétée par l'expression de la valeur exacte du reste 
de la série, et en méme tems du facteur 1‘, qui exprime les racines ou 
valeurs différentes que peut avoir l'expression (1-+ a). 

Comme on voit, il n'a été rien supposé arbitrairement; il n'y a 
non plus aucune condition ou restriction à faire pour les valeurs de la 
base et de l'exposant du binome. Le développement a été fondé seule- 
ment sur une équation identique, et ne consiste qu'en transformations 
algébriques. | 

L'expression finale elle même west effectivement qu'identique, 
comme on peut le voir en développant l'expression du reste. Ce dévelop- 
pement fait, tous les termes à droite se détruiront, excepté le seul terme 
(1-+e)*, et l'équation rentrera à l'expression identique (1 +e)‘ — (1+a)". 
Donc la démonstration du théorème de binome, que nous venons de pré- 
senter, est parfaitement générale et rigoureuse, en méme tems qu'elle 
est élémentaire. 


Berlin, le 2. Avril 1829. 


/ 
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26. 


Précis d'une theorie des fonctions elliptiques. 


(Suite du mémoire 19. cah. dern.) : 


(Par Mr. N. H. Abel de Christiania.) - 


Chapitre IV, 
De l'équation (1—55(1—c^"5*) = r*(1—2)-—c*2?. 
A onsidétonà maintenant le probléme (4.), savoir de satisfaire de la ma- 
niére la plus générale à l'équation: 
118. (1—y?)1—c^" y) = r'(u—a*?)-—cz5, | 
y et r étant des fonctions rationnelles de z. La méthode qui s'offre d'a- 
bord de résoudre ce probléme est celle des coéfüciens indéterminés, mais 
cette méthode ne paroit guére applicable, s1 le degré de la fonction y 
est un peu élevé; au moins son application seroit trés pénible. Je vais 


présenter une autre, plus simple et qui est, ce me semble, importante 
dans la théorie des fonctions elliptiques. 


Pret 
Réduction du problème à celui de satisfaire à l’équation: 
QU/ sedes uas ^ 
£x Cy, c!) t3 bd (asc) 

On voit d'abord que si l'équation dont il sagit a lieu, on doit avoir 

nécessairement 

A a (4) 

zur dab er id ' 
ou ¢ est constant. 

Il est facile de voir que les deux facteurs 1—y®”, 1—c^ y* ne 
peuvent s'évanouir en même tems, car dans ce cas on auroit c^ = 1, 
et ce cas a été excepté, On doit donc avoir séparément: 

j : /? alah Tl” { 
119. 1—Y = re, 1—e y'—r.e 
où r, et r, sont des fonctions rationnelles dont le produit est égal à r. 
Egalement on aura | 
; e.g! == (1— 2°) (1— cz). 
Or, différentiant les deux équations (119.), on en tirera: 
Crelle’s Journal. IV. Bd. 4. Hft. 40 
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1.09 dy m r.indo+2edr,}, 

—26c" y.Oy z— rir, 0gA- eer}. 
Mais il est clair que y ne pourra avoir aucun facteur commun, ni avec 
r,, ni avec r,, donc il faut que le numérateur de la fraction rationnelle 


B soit divisible par r, et par r,; mais ces deux fonctions ne pourront 


120. 


s'évanouir en méme tems, donc on doit avoir: 


EON aN 
121. mu uu SY, 


ou v est une fonction rationnelle de x, qui ne devient pas infini en attri- 


= 


buant à x une valeur qui donne r—0. Soit ya ou p et g sont 
deux fonctions entières de x sans diviseur commun, on aura évidemment : 
0 
N er qU 
122. Jdonc: 
2 or) = göp—pdq 
mos re, Sn LC 


Cela fait voir que v est une fonction entière. Or je dis que v se réduira 
à une constante. Designons par m et 7 les degrés des fonctions p et 9, 
et par p, et y ceux de 0 et v. Cela posé, il y a trois cas. 
Cas I. m7 n. 
Dans ce cas l'équation | 
123. (g^— p)(g—c^p) = & (1— 2") (1— cr) 


fait voir que 


4m = Qu +4; 
mais comme on à ; i 
dur RON 
dye ran > 
on trouve " 
B+v= m+n—i, 
donc: 


y— 2m — uu — 1, 
c'est-à-dire, puisque 27 — an = 2: 


y« 1, 


y l0, 


donc: 


et par conséquent v constant. 
Cas IL n «7. 


On aura de la méme maniére: 
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4n = 2u+4, 2n—p = Q, 
2 y«2n—pu-——1, vol, y = 0, 
donc aussi dans ce cas v sera égal à une constante. 
Cas IL 2 = m. 
Dans ce cas il peut arriver que le degré de l'une des fonctions 
Aste Ps V — Cp, dh ofp 
soit moindre que n = m. Soit donc par exemple 
g—p = ®, 
ou le degré de Q, que nous désignerons par 77 — k, ne pourra surpasser m, 
On aura en vertu de (123): | 
4m —k 


I 


2 p + 4, 


| 2m — -—2-—ik; 
maintenant si lon substitue la valeur de 9 — p + Q, on aura: 


Ov = POT IOP _ po = HOP 
d a Ox : 


dou: 


donc: 

e+ y = m+t+m—k—1 = 2m—k—1, si k>0, et 

Bey = m+-m—k—2 = 2m—k—2Q2, si ko 
Dans le premier cas on a 

y = 2m—p—k—1 = 1—3k = 0, 
et dans le second 
y — 9m — pu — 2 = 0. 

Le degré de la fonction entiére v est donc dans tous les cas égal 

à zéro et par conséquent v se réduit à une constante. En la désignant 


par e, on aura: " 
124. er = 92, 
à 1 Ox 
Cela posé, l'équation | 
2 291 E. 2 2 
«Cr. uv 2) —(—.g7 N (nr 
a—y)a—e"y) = (22).e*a-aX ) 
donnera celle- ci: 
125 Oy A €.02 
AAN SS — 27) (ete 
et le probléme est ramené par là à celui de satisfaire de la maniere la 
plus générale à cette équation en supposant y rationnel en z. En inté- 
grant, on aura: 
| 126. e(y,c) = s.a(z, c) + €. 
En cómparant ce résultat à celui que nous avons démontré dans le cha- 
P q 
pitre Il, on aura ce théorème: 


40* 
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Théorème VII. ,„Sı l'on a une relation quelconque entre un 
nombre quelconque de fonctions elliptiques, et qu'on désigne par c le mo- 
dule de l'une d'elles prise à volonté, il se trouvera parmi les autres fonc- 
tions au moins une, dont le module est c', et qui est telle, qu'on ait entre 
les fonctions de la premiére espéce, correspondantes respective- 
ment aux modules c’ et c, cette relation trés simple: 

a(y,¢’) = s.o(z, c) + Cu 
où y est une fonction rationnelle de x et e une quantité constante." 
Ce théoréme est de la plus grande importance dans la théorie des 


fonctions elliptiques. T 
Il s'agit maintenant de trouver toutes les valeurs de y et des mo- 
dules c/ et c propres à satisfaire l'équation (125.). Si la fonction y con- 
tient des puissances de x supérieures à la premiére, elle jouira d'une cer- 
taine propriété, qui cónduira à son expression générale, en supposant connue 
la solution complete dans le cas où y ne contient que la première puis- 
sance de x. C’est pourquoi nous donnerons d'abord la solution dans ce cas: 


uid 
Solution du probléme dans le cas de ydp 
| + RR 
En substituant cette valeur de y dans l'équation: 
2 2 > 2 9 OY r : 
| "ü—y)ü—ey) = a—2) —e2). (07), 
rien n'est plus facile, que de trouver toutes les solutions possibles. Je : 


ne ferais que les transcrire: 
1 


Lieu y mtm, ye; omen rt DS 
1 | x 1 
II. c=, y= ye-—, ge, 
"i 1—V o? {+-Ve\ (itxVo c 
in tt (rp). y= yi) y) siae. 


on 


{+-Vc\? 1—Ve\ fi1-d4-xYc 

. C'— "+ + | to. ER Wd 

IV. c +( ) Y +) En): 
REV = (000 „14V —e 12-2. Y —c 4 

V. c) ^ yeu Ten e=t3y—1(i+vV—e), 
1 AV —o? 1—V —c 1+2.V —c 

VI. € -+l =) ; —Ó NY (EY € Liv —ılly —c)*. 

On voit que le module c' a six valeurs différentes. La fonction y en aura 

douze, car à chaque valeur de c' répondent deux valeurs différentes de y. 


Ces formules nous seront utiles pour la solution du probléme général. 


=+iy—ı(— yo), 
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§. 3. 


Propriété générale de la fonction rationnelle y, qui satisfait 
à une équation de la forme: 


Soit, pour abréger: 
v[a—y)a—c^y)] = A'y et v[a—2)0—02)] = Az, 
Téquation (125.) qu'il s'agit de satisfaire, prendra la forme: 


e Ox 
97. A = n7 
où y est supposée fonction rationnelle de x 
Soit 
128 y mI 


la fonction cherchée. Si, en réduisant jx à sa plus simple expression, 
les puissances de la variable x qui y entrent s'élévent jusqu'a la a" 1 
clusivement; nous dirons que x est une fonction rationnelle de x du 
degré x. Sa forme générale sera donc: 


"POP ATS ms A, +A, c+ A, +... + A, 
Bo +B, a + Bia? 4-....-- B, a? 
le numérateur n'ayant de diviseur commun avec is dénominateur, et les 
deux coëfficiens 4, et B, n'étant nuls à la fois. 





Cela posé, si lon considère x comme fonction de y, l'équation 
y — px donnera p valeurs différentes à x, nécessairement inégales, en 
supposant y variable. II est évident que toutes ces valeurs de x satis- 
feront également à l'équation différentielle: 


ey ds Ox 
Ay pour Nan 
En désignant donc par zx et x’ deux de ces valeurs, on aura en méme tems: 
AC ZEHN ds 
Ay LM fA 
Donc, en égalant ces deux valeurs de ah , on aura 
ian de 
PAPA NEIN CN, 
Cette relation aura toujours lieu entre deux racines quelconques de l'é- 
quation 


Il est facile de tirer de là une équation algébrique entre z/ et x En 
effet l'intégrale complete de cette équation est en vertu de (36.): 3 
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130 x! s zAe-+teAx 


7 1 —c2 e2% x? ? 
ou e est une constante. Maintenant x et x’ étant tous deux racines de: 
y — Wa, on aura: | | 
yim Nba eR Apes 

TX VE abr, 


et puisque y est variable, cette équation doit nécessairement avoir lieu - 


pour une valeur quelconque de x. On aura donc immédiatement ce 
théoréme: 


donc: 


Théorème IX. „Si une fonction rationnelle y de x, du degré 
p, doit satisfaire à une équation différentielle de la forme 
Oy 08 
A y E. EAN 
il faut que cette fonction reste la méme, en mettant pour x, p valeurs 
différentes de la forme: 





zNeteÄz 
do: 242%,’ en 
e etant constant.” 

Ce théoréme, nous conduira, comme nous verrons, de la ma- 
niere la plus simple à l'expression générale de y. Il sagit seulement 
de déterminer les valeurs convenables de la constante.e; car celles-ci 
étant trouvées, rien n’est plus facile que de trouver ensuite toutes les 


autres conditions nécessaires. Occupons nous d'abord de la recherche de 
cette constante. | 


. 4. 
Recherche des AX de l'équation y = wx. 
Soit pour abréger: 
P 1997 em oe oe 
nous aurons d'aprés ce que nous venons de voir (131.): 
| 1307 a Dg e DE 
ou le signe du radical Ax est évidemment arbitraire. Je remarque que 
cette équation, ayant lieu pour une valeur quelconque de z, subsistera 
encore en mettant 6x au lieu de x. On aura donc: 
V [0(0x)| = (0r) = Ye. 
En mettant de nouveau 0x au lieu de x et ainsi de suite, on trouve 


y= de = (02) — qz) — (6a) — .. cmm (O0) = etes, 


3 
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ou l'on a écrit pour abréger: 
xi 00r, 4 ri—-0627,....0;e0t0, 9^z,25:00 5 a. 


Il suit de là que toutes les quantités de la série 
| IX x dur. cue BED. aan 

seront des racines de l'équation y — a. Maintenant cette équation, n'a- 
yant qu'un nombre limité de racines, savoir &, il faut nécessairement 
que plusieurs quantités de la série (134) soient égales entre elles. ll 
s'agit de savoir si cela est possible. Pour cela il faut d'abord avoir l'ex- 
pression générale de Ó"z en fonctions de x et e, Supposons pour le mo- 
ment e indépendamment variable. On aura en vertu de l'équation 
07— x. ^ e-- e A (07 x) 

4262 22 KM : 

(COHEN T Tolet?) ce 
A(8"x) x) — À AI ac) 3s e 
En mettant dans cette équation successivement 2—1, 2—2, .... 29,1 
au lieu de z, et supposant, ce qui est permis, que les radicaux A(0"z), 
A(072).... (0x), Ax conservent leurs signes dans deux équations 
consécutives, on aura sur le qr 
en ap de 
XZ (Gx) — IL "Ae 

Cela posé, cherchons suivant le paragraphe 4. du chapitre I. une fonction 
rationnelle e, de e telle, que 


TE 








dés: nat 23 de 
Pete duty e. 
on aura: 
Q9(0"x) — is NO 
PCS Dan Ares 


Mais si l'on fait 
j x A en + er À x 


zz = 





1—ereha ? 
On a: 3 3 y 
x’ en 
Aa rw Ler. 
donc: 


OOo) js. dl 

pe {UE RC AN oe 
Cette dernière équation donne ; 
a! Dele À ox! 


71 
Dis eee DOE PEE dion 
6 41—c2e? a” 


3^ i 
ou e' est une constante. 


2 - 
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Pour trouver cette constante, faisons e —0; on aura 6, = 0 et 
Ae, — 1. Donc la valeur de a’ deviendra &’=r, et par conséquent 
celle de 0"x ec 
sAedteAz 

1—c*e” x? 
Mais puisque dör=r, on aura encore 0x — zz, donc: 
o AN ef d- e À x 


1— ce x? 


z= 





HR cmm 


Cette équation, devant avoir lieu pour une valeur quelconque de z, ne 
pourra subsister à moins qu'on n'ait séparement e'— 0, Ae'=1; donc 
on aura: pun 20 | 
c'est-à- dire: c AE TUA 2 
1— c? eno? 

Telle sera lexpression de 0"x pour une valeur quelconque du nombre 
entier n. Elle a en effet, comme on voit, la forme d'une racine quel- 
conque de l'équation y = Wz. 

Cela posé, soient 0"x et 6"*"x deux quantités de la série, égales 
entre elles, dont il existera toujours suivant la remarque plus haut. On 


aura donc: QU y wu 0" x, 


mais 0"*"z est évidemment la méme chose que 6"(60"2), donc en met- 
tant x pour 6”x, il viendra: 
| a oN mmo 
Une équation de cette forme doit donc toujours avoir lieu quel que soit z. 
Si elle a lieu effectivement, il est clair que la série (134.) n’aura que 
n termes différents, car, 6"*a, passé, les termes se reproduiront dans le 
méme ordre, puisque 0" z — Or, "Pr 6x etc. Si l’on suppose, ce 
qui est permis, que 7, dans l'équation 0"z — z, a la valeur la plus pe- 
tite possible pour la méme valeur de e, il est clair également que les 2 
quantités 
137.0, Oy 028, o0" 2 
seront nécessairement differentes entre elles. Car si l'on avoit par exemple 
QU s rU | 
il en résulteroit 6“x== x, ce qui est contre ihypothese, attendu que 4 
est moindre que 7. 


I] sagit maintenant de satisfaire à l'équation 
Ur 
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En y substituant. l'expression de 6"z, donnée par la formule (135), il 


viendra: 
aile x A ex en A m 

Gi Lara DAE 
Or il est impossible de satisfaire à cette équation pour une valeur quel- 
conque de x, à moins qu'on n'ait séparement les deux équations: 

135; was OÙ Ne, m3 15 
et réciproquement: si ces équations subsistent, il en sera de méme de 
l'équation 0ü"z — z. Or je dis quil sera toujours possible de satisfaire 


deux équations à la fois. 


PART. x À en 
D'abord si 2 est impair, les deux quantités e, et D seront des 


fonctions rationnelles de e, comme nous l'avons vu chapitre I. $. 4. Si 
donc on désigne par e une racine quelconque de l'équation 

T3U e 2 
il suffit, pour satisfaire à l'équation. Ae, — 1, de déterminer le radical 
Ae de la maniére que: 


©. 
Pie? 

après avoir mis le second membre sous la forme d’une fonction ration- 
nelle en e. Ce-ci se fait voir, en remarquant, que si €, — 0, la quan- 
tité Ae, =ty[(1—e)(1—c?e})] ne pourra avoir que l'une des deux 
valeurs +1, — 1. 


140. ^e = 


Si au contraire 7 est un nombre pair, on a vu que Ae, sera une 


. : Eve Z 
fonction rationnelle de e, de la même sorte que „az. En la dé- 


7 


signant par e,, on doit avoir en vertu des équations (138.): 

141. vie zn: | 
Or je dis que si e est une racine quelconque de cette équation, on aura 
à la fois e, — 0, Ae, — 0. En effet, ayant 


2 CONT inky _VA—er)” e | 
NT 1—c? ew) Y — c? e;) ! 
on en tire en quarrant: 
1 ez — — eve, 
et cela donne: 
6. zu, 


car c* est different de l'unité. Or ayant e,==0 et e, — 1, on aura évi- 
demment Ae, — 1; donc etc. | 
Crelle's Journal. IV. Bd. 4. Hft. #1 


318 26. Abel, théorie des fonctions elliptiques. 


On pourra donc satisfaire à la fois aux deux équations: 
Po Dy PE Ec; 
et.on aura toujours un nombre z? de valeurs différentes et convenables 
de e, car en vertu des formules (51., 55.) les équations €, — 0, &, — 0 
seront du degré 7* en e. 

Il sagit maintenant de choisir les valeurs de e qui rendent tou- 
tes les 7 quantités x, Oz, „. . . 0" x différentes entre elles, car cela est 
une seconde condition à laquelle doit satisfaire e. 

Or pour cela il suffit de rejeter toutes les valeurs de e qui pour- 
roient donner @“r—x, où p est moindre que z. On pourra toujours 
supposer p facteur de z. En effet soit # le plus grand commun diviseur 
de x et 7, on pourra trouver deux nombres entiers x’ et rn’ tels que: 

Bp nin-ck. i 
Or l'équation 0"z — x donne: 


O4 x = c, 
donc: hs 5 
RU age 
mais en vertu de 6"*x — x on a encore 
rta ccm 
donc enfin: 
Ghai ms 


donc, si Ó"z — 2, on aura encore: Ó'z — z, où L est diviseur de n. 
Donc il suffit, de rejeter toutes les valeurs de e, qui pourroient satisfaire 
en méme tems à ces deux équations: 

€, — 0, Ae, = 1, 
où x est un facteur de 2; et il faut nécessairement les rejeter toutes, 
car si l'on a 0"z — r, on a nécessairement Ó0"z = a. 

Ainsi on trouvera aisément une équation en e, dont toutes les ra- 
cines donneront des valeurs convenables de cette constante. Si 2 est un 
nombre premier impair, on a m — 1; donc la seule racine quil faut re- - 
jeter de celles de l'équation 

€, — 0, 
est celle-ci: 
€ = O. 
On aura donc un nombre 7 — 1 de valeurs convenables de e. Car I’é- 
_quation €, — 0 est du degré n°. 
Il y a une remarque essentielle à faire sur les quantités 
T, 07, Oxy, à... 0 Gas 
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Savoir, on aura toujours en méme tems: 








142 8 ign ge © À em tem Ax QT — x Nem — em Ix 
A. Bann T = BEC TT 
1—c?x° en 1—c?x?eh 


En effet, on a (43): 


e past 2 ea NO On ON On # 
ip RENT 1— c? es er, : 
mais 
eum QUAL N 
donc: : 


Chin — — em 
On aura également (42.) 
| CORAN Ta + en-m N em 





e, = — = 0 
E LC en 4 
donc à cause de 
€n—m = ae Cn 
On aura: 
) Jai iiit = Ze 


En substituant ces valeurs de e, ,, ^e, ,, dans l'équation 
Nm term A x 
$— ces na 

on aura précisément la seconde des équations (142.). 
Si l'on multiplie entre elles les valeurs de 0"x et 0'"z, le pro- 


duit sera rationnel, et on trouvera 


n—m Be s 
RR er ; 


= 2 
Lu e 
143. 0" x. 0" x ae, —, 


1— ce, x 
On aura de la même sorte: 
Qa ZN en 


LA ima 42 PR gee en 


| 1— c’e,x 
Ces formules nous seront utiles dans la suite. 
D’apres ce qui précéde, les 7 quantités 
TUO) T9 01,700, AOL 
sont différentes entre elles et racines de l'équation y = Wz. Le degré u 
de cette équation est donc égal à 7, sil ne surpasse ce nombre. Nous ver- 
rons plus bas, qu'il suffira de considérer le cas, ou p —7. On pourra 
méme supposer 7 premier, 
"2 
Trouver toutes les valeurs de y qui pourront répondre aux 
valeurs des racines, l'orsqu'on en connoit une seule. 
— Pour simplifier la solution du probléme général, voyons si plu- 
sieurs valeurs différentes de la fonction y et du module c' pourront ré- 


pondre aux mêmes racines de l'équation y = :pz. Rien n'est plus facile 
41* 
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que de trouver les valeurs de y et c‘. En effet soit peut ou p et 7 


sont des fonctions entiéres de z sans diviseur commun. En désignant par 
4. xau di Nr tco 
toutes les racines de l'équation f 
y = dz, 
| on aura 
p—9$y = (a—by)(z —z)(z—a)(z—2z")....(z—av», 
où a et b sont des constantes. Soit maintenant y‘ une autre valeur de 
y qui satisfait aux mêmes valeurs de x, x’, x^ ...., on aura en dé- 
signant par p' et 9‘ les valeurs correspondantes des fonctions p et 9g: 
pp y! = (a/—b y!) (a —2) (2 — a) (a)... (a — 4067, 
donc: 
PASAY a qu A 
pco a UNUS 
En attribuant à z une valeur constante, il est clair que cette équation 
donnera pour y/ une expression de la forme: 
a . 
1410. We LL, 
où a, D, «/, ß’ sont des constantes. En désignant maintenant par c’ le 
module qui répond à y‘, on aura en méme tems: 
Oy! 7 tee Og ie Ox 


—————— 


TEN a a ne UA IAN yum SOR t 








donc: 
VOLL RE N € Y (1—5»)(1—«^y*y] 
En y substituant l'expression de y’ en y, on aura les équations nécessai- 
res pour trouver y', c", €. Ce probléme est précisément le méme que 
celui du paragraphe 2. On voit donc, qu'une seule solution de l'équation 
OTt. uat. 
Ay PAR 
donnera sur le champ cinq autres qui, généralement, seront différentes 
entre elles. La fonction y aura toujours deux valeurs correspondantes 


au méme module c/, savoir y et 


41 
c' y : 
$6. 


Solution complète du probléme dans le cas u=n. 


Supposons maintenant que l'équation y — We n'ait d'autres raci- 


nes que celles-ci: 
2 0 AR FTIR 107 Mes 
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ce qui a lieu toujours si x est un nombre premier, comme nous le ver- 
rons plus bas. On aura alors, si p et 9 y pent la méme chose qu'au 
paragraphe précédent: 

147. p—9y = EHEN I —0*z).... (z—0*? a). 
En attribuant à z une valeur particuliére, on aura une expression de y, 
dans laquelle tout est déterminé, excepté trois quantités constantes. Nous 
allons voir qu'on pourra toujours trouver ces quantités de sorte que l'é- 
quation différentielle proposée soit satisfaite. Pour cela considérons deux 
cas: 2 impair et 7 pair. 

Casl Sin est un nombre impair. ' | 
Soit dans ce cas 2n— 24 --1. Alors l'équation (147.) donne, en 
attribuant à z la valeur particuliére zéro: 
by = —(a—by)z.0z.60z.... Oz, 


et de là: 
02.0? 25... 07 x 
148. a^ dosis Oe ve OE 
gr be bel Oa Oto... 0 m 


Remarquant maintenant qu'en vertu de (143): 


rn en 


CRT En da 
il est clair que l'expression précédente de y sera une fonction rationnelle 
de x du degré 24-11; donc, puisque cette fonction ne varie pas, en 
mettant pour x les 2u-+1 valeurs 
Ep UO mo. iM SR 
ce qui est évident à cause de 6°“t*a — z, on conclura que l'équation (147.) 
_a lieu en mettant au lieu de y cette fonction et pour p et 9 les valeurs 
correspondantes en z. Cette équation pourra s'écrire comme il suit: 
149. p—gy = (a—by)(z—a)(z— Oz) (a — 0" x) (s — 0*2) (z — 6" z).... 
eO (z — OM x) (z— OT 2), 
Cela posé, faisons: 


1 : 
& r—1, —1, Po ROAR 
et désignons les valeurs correspondantes ^ y par 
(8, D, y, 0. 


Puisqu’on a pour ces valeurs de x, Az =0, il suit en vertu T deux 
équations (142.) du paragraphe 4.: 


0"x = Quti-m D x À Cm 


d. 25 xe 5o 


d'où l'on voit que les facteurs du second membre de l'équation seront 


322 26. Abel, théorie des fonctions elliptiques. 


égaux deux à deux, en faisant abstraction du premier facteur z—z. On 
a donc: 

p—9« = (a—ba)(1—2z).e, 

150. p—qP ue (a — & (2) (1 47 2)- e^, 

p—9*y = (e—by)(1—e2).e”, 

p— gà = (a—b}) (1 +c2).e””, 
ou e, 6, e", e"' seront des fonctions entières de z du degré p. Mais, 
puisque E 

151. (Qg*—p)(p — cp) = rü—za-—cez, 

les équations précédentes font voir que les quatre constantes a, (2, y, à 
egalent celles-ci: 


1 1 
+1, apr toc + —, DER. SER 


C C 
et si cette condition a lieu, les quatre équations (150.) donneront évi- 
demment une de la forme (151.), et par suite on aura 


DY BoD te) x 
152. Ay == €. A7 
en vertu de ce qu ‘on a vu dans le paragraphe 1. de ce chapitre. 





Puisqu' i| sufit de connoitre une seule valeur de y, nous pour- 
rons faire par exemple: 
: AT 1 
inu CET B -—i, Y cung à ———-—. 
Cela posé, il reste de satisfaire à ces équations. Or si lon fait 
pour un moment: 














rJ rt 1 LUN x (ac? — e?) (a? a (eier) 
154 7px — mom. B tq aera?) poc (ER D 
l'expression de y deviendra: 
Ar a! a. GT 
hU. 034 s i, 
d'où l'en tire, en remarquant que Q(—2) — — Qz, et faisant r = 1, 
1 1 | 
mec cS 
1 1 vb 
a^ a. q (1) Cen a/— a. (1) re » of tti 
— bb. bi) a La Nu RO 
Wb. (—) .q{ ) 


donc en vertu des équations (153.), on aura: 


a'—b'-- (a —0)9(1) = 03 af-+-b'—(a +4) 0(1) = 0, | à 
re) + (+2) = 0 


ra 
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I] est impossible de satisfaire à ces équations à moins que l'une 
des quantités a’, b’ ne soit zéro. Faisons donc ea! — 0, on aura en même 
tems 5 — 0. Donc deux des équations précédentes donneront: 


Fe unes es); 


d'où l'on tire la valeur de c', savoir: 





æ p( 


La valeur de y deviendra: 
a 
ARR caging RE 


1 x 
Quant aux valeurs de @(1) et e(—), on aura en vertu de l'expression 
de Qa: 





1—e? 1—e 1— ez 
Qi) = fey Tote AC a ee 
g(=)= 1 e Ari e^ * 1--c?e; 1— 0° ej 
c cue 1—e? Tte ek es 
donc: 
1 
Victim ott p(1) 
et 


Bee er ENCE SG 5 VE 


Enfin, pour avoir la valeur du coefficient s, il suffit de faire x — 0, après 
avoir différentié l'expression de y. On aura: 





Oy 1 
— — lee 2 tot s E ot To 
0% ia, FE ^' e (1) 
Mais comme on a 
lan à A!»y 
Bg eee er 
il en rádiltte., en faisant 2 — 0: 
Oy 
N) nn +: 
à Ox > ala 
dh 
donc on pourra faire: 
d m ee TÉ 
, marque. Ve vm mm er 


En vertu de ce qui précéde, on pourra énoncer le théoréme suivant: 


— Théorème X. ,,Soit e une racine quelconque de l'équation 


Eu — 0, mais qui ne puisse être racine d'une autre équation de la 


méme forme Cmts = — 0, où 27 -- 1 est Qriseur de 2m+1. Cela posé, 
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si l'on détermine la fonction y, le module c', et le coéfficient e, en vertu 
des formules: 
REN SHER x (e? — x?) (e — x?) (e5 — ax)... (en — 2?) 
X — yet —6 e 2) (1 —c ex*)(1— cei x)....(1—6? et a)? 
‘= out | RENTE). e) i; N 
(eae ed eee ne TE .(1— 0? ei) 





156. cut 
€ ehr . e*; E. ie: TP 
on aura toujours: 
Oy Ox 
Vida Fr Veen? 
en determinant convenablement le signe du second membre. 

Ayant trouvé de cette sorte un systeme de valeurs de y, c, s, on 
en aura, d'aprés ce qu'on a vu dans le paragraphe précédent, cinq autres à 
l'aide des formules du paragraphe 1. Il répond six systèmes de valeurs 
de y, ce‘, ¢ à chaque valeur de e. On trouvera méme douze valeurs de 
y, car à chaque valeur de c‘ répondent deux valeurs différentes de cette 
fonction. Nous reviendrons plus bas au probleme de trouver le nombre 
total des solutions qui répondent à la méme valeur de y. 

Pour donner un exemple des formules ci-dessus, soit jJ — 1. Puis- 
que dans ce cas 2 4-l- 1 —3 est un nombre premier, on pourra, en vertu 
de ce qu'on a vu plus haut, prendre pour e une racine quelconque de 
l'équation e; = 0, excepté la racine zéro, Cette équation, en vertu de la 
formule qui donne l'expression de z;, est du huitième degré, savoir: 

O0 — 3— 4(1+c)e --6ee — ce. 


La quantité e étant une racine pure de cette équation, on aura: 


oy Ox 
Vid—y) (tc?) OV oe) ee)? 








£s 2 — x? 

c! — dese c= hi y = oye gem). 
Puisque &* est exprimé en c par une équation du quatriéme degré, le 
module c' le pourra étre également. Cette équation est: 

(e — cy = 4Yfce'.a—Yee'). dé 

L'expression générale de y, donnée plus haut, est exprimée en forme des 
produits. On décomposera aisément cette fraction en fractions partiel- 
les. En jé puisque les racines de l'équation | 


0 al EEE) le) Ly (1 662) Q6 eim) 
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sont les 2u-+1 quantités suivantes 
T, Ups 0x ee re 4) 0" m, 
la somme de ces quantités sera égale au coefficient de z*, divisé par 


celui de z*“t et pris avec le signe — 1, donc: 
(— 1)", cu, e2. e2 


2 2 * .... eL h 
x + 0x +0 z+....+0%tzx JUS TERIS URS CE pp d 

donc, en vertu de l'équation 
0" 2 + CHA a 


on aura l'expression suivante de y: 


2A\em»m.x 


1—o’e2, x? 


MT 1 
157. ye sites p be Ve no 
| Cas II Si n est un nombre pair. 
Faisons 2? — Qu. Puisquon a 
x À\ em + Em À & Gum. — x À eg — em Ax 
1— co? ex: ? 1—c?e},x* 
on aura, en faisant m= y: 
PD oa x AN eu-d]- eu À x — € A eu eu AL Ax 

1— c? ex? 1 —c? e, x? 
Ceite égalité ne peut subsister à moins que e, n'ait une des deux valeurs: 
Zéro ou l'infini, Cela donne lieu à considérer séparement ces deux cas: 

A, si e, = 
On aura: RE PE 


OR 





ge — , 


i 
O * 


En y substituant 9”x au lieu de x, on aura: 


gut” c ur -- 1 


Mn Ne a 

Les racines de l'équation y — /x deviendront donc: 

| à | in 
Se n10T; BD c. den oh A ora o ptem 


par conséquent on aura: 
| ut ® 
158, p—$y = (a—by)(2—a)( z+ — )(2—02)(2—6 2) (2 —0" z)(z—90"" x). 
En désignant par o! et 5’ les coéfficiens de z^" dans les deux 
fonctions entiéres p et g, on aura: 
1 - p uti 
by = — (a —by)|e d tot npe rm + nha] 
1 24kem 2Ne,& 2N eure =) 
re ans waste D PRE PE RE" PARENT SE EES e@oe x? © 
Y et 47-5 g*o* 74g — c'e; x? dug ae Ou © 
L'expression qu'on en tire pour y sera évidemment une fonction ration- 
Crelle's Journal. 1V. Bd. 4. Hft. 42 
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nelle de x du degré 2x, et puisqu'elle resté invariable, en mettant per 
x les 2u quantités 9 
acc ER anu | 
l'équation (158.) aura lieu en mettant pour y cette valeur et pour p et 
g les valeurs correspondantes en z. | 
Nous allons voir qu'on aura une valeur convenable de y en faisant 
me BD, t 
Cela donne 
y = a’ 1 
ER: Lr NEE Re en 
+ + re 
expression qui est a eininsnt de la rom | 
| 1.— c? e? 7?) (1 —c? 62 x?) ....(1— c'e, 12?) 
xr ayy ee un 2 no Fe CUT) —_ dup. 
det) ! 1+a; x?-a;x*--....Ta,.x* . ih uda 


Pour trouver la valeur de 4, remarquons que si l'on fait x — 1, 





2 
— cn eu x* , 





y doit avoir une des valeurs: +1, Fri Soit par exemple y —1, pour 


T — 1, on aura: 1 
160. oud Es Si)‘ 
Cela posé, faisons dans l'équation (158.); r— 1. En remarquant que 
aye 0, on aura , 
g—p = (—2)0 Xez).g, : 
ou e est une fonction entiére de Z, car pour x==1 on aura: 
AN em 


11? énit 
En changeant le signe de z dans l'équation précédente, on aura, en re-- 
marquant que 4 est une fonction paire et p une fonction impaire: 


gtp = (1+2)(1*ez).o” | 
f —p = (1u—2)u-—cz)(eey. 


Maintenant, puisque 

161. (f—p)(g—c^p)-—u—zyui-—esz5r, 
cela fait voir que Ia fonction 9?— c^ p? doit être un carré parfait. Or on 
pourra toujours déterminer c’ de la manière que cette condition soit rem- 
plie. Faisons dans léquation 


0" x — Ah, gmx — 


Cela donne: 


pisa qui! 
Rie ayes 








*) Ona 
a! 4- a (»c 4- 056 -- 0? %....- 62/7 xc) 


b! p b (c + On +0? sc... . OT x) 





y= 
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On aura: | 
| 1 1 
um — ()" (ge — NH 2) — £n ( ) 
donc - u Qm y — pr. 


Si donc on désigne par « la valeur de y qui réponde à x = 


les racines de l'équation 
LD, 


c'est-à-dire de p — «9, seront égales entre elles deux à deux; donc 
p— «9 sera un carré parfait. En changeant le signe de z, on aura pag, 
qui par conséquent sera également un carré; donc en multipliant, on aura: 
Pe’ =e, | 
où ¢ est une fonction entière de z. En faisant donc 
: 1 


C sf 
a? 


l'équation (161.) aura lieu, et par suite on aura: 
Ov Oz D 
a = rmt ou q 
c’est-à-dire, en changeant z en x: 
QU rin uar 
EN ET 
ur déterminer le coëfficient s, on aura d'abord, en vertu de la 


derniere équation: 








c= = pour 2 = 0. 
Mais lexpression de y donnera: 
Q3 ak Ad 
ja 751 tap)! 
donc: 
qM 
pm" 


Le numerateur de la fraction qui exprime la valeur de y sera 
/ 


décomposé en facteurs; savoir si lon fait y — D) on aura: 


1 [2] 
p= pré) dés)... eso) 
On pourra facilement décomposer de la méme maniére le dénominateur 


g', comme on va le voir. 
En divisant les membres de la formule (147.) par y, il viendra à 


cause de a — 0: 
br g = — b(z — x)(z—0x)(2—0°x) OO (Z—O 2). 
x 42% 
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Cela posé, soit à une valeur de x, qui rend y infini, c’est-à-dire une des 
racines de l'équation 9’=0. On aura 

g = b(&—0)(z— 00)(z—6 0). ... (a — 00). 
Il jsufit donc de connoitre une valeur de à, Or une telle valeur ‘est 


1 A : i 
VES: En effet puisqu'on doit avoir y — +, et remarquant que 


a’ 1 
5 5 b 'x-d-0x--0*zx--....-p OH a’? 
r-—rd-0z-d-0z--....-4-0""z = 0. 
Soit pour une valeur quelconque de x: 
Pm = 0"x + O4 x HE OP x OT», 
on aura évidemment, en remarquant que 0" z — x: 


Pod pi bee + poux men 


Or je dis que si l'on fait 


on aura 


1 
eye 
on aura: 
Pm = 9, 
pour une valeur quelconque 77. En effet on a d'abord: 
0", x + 07 "y = un, Ago 
va D 
1 
donc en mettant Ó"z au lieu de x, et remarquant que Hr= X 
2-2. Ae 
m+ u 3u—m BELA akt m 
Nie ds OE oet qudd N — PETE 
En faisant maintenant 
1 
ere Ne)? 
on aura: | 
raum Am gmt + ong) 
Y (4o). f1 (Aor e. en] 4 
donc en effet: 
Pm = 0. 
On pourra donc faire 
1 
Ca MVE Os he 


En remarquant que 9 — 1, pour x= 0, on aura, en mettant dans l'ex. 
pression de 9, æ au lieu de z: 


¢ = 8-306-360-2307 


D'aprés ce qui précéde on pourra énoncer ce théoréme: 


26. Abel, théorie des fonctions elliptiques. 329 


Théoréme XI.  ,Soit e une racine quelconque de l'équation 
e, — 6$, mais qui ne satisfait pas en méme tems à deux équations de la 
forme e, — 0, ^e, — 1, où m est facteur de 2m Cela posé, si l'on 
détermine les trois ao y; €, e en vertu des formules: 


1 2Ae.x 2Ae 2 Ae, 
AU — — 2* 
DE any z © ati e? peri ge arte Far 


2/Xe 2Ne 2Ne 
= 2 u 
162. aay UTE = elıt— ges ch hee 7) e n es tegen gags CER 


on aura toujours: 
OM fue &.02x 
Yit—»)a—eo y vit—xs)ü-—esx» 
Tis cas le plus simple de cette formule est celui ou & — 1. On aura: 


1 
e = exl) Ik c, 


ete, x? 


Jb Cc 
Qoi ‘= =, 
Qu r — (123). Ox 
Vit—y?2)(L—e y?)] VIH — 22) (1-0? x2)] zr 
Aprés avoir déterminé en vertu du théoréme précédent un systéme 
de valeurs pour y, c', e, on aura cinq autres solutions à l'aide des for- 





163. y= 


mules du premier paragraphe de ce chapitre. — : 
B. Si €, — Q. , 
Si e, — 0, le tel Ae, ne pourra avoir que l'une des deux valeurs 
+ 1 ou —1; mais il faut ici supposer Ae, — — 1, car si l'on avoit ote 
méme tems e, — 0, Ae, — 1, il en ‘résulteroit 0"2—=x, ce qui n'a pas 
lieu. Mais | á 
à i x À ey + T. 

Bar T 4EMEG 9 

d 1— 08 eu S irs V. we 
cela donne 

| x == —ı, 
et, en mettant 0*x au lieu de x: 
Qr aim L9", 


AM Les racines de l'équation y — :/z seront égales dans ce cas deux 
à deux, mais de signe contraire, et parconséquent Ya sera une fonc- 
= . "" . ; 
tion paire de x. En faisant 


Ae 


“a | 


on aura: 


LR CPR ES a qe (ray 
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Si l'on fait z — 0, et qu'on désigne les valeurs correspondantes de 
p et g par a’ et b', on aura: 
a —b'y = +(a—by)(2.02.0°2....0" 2). 
Cela donne pour y une expression rationnelle du degré 22. Comme dans 
les deux premiers cas on démontrera aisément qu'il sera toujours pos- 


sible de déterminer les constantes a, b, a’, b‘ de la sorte que l'équation: 
IE LER 
Rigen ANR 
sera satisfaite, en attribuant au module c/ et au coefficient «e des valeurs 
convenables. Je vais considérer seulement le cas le plus simple, ou 


pu -— 1. On aura dans ce cas 


a! —b'y = (—a-+by)z* 


et par suite: __ altax? 
Y — gba ! 
En mettant cette valeur dans l'équation: 
ONE yl Ox 
Ay) Fi 
on trouvera facilement une solution, savoir: Y 
165. wy =, == ix e = (1-+c)f/—1. 


Connoissant ainsi une solution, on en déduira, en vertu des formules du 
promus B 0 ic^ cinq autres, de sorte que l'équation 










BIER, #6 DER o 
1 C | 4 s 5 dii á RT! Ap 
pourra étre "ov des six maniéres suivantes: 


* dcc 1+VU "(1 — c?) c -- Y (c? — 1) 
"e de ON X E € Y (e? —1)' 
# À N “7. d 
Réduction du problème général au cas oü le degré de la fonction 
rationnelle y est un nombré premier. 

Soit maintenant y =~ une fonction rationnelle quelconque qui 
satisfait à l'équation différentielle: | 
oy ig og | E 

ANO" T: HF Ag * 
Comme on a vu dans le paragraphe 3., l'équation 
y = xz 
aura toujours 7 racines de la forme: | 
iv T gna cQ; Gras .8 0""r, où Ox — a. 
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Cela posé, adehenons par x’ une » nouvelle ines différente de celles - ci, 
en sorte que: | 


I c gd tet 
V (0^ x) = Wa, 
La) = pr! = y. 


Il suit de là que les z Da ai 

1783-28 Ox’, Pris ps MOT! 
qui sont différentes entre elles, seront racines de l'équation dont il s'agit. 
Or toutes ces 7 racines seront différentes des racines (177.). En effet si 


lon avoit 0" z' — 0"z, il en résulteroit: 
gem 0" a’ AE > o (TA UE 


On a 


donc aussi 


c'est- à- dire: 
a! — gr mru T, " 


ce qui est contre l'hypothése. Le degré u de l'équation y = Wz est donc 
égal à 22, ou plus grand que ce nombre. Dans le ME: sı l'on 
désigne par z^ une racine différente des 27 ragapes précédente $, on aura 
en méme tems celles-ci: 
p. Gn, 0? x"! NEC gn var 

qui seront différentes entre elles et des racines (177. 178.). Donc p sera 
egal à 32 ou plus grand que ce nombre. En continuant jusqu'à ce qu'on 
ait épuisé toutes les racines, on voit que p doit être un puinplé de 7, 








et.si l'on fait en conséquence: b ad RAP n "ue = 
P = m n.n, B. o ET aM d 
les & racines se rangeront en m groupes, 5 den termes chacun, savoir: 
hr + 
A Ox, e x e 9$ 2 we T, - " ^ 
M. Ü rtl. sa. ^w 


Bl qo pom RN io e Lia 
Cela posé, soit 
TEM . 
où p et y sont des fonctions entières de z, sans diviseur commun. On aura: 
180. p—gy = (a—by).(z—z)(z—6z)(z—60*z)....(z—0" x) 
X (z — z^) (x —02^) (z — 0? x^)....(z— 0" * 2") 


e ° . e . ° » . . e. . 


x (z EUM. a) (z ray ga") (z — 9° gn») AES (z — gr x"), 


332 26. Abel, théorie des fonctions elliptiques. 


et d'aprés ce qui a été exposé dans le. paragraphe précédent, on pourra 
trouver une fonction rationnelle: y, — (x), telle que les racines de l'é- 
quation 
| n= Me 
soient égales a ces 7 quantités: 
2, 02, 092, .... OE, 
et que y satisfasse à une équation différentielle de la forme: 
0515. or rr 
Vitter x) "Y [0 — ax?) (1 — e* x*)] 
Faisons 
/ 


Vz = PL 


où p' et g“ sont des fonctions entières du degré z. On aura: 
182. p'—$9'y, = (a—b'y,)(2—x)(z—0%x)....(z—0" x), 
ou a et b' sont des constantes. 
En y mettant au lieu de x successivement les mm valeurs: 

PI eee UHR C gi) | 
et puis multipliant entre elles les équations qui en résultent, on trouvera, 
en ayant égard à l'équation (180.): 

483; PIE CE proe ee T Jg i rco 
a—by a—b'y, a—by, ' ' * ' a'— bn’ 
ou à 
Veo ys» e à ° Vm 
sont les. valeurs de la fonction y,, qui répondent aux valeurs 
| EA AME RM ON PAR cem 
de T. | 4 
Puis, attribuant à x deux valeurs particulières a, (2, telles que 
1 I 


« — * N — 
" i ba = 0, LP — nS 9 
et désignant par P 
es, Co. Pet Me prb ms jon [4:5 S n TUE ER 
les valeurs de y,, y,, . . . . y,, respectivement correspondantes aux va- 


leurs & et ( de x, l'équation ci-dessus donnera: 
184. 17 = LI (p'—a,. 9g") (p! — ag). (Pam 9"), j 
gm AM (p' — D, 9") (p/— Bag’) e+ (PP 2^); ^ 


à / 2 « 
ou 4 et 4” sont deux constantes. Em divisant p par g, on voit que 


p 


: 3 f POM 
T — Ÿz sera fonction rationnelle de 2 — 4p,z. En mettant x au lieu 
: Jg 

de z, on aura 





pi / 
VI Pi LE = y,, 


g q 
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donc: 





(y; —e0(y:—o:)(i— 9)... (¥1 — Cm) 
n Ans A Bi) (Ys — Bz) Qa — Pa). (x — Bm)?” 


: A! 
où À = Zn est constant. 


On voit donc que y pourra étre exprimé par une fonction ration- 
nelle de y, du degré m. 
En combinant maintenant l'équation (182.) avec celle-ci: 
Oy Ox 
Ay mi dq 
qui doit avoir lieu, on aura: 


c ee a aaa eb CELINE, SITE CELO 
VIE») Ge — & VI te? 
donc la fonction y, RS en y, et du degré zn, doit satisfaire à cette 
équation. Réciproquement, si cette équation a lieu, l'équation 
Oy Ox 
Ay — IAE 
subsistera également, car la fonction y, est déterminée en x de la ma- 
nière à satisfaire à la formule (182). Ainsi le probléme général est 
réduit à satisfaire de la manière la plus générale à l'équation (186.). 
ce problème est précisément le même que celui que nous traitons actuel- 
lement; seulement le degré de la fonction y en y, sera 77, au lieu que 
y, comme fonction de a, est du degré 72.2, qui est plus grand que 7. 
On pourra donc appliquer à l'équation (186.) le méme procédé dont on 





, LA os re Oy Ead, Ox . . ; ° 
s'est servi pour l'équation deber E^. et il est évident qu'on parvien- 


dra ainsi à l'expression générale de y, car les degrés des fonctions suc- 
cessives vont toujours en décroissant. 

Supposons maintenant que le degré p de la fonction y en x est un 
nombre premier. Puisque y = 77.7, on a nécessairement 7 — 1, p — zn. 
Par suite: 


IT 4 EB, Lugo 
On connoit l'expression de y, en x par les formules du paragraphe pré- 
cedent. En substituant l'expression de y en y, dans l'équation (186.), on 
trouvera à l'aide des formules du premier paragraphe toutes les solutions 
possibles. 

En vertu de ce qui précède on pourra donc énoncer le théorème 
suivant: 
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Théoréme XII. Soit y une fonction rationnelle dez d'un degré 
quelconque p, qui satisfait à l'équation différentielle: 
Wido NC b n HE 
vıda-r)d-ey)] — VIA) x 
On pourra toujours décomposer p en deux facteurs 7 et m, dont l'un z 
est un nombre premier, tels qu'on ait: | 
OV: (TAN Mu 
^ VIA) y  Y4—2)(-—6*2] 
Jed gn DUNS A LE ARR ee M 
V [4—5*)(1—c*5*)] ^ e VIH) ar]? 
ou y est une fonction rationnelle de y, du degré m, et y, une fonction 
rationnelle de x du degré 7. : 
Si donc on désigne par 7, n,, 7,, .. . . 2, des nombres premiers 
dont le produit est x, et qu'on fait, pour abréger: 
A(z,c) = y[(1—2)0—-cz] 


on pourra faire: 





n — C SEO > 2 _ Ya = — ¢ RN Vor £ om 
ZA (pto) T INI C2) 74 ATA MA Gy to A) MERE dd sl FUN EN ve PT: 
où y, est une fonction rationnelle de x du degré 7, 

EP NN puo ^ " rés dat Xd MS 

TN RC ke a CM. : x VUE ed Hay 

gy a 1 " * " Rd Fe eter = N,-13 

NE AE a a ye oN EA. NER N do 


En vertu de ce théoréme la solution du probleme général sera 
donc ramenée au cas où le degré de la fonction y est un nombre pre- 
mier. On tróuvera toutes les solutions qui répondent à ce cas par les 
formules du paragraphe précédent, et la résolution du probléme que nous 
nous sommes proposé au commencement de ce chapitre pourra étre re- 
gardé comme résolu. : 
92 ed 

Sur la forme de la fonction y. 
Désignons par x, x’, x... . 2 les racines de l'équation 
y = Wo. 
Si l'on fait Pz = s ou p et g sont des fonctions entiéres de z, on aura: 
187. p—gy = (a—by)(s—a)(z —2’) (x —a").... (a —2'"7), 
ou a-et 5 sont des constantes. Cela posé, soit & une racine de l'équation 
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y = 0, on aura en faisant z — a: 
188. p = a(z—a)(x—a^)(z—a'^).... (aa). 
Soit également (? une racine de l'équation y — 3. Cela donnera, en fai- 
sant r — (), et aprés avoir divisé les deux membres de l'équation (187.) 
par y: 
189. 9 = b(z—B)(a— ^) (x —'^)....(z — PU). 
Ces valeurs de p et 7 donneront, en mettant x au lieu de z 
(x — a)(x— e)... (x —o(») 
10 y — LD) (5 — RE)? 
ou 4 est un coefficient constant, qu'on trouvera en remarquant que si 


, . D à > 1 
l'on fait x — 1, y doit avoir une des valeurs +1, nr 





Mais il y a deux cas: savoir, il pourra arriver que l'une ou l'au- 
tre des deux quantités a et 5 soit égale à zéro, et dans ce cas l'une des 
racines des équations y — 0, y — 3 sera zéro ou infini. 


Was DL. SE DU. 
On aura dans ce cas 
191. p—gy = a(z—2z)(z—2a')..-.. (z — x7), 
et p sera du degré mw, et 9 seulement du degré p —1. En égalant le 
coefficient de z“-? dans les deux membres, on aura: . 
192. a'— by = — o(x+x a Lus an), 
où a’ et b’ sont des constantes. . Maintenant si 


i s xNeteÄx 


2i 


: | I 127.62? e* x? 
est une racine de y= Wa, la quantité 
a \e—e Âx 


1— c? e? x* 
le sera également; donc si ces deux quantités sont différentes entre-elles 
pour toutes les valeurs de e, x sera un nombre impair et en faisant 
p —=2n#- 1, on aura: 


e 2 ee 
193. a — by = af Être. ++ ae i dra]. 


1- ex c? e? x? 
. 2$ 9 : 1 "m N 
Maintenant si l'on fait = +1, ne on aura y= #1, y = oat. d'ou 


il est facile de conclure que a’ sera égal à zéro. Donc y sera une fonc- 
tion impaire de z, et de la forme: 


194, y = 4.2.14, 





am: gf 2 À en 
; oe td oe 5 PFS en X at 
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Cela fait voir que E | 
g = (1—c'ez)....(1—ceiz). 
Pour avoir p, il suffit de faire dans l'équation (191.) z — 0, et cela donne 
| p = ar(r—er)....(r—er), 
donc on aura: ies AMAR à s 
pe 2— (ve (n —— 
[995 aceite OUTILS TTE 
Telle est donc la forme de la fonction y dans le cas oà le degré de son 
numérateur est impair et plus grand que celui du dénominateur. 
Si pour quelque valeur de e les deux quantités 
xAeteÄx  zAe— e A x 
1—- ter A x ;l 1—c*eRx? 
etoient égales, on auroit: | 


e== 0, ow em}. 





1 
Soit d'abord e — $, on aura x’ == + —, et par suite le second membre 


de lé équation (192.) seroit une fonction impaire de x, dont le degré se- 

roit un nombre pair. On trouve seulement que cela donne «a’=0; donc 
en faisant j, 2 2: | 

2a EP Qe Aen. di 

— + ___ I n—1 5 

196. Arte EE 


1 





et par suite y sera exprime en ele comme il suit: 
- a({— 0; x?)(1 — 0; x 90: 
197. y = + x (1 are e; x^ Mice m MI m j 
| Si au contraire e — 0, on aura en même tems: 
a’ = —ı. i à 
Donc dans ce cas y sera une fonction paire de x. Mais le degré du nu- 
mérateur doit étre le méme que celui du dénominateur, comme il est 
facile de voir; donc lexpression (197.) appartient à y toutes les fois que 
le degré du numérateur est un nombre pair et en méme tems plus grand 
que celui du dénominateur. 
Cas IL Sia — 6. 
On aura: 


/ Ped 
En raisonnant comme ci-dessus on trouvera aisément que dans 


le cas où @ est un nombre impair, y sera une fonction impaire de x de 
la forme: 





198. yore (1— c* ej aw?) (1— 62 e2 52) .. .-($—0* en x?) 


EC RT) 


26. Abel, théorie des fonctions elliptiques. 337 


Sig est pair, y sera une fonction Na ate de x de la forme: 


PS ahh teens Mh 5 CL — oF enun ani) 
AT TR (1— 0° 22)... 1a) —— 2%) i 


MA n 
De la fonction zs. 
Nous : avons vu chapitre I. paragraphe 4. qu'à l'équation différentielle 


AL (25 +2). 
on peut satisfaire , en mettant au lieu de y une fonction impaire de 
r du degré 24 — 1; qui s'évanouit avec x. En la désignant comme 
nous lavons fait à l'endroit cité par z,,,,, et faisant pour abréger 
(24--:1)—1 — 22, cette fonction, en vertu de ce que nous venons de 
voir dans le paragraphe précédent, doit avoir la forme suivante: 


. 2 2 2 2 
0e mu Cg es 

200 Touts (1—c? era?) (1— c? ej 27)... (1 —c* exo:2)? 

et on aura en méme tems: [^ p" 
o 2Ae,.x 2 Leavin 2Lven-x 
201. lyn = Alt: perse PRS bet POSH. 

Pour déterminer les coéfficiens @ et 4, faisons z — i. On trouvera: 

t Ao, net zd nim 
Si l'on suppose x infiniment petit, la artius Meo «4 

Wy. TUE ee 0000 À » " * 
mais l'équation différentielle donne dans ce cass Shen m " + | 
1 Pout. — (2u + Dr, Va sh pw jr 
ar suite: M RT 9 " | 

P ae Y EN o A128 ets À d. * 


Si l'on suppose z infiniment ca la seconde expression de z,,,, donne 
nd: z, mais dans le méme cas l'équation ES 1 donne: 








O Lauf Ó o pats 
Ce Cour uod LT (24 -]- 1). L ee, = 
donc: - | 
" 1 
202. A eame CONT ae ae EL x, 
, 2u +1 ‘ 
Connoissant 4, on aura: 4 
x 203. E. . Cr eoes e? = SE i. a = lt cu? F4 
C 


Les quantités e,, e,, . . . . €, ont entre elles des relations remarquables 
que nous allons développer. 
Considérons l'équation 
Tout = Yy: 
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Les racines de cette équation seront les (2u + 1)* quantités suivantes: 


zNe, te, Ax mAe,d-e, Ax 2 AA eg es I oc 
T 1 — c* e? x? ’ 1—c?e,a? LE RR 1—ctex? C 
: axle LAG 
Soit 0x = a une quelconque de ces racines, les 24 +1 quan- 


tités: 
7, Fey Cava. OD 
seront encore des racines et en méme tems différentes entre elles, en pre- 
nant pour e une quantité qui n'est pas racine d'une équation 
Fom-+ı — 0, 
où 277 +1 est facteur de 2u-+1. Soit 
Ani m zAedteAx 
ET eg 
une autre racine, on aura encore les racines suivantes: 
2 2 
UE 0X, +... zx, 
qui seront différentes entre elles. 
Cela posé, faisons 


» Tout xem ve; 
on aura en general: 


yore) = YU x), 
quels que soient les nombres entiers zz et 4. En mettant 62 au lieu de z, 
on aura: Tr aw. 8 
Vz = VG") = ay 
donc toute quantité de la forme . 
0 0" x 
sera racine de l'équation y — «pz. Je dis maintenant que si lon attri- © 
bue à & et m toutes les valeurs entières possibles, moindres que 24 +1, 
les valeurs qui en résultent pour la fonction 6*0"z, seront toutes diffé- 
rentes entre elles. En effet, si l'on avoit 
0k 9" py = 0 0"'z, 
i| en résulteroit, en mettant "7" z au en de z, et remarquant que 
GUD x hr : 
| gii" — o x, 
ou n'— m-4-2u--1—n't. 
Cela donne: 
GUTTA OO” am 
ou AY == Qu+1—k+k’, cest-à-dire: 
0" 2 = OF x, 


et de la: Q^" x u Qu x 
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Maintenant, puisque 2u + 1 est un nombre premier, on pourra faire 
bu = (24-1)8 4-1, 


OCF Oe = 0,x = UU, 
c'est-à-dire 6,2 serait une des quantités: 
Bo Gee's ten 0 df, 
et cela est contre l'ypothése. : 
L'expression 0 60"x a donc un nombre (2u<+ 1) de valeurs diffé- 
rentes et par conséquent ces valeurs seront les racines de l'équation 


donc: 


Xon. my. 
Soit maintenant 
‘i= 0.7: x — of 0" x, a! = 6" x. 
On Rura, en regardant e et e' comme Aet: 


ox! 
TUS 2 pee 


pa) x" 


Aa — 25 ad x | 
En mettant dans la première formule x’ au lieu de x, x’ se changera 
en z^, donc: j 


Ox" Dax Qe 
Axt x"! RAT: + À Ae e! ? 
donc: 
ox"! 
u^ DT = + b Tm Ze e? 
et si l'on fait 
a LI, = sa uc C ve Oem | 
e Va PATI ERES 
Q x“! Ó e Ó em 


Ax! AL IAE AS 
Si donc on fait: 
em Ae, + €, À em 
204, "ey = Br aren? 
on aura: 
Ox" Ox , de 
Raa aa CL Ny 
Axt Bia TAN Cn, k 
et de là, en supposant que e,, et e;, s'évanouissent avec e: 


905. 2! = x 4A e, xt 6 nr AR 


— 00". 
yt mp EE 
1—c?e Cm ke I 


Toutes les racines de l'équation y — 2,,., pourront donc être exprimées 
par cette méme formule. 7 
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Donc pour trouver toutes les racines, il suffit d'avoir la valeur des 

deux quantités e et e‘, qui sont deux racines de l'équation - 

Tour um. 
Toutes les racines de cette équation 
: Put = 0, 
qui, par ce qui précède, sont les (24%-+ 1) quantités suivantes 

D, tip M TP NES QAM 
sont donc exprimées par la formule 
Cm, k 9 

en donnant a 7 et & toutes les valeurs moindres que 2¢-+1. II est fa- 
cile de voir qu'on pourra exprimer e,,; en fonction rationnelle des deux 
quantités e, e’, donc on voit que toutes les racines de l'équation 2,,,4, = 0, 
pourront s'exprimer rationnellement par deux entre elles et par le mo- 
dule c. 

Si lon veut exprimer z,,,, à laide des fonctions 6,x et Ox, on 
pourra faire cela d'une maniére fort simple. En effet, en remarquant 
que le dernier terme d'une équation est le produit de toutes ses racines, 
on aura sur le champ: 

206, mbar TEE Up DUE 

NO DL DD ESS DIO tur 

X 0 m. 8 0r.0, 0 09^. 7.01052 

X 02.0 01.0" 0 z .... OM OME. 
On a aussi: 


1 


su 2u 
207. Toi = 2u--1 + Zn Zn (0707) 





$. 10. 
De l'équation Loup = 0. 

D'après ce qui précède les racines de l'équation Loup = 0 Mar ex- 
primées par €, ; en donnant à 77 et À toutes les valeurs possibles moin- 
dres que 22 +1. Une de ces valeurs est zéro, savoir ee... 

En divisant le numérateur de la fraction 2,,4, par x, on aura, en 
égalant le quotient à zéro, une équation: 

2058," € P, ==} 0, | 
du degré 4p°-+- 4g. Je dis que cette équation peut être résolue à l'aide 
d'équations du degré 2u +2 et du degré 2u. 


20. Abel, théorie des fonctions elliptiques, 341 


Soit p une fonction quelconque symétrique et rationnelle des quan- 
tités &,, 6, .. .. 6,,, En mettant au lieu de &, €, .. .. €,, leurs 
expressions en fonctions rationnelles de e,, p deviendra une fonction ra- 
tionnelle de cette racine. Faisons: 


209. Pp — Qe; 


on aura évidemment: ) 

410. Qe, = Qe = Qe =..... = les 
équations qui auront lieu quelle-que soit la racine e. Cela posé, mettons 
Em au lieu de e, il est clair que 

| €, Ey ver? Coy 
se changeront respectivement en: 


Com, 2 » €3m, 3» et «uii, » Coum, 9p * 
Donc on aura: 


210% Qe,; = Qe, =... = Qes»nu: 

Formons l'équation: 
211. ip— 6j P — e, j ip— Pe. P— Pez} ute: ip — Peu) 
KE p — fus PAT th lan t "Lr s AY 35 fo = O0, 
Jor Gry + + + + Gau Seront des fonctions symétriques et rationnelles de 
Pe,, Qe,,, -.. + Q&,,. Or on pourra les exprimer rationnellement en c. 
En effet 11 suffit d'avoir la valeur de: 

2312, {Pe + (0e, +... +ipe, hi = e,- 
En vertu des équations (210., 210‘,) cette quantité pourra s'écrire comme 
il suit: 

ape, — (pe) + (pe + (Pa +....+(pe.) 

+ (Qe, .)* 4- (9 €o, >) + (Q es) + Asa a + (9 €o, 5 

T (es + (Pen) 4- Pes, 9 + A" 

+ (Q Cou, ni 20 (® C4u, 2). c ($ Cu, 3) aH FLD ar (0 eus 
Or le second membre de cette équation est une fonction rationnelle et 
symétrique des racines de l'équation P — 0; done on pourra exprimer e, 
rationnellement par les coéfficiens de cette équation, c'est-à-dire par c. 

On voit donc que les coefficiens de l'équation (211), gs 915 Gos - - 

seront des fonctions rationnelles en c, Donc une fonction symétrique 
quelconque des racines: 

85316, res oos més, 
pourra étre déterminée par le module c, à l'aide d'une équation du degré 
2u-+-2. Cela posé, faisons: | 
_ Crelles Journal. IV. Bd. 4. Hft. 4 
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213. (e—e)(e—ej....(e—e,) = 
€" be p, 6" 7 ab p, AH... fb p.e + p, = 0 
Les coéfficiens p, P, + - + . p,_, seront des fonctions rationnelles et sy- 
métriques de &,, &, - . . . €,,; donc, comme nous verrons, on pourra les 
déterminer à l’aide d'équations du degré 2&5 -]-2. Ainsi pour avoir les 
racines de l'équation P— 0, il suffira de résoudre des équations du degré 
ou et 2j. -]- 2. | | 


Ce qui précéde est susceptible d'une application importante. Le 
module c', exprimé par la formule (156.), est comme on voit une fonc- 
tion rationnelle et symétrique de e, &, 6, .. . . e;,. Donc, en vertu, 
de la propriété démontrée précédemment, on pourra trouver le module 
c' en c à l’aide d'une équation du degré 2u—+2 Cette équation ne pa- 
roit guère résoluble algébriquement, excepté lorsque 2u-+-1==3. Dans 
ce cas elle sera du quatriéme degré. 

En appliquant le théoréme XII. à l'équation: 

Ox a 
Aaa p (Qu + 1A 
on aura, en remarquant que le degré de la fonction z,,,, est (25 -]- 1), 
et 24-+1 un nombre premier: 
[ox 2 1n Ox 
pers Fm DEAS T (25 3-3) A 
ou y est une fonction de x du degré 2u+ 1, et z,,,, une fonction de y 
du méme degré. On aura: 
EN cut a (e? — 2?) (e —x?).... (ez — a?) 
— Vel’ (1—c*e x?)(1 —c*eia?)....(1— 0? ena?) - 
et : 
SL EUR y (e —y?) (e —?) .. (di —27) 
m Ve (Ae ey) (Lele y), (1—c dy") 
2 2 a 2 2 
c= gu, {Aas ots e » ice 9 
rn Wick cer Wie al 
1— ce? 1—c^ e 1— 0") ? 
cit 
| Vel | 
e' est déterminé de la même manière en c/ que e lest en c. Donc si 
Yon change c em c'; c se changera en c'. De là il suit que l'équation 
entre les: modules c/ et c doit rester la méme si l'on change simultané- 


ment c en c' et c’ en c. 








e — 


2 2 g 
€ sO, ere Eur 


À 
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Puisque c’ dépend d'une équation du degré 244-2, on pourra don- 
ner à la fonction y, 25 +2 valeurs différentes. 
Em jg 


Des transformations différentes qui répondent à un méme degré 
de la fonction y. 


Aot A3 2 se ed: pop A, xc? -+-..., 4-24 Ay ct ap 
Bot By a+ Ba?-r....-4 T Ba 
| ALT» Adi Ox 
214, ANS Fe eS 
Supposons x premier et d'abord u — 1. Dans ce cas le module c’, 
en vertu des formules du paragraphe 2., aura six valeurs différentes et 
- Ja fonction y en aura douze, 
Si “== 2, on aura toutes les solutions possibles en combinant les 
deux formules (163., 165.) avec les six formules du paragraphe 2., ce 
qui en donne 18 valeurs différentes du module c’. 


Soit 


et 


Si lon fait 
Am D ROMS BCI atc" Val © 
, RS, » TELL OL 7975 ET 
ces 18 art se trouveront en mettant dans les sıx fonctions: 
1—Vc 1--Vc 1—V — e? i+V—c\? 





rec, +=, * uy). (e. ee: ey) 


les trois quantités c,, ¢,, c, au lieu de c. 
Si x est un nombre premier impair, on aura d'abord 25-2 va- 
leurs du module ec‘, qui répondent à la forme suivante de y: 


gus Pun eo) (e = a)... (ena?) o 
Vo! (1—c?e? z2?)(1—c?eia?)....(1— c? ei 1263). 


Or de chaque valeur de y de cette iE on tire en vertu des six for- 
mules du paragraphe 2. cinq autres de la forme: 
jd [LY IF VA NT Ve Lt y Vel if Ve! 1ryV—za 
ch? UV 1+yVe? IH Vo 1EyVo? 14+V—c 1 ey TrYV—a 
u A+V—c 1+yvV—c! 
| 1—Y—cw'1-cyY—e 
auxquelles répondent respectivement les modules: 
EN ccce prit v N EL ea 
L+Vc/? M —Yc/ ? UV —6/? M—Y — 
On aura donc en totalité un nombre de 6(22-]-2) — 6(u-- 1) va- 
leurs différentes pour le module c. On en aura le double nombre pour 
la fonction y. 
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$5112, 
Résolution de l'équation WERNE, 

L’equation algébrique y — br, où dx est une fonction ration- 
nelle quelconque de x, satisfaisant à une équation différentielle de la. 
forme (214), jouira de la propriété remarquable d'étre résoluble par rap- 
port à æ à l’aide de radicaux. Cela est facile de démontrer en ayant 
égard à la forme des racines de cette équation. D'abord si le degré u 
est un nombre composé ==7.7,.n,....7,, on pourra faire comme nous 
venons de voir dans Ie $. 7.: 


Y — Vy); Vo "a ds (90.3 TRO Rat Vo — JA (y) Yı = V (x), 
où xp,, Dis + « « « NA, vp désignent des fonctions rationnelles respecti- 
vement des degrés z,, n, ,, + . + A,, ^, ces derniers nombres étant pre- 
miers. On aura donc la valeur de x en y à l'aide de la résolution de 
y--1 équations des degrés 7, n,, . . . . n, respectivement. Donc il sufüt 
de résoudre l'équation y — Wz dans le cas où le degré u est un nombre 
premier. Si #==2, on aura l'expression de z par les régles connues. 
Si x est impair, les racines de l'équation y — 4x seront les 4 quan- 
tités suivantes: | 
EIE, TU E 3 2 Dites 
Cela posé, soit 0 une racine imaginaire de l'équation 
QUT Meme 
et faisons 
v —z--0.0x + Gr +....+0%.0%z, 
ve 240.0 z-- POM at... 4-0. 0. 
En substituant pour les quantités Ó"z leurs valeurs: 
0" 2 E NA em em Ax 4 
41 — oc? e; x? 

et remarquant que | 

guo ng — EA em em Am 

1— c? em x? 

ıl est clair qu'on aura: » 

—=p+yAz, v= p—gAa, 
où p et 9 sont des fonctions rationnelles de z Cela fait voir que v.v^ 
et V^ u sont des fonctions rationnelles de x; or je dis qu'on pourra 
exprimer ces quantités en fonctions rationnelles de y. En effet il esi . 
‘clair en vertu de la forme de v et vu‘, que si l'on fait 


v.v — Qr, peut + M inis — fr, 


? 
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les deux fonctions @a et fx ne changeront pas de valeur en mettant 
pour z les 2u—+ 1 quantités: 

ANO b yah a) PIRE AGI es 
Done on aura: 


Qr = Tr 1 AA …—+®6#x} = v.v, 
Jr = pale + forte. + fora} = punti lp yer, 


. E 7 2 . 
Ces expressions des quantités v.v, vt? v^ *' sont des fonctions ra- 


tionnelles et symétriques des racines de l'équation y — Wz; donc 
on pourra les exprimer rationnellement par les coéfficiens de cette équa- 
tion, c'est-à-dire en y. 

Faisons donc; dk 


DE ne, 
2 1 
pud v Ara rr f, 


. . m. * d A 
s et £ seront des fonctions rationnelles de y. On en tire 


Qu-+1 
— € Ü 2 +) 
= VE «Yee. 
On connoit donc la fonction v. Maintenant si lon désigne par vu, v,, 


Uz, . .« - « Up, les valeurs de v qui répondent respectivement aux racines 
1, à, 9, 0, . . . . 0% de l'équation dr = 1, on aura sur le champ: 


aes Sr chin) 
Os = Lp fu 977 v, +d" v, MUS M 


qui est l'expression générale des racines. 


On aura par là une classe trés étendue d'équations algébriques de 
tous les degrés, résolubles algébriquement. Nous n'entrerons pas ici dans 
des détails sur ce sujet, mais nous renvoyons nos lecteurs à la seconde 
partie de ce mémoire, ou nous en donneront des développemens étendus 
et remarquables à cause de belles propriétés des fonctions elliptiques 
qu'on en peut tirer. 

On pourra encore remarquer comme cas particulier l'équation: 

D rr RS 
ou z, désigne la fonction rationnelle de z du degré a’, qui satisfera à 
l'équation: M. 
Qa y d dx 
Ax, — MOT os ° 
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On en pourra toujours tirer la valeur de ren y à l'aide des ra- 
dicaux. Si « est un nombre impair, on pourra donner aux racines cette 
forme trés simple: 


om em de y Qi AY (pid hA Y? e Qa AN, 
OÙ p,» Pas Ps +++ + sont des fonctions entières impaires de y du 
degré u, et 915 925 93 - . . . des fonctions paires de y du degré p — 3. 
p, et g, seront déterminés par l'équation 

Pr qs (1—) A ey") = m 


où e, est une constante, savoir une racine de l'équation x, = 0. 


Chapitre V. 
Théorie générale de la transformation des fonctions 
elliptiques par rapport au module. 


A laide des théorémes que nous avons établis dans les chapitres 
précédens, nous pourrons maintenant donner la solution de ce probléme: 

Etant proposé une fonction elliptique avec une mo- 
dule quelconque, exprimer cette fonction de la maniére la 
plus générale en d'autres fonctions." 


Sed. 


Condition générale pour la transformation, 


Soit proposé une intégrale de la forme: 
r.dx 
Er? 
on demande, s'il est possible d'exprimer cette intégrale par des fonctions 
algebriques, logarithmiques et des fonctions elliptiques, dont les modules 








sont €,, €,, . + . . €,, en sorte qu'on ait: 
rox A 
RE = dun FAY Tbe ast EY, 
ou A, p. .. 44, sont des constantes, 27,, 2; . . .. des fonctions 


IST de x, et Ÿ une fonction algébrique et NT m Yu, 
S EAS Oo Or MSIE e popu des fonctions elliptiques ayant respectivement 
€,, Co + + ++ €, pour modules. 

Cela ANE, cette équation donnera en vertu de (86): 


rox 
JE = &,. v 5 JA ys tb: oss chum P. 


y» Ya» yos 5... Ym» 
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et également 
Ary aya A ys Am Ym 
Ax 9 Ax 2 aC are ee À x 
sont des fonctions rationnelles de z. 
Si l'on suppose, ce qui est permis, qu'il soit impossible d'exprimer 


roa 
Aa 
par un nombre moindre des fonctions 4,, 4, . . . . Wm, il est clair, 
qu'aucune des quantités y,, y,;,.... y, ne pourra être constante. 
On doit donc avoir séparément, en vertu du théoréme démontré 
dans le premier paragraphe du chapitre précédent: 
ln ial VE Na N iz 
Ay MPa eal. v CTS NEE TON I CNET 
OÙ £,, €» - ++ + En Sont des constantes. Cela donne en intégrant, 
m(y,,€) = AGL; (Yi) = 801, .... 8 (Y m » Cm) En GT 
sauf une constante qu'il faut ajouter à chacune de ces équations. On 
pourra donc énoncer ce théoréme: 
Théoréme XIII. Une relation quelconque entre des fonctions 
elliptiques, ayant c,, €,, ... . €, pour modules, ne pourra subsister à 
moins qu'on n'ait entre les fonctions correspondantes de la première espèce, 








cette relation: 
| 1 1 1 
SE ono = = 70 0) = 3, @ Wa» Co) A 7m n), 
OU 8,5, 55 + + + + & Sont des constantes et y,, Yo) . . . . y, des fonctions 
rationnelles de la variable x. 
On pourra donc encore satisfaire aux équations suivantes: 
pap oe sten, c 
216. G(z,,C) = t". mx, c.), 
ulr,,c) =e. (2,6,), 
OÙ 2,, 2,5... . Z, Sont des fonctions rationnelles de x; ou bien, si l'on 
désigne par c et c' les modules de deux quelconques des fonctions entre 
lesquelles on a une relation, on pourra toujours satisfaire à l'équation: 
217. o(x', c^) = e.a(z, c) 
en supposant z' fonction rationnelle de x, ou x fonction rationnelle en 2’. 
Cette équation donne 


218. 0x Ox 


Aare) "A c) 
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Soit maintenant x’ une fonction rationnelle de x; si r' désigne une fonc- 
tion rationnelle quelconque de z', on pourra transformer r en ure fonc- 
tion pareille de x. En la désignant par r, on aura donc r'z—r. Donc 
en multipliant l'équation différentielle ci-dessus par r', on aura, en 
intégrant: 

; r/0 x! roc 

219. | ao = el ~~. 

A (a, c^) A (a, c) 
Quelle que soit la fonction rationnelle 7r, on pourra toujours, comme on 
sait, exprimer 
rox 

| Ld (aged) 
par des fonctions elliptiques des trois espéces avec le module c. On aura 
donc ce théoréme: | 


Theoreme XIV. Si une fonction elliptique quelconque @z, ayant 
c' pour module, peut être exprimée par d'autres fonctions avec les modules 
€, Coy + + + + Cm, ON pourra toujours exprimer la méme fonction Qz par 
des fonctions elliptiques avec le méme module c, c étant un quelconque 
des modules c,, ©, . . . . Cm, et cela de la manière suivante: 


à 
220. Qy — A a, d)! 


où y et r sont des fonctions rationnelles de x *). 





~ 


*) C'est jusqu'ici que ce mémoire est parvenu à l'éditeur. Mr. Abel est mort sans l'avoir 
fini. (Voyez son nécrologe à la fin de ce cahier.) 
Note de l'éditeur. 
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27. 


Uber die allgemeinen Gesetze, nach welchen irgend 
zwei Flächen einen Contact der verschiedenen 
Ordnungen haben. 


(Von Herrn Prof. Plücker zu Bonn.) 


Eine gegebene Fläche kann in einem gegebenen Puncte mit einer 
andern Fläche, die der Art nach, d. h. durch eine Gleichung gegeben 
ist, in der die Coéfficienten beliebig zu bestimmende Gröfsen sind, einen 
verschiedenartigen, mehr oder weniger innigen Contact haben. Jeinniger 
dieser Contact sein soll, desto mehr Bedingungen müssen befriedigt wer- 
den, desto mehr unbestimmte Coéfficienten mufs die allgemeine Glei- 
chung der osculirenden Fläche haben. Die möglichen Ordnungen des Con- 
tactes pflegt man nach der Zahl dieser Coëfficienten zu bestimmen, und 
nach der gewöhnlichen Entwickelungsweise sind 1-2-+-3-+....+(2 4-1) 
Coéfficienten nothwendig und hinreichend, damit ein Contact der zten Ord- 
nung Statt habe. Man siehet leicht ein, dafs wenn man annimmt, die 
Gleichung. der osculirenden Flüche sei nach steigenden Potenzen der 
drei Veränderlichen entwickelt, jene unbestimmten Coéfficienten nicht 
zu durchaus willkürlichen Potenzen gehören dürfen. Aber auch mit 
dieser Beschränkung ist jene Bestimmung nur dann die richtige, wenn der 
Grad der sich osculirenden Flächen rücksichilich der Ordnung des Con- 
tactes von einer bestimmten Höhe ist. Denn damit z. B. zwei Flächen drit- 
ten und zweiten Grades einen Contact der 5ten Ordnung haben. s sind nicht: 


DD qua As p — of. 
13-923: 4-P3:p 2 — 15 


Bedingungs-Gleichungen zu befriedigen. Überdies ist die Bestimmung 
der möglichen Ordnungen des Contactes nach der Zahl der Coéfficienten 
der osculirenden Fläche eine durchaus indirecto. 

Es scheint mir am natürlichsten und am leichtesten, die Discussion 


sondern nur; 


des Contactes zweier Flächen in einem gegebenen Puncte, anzuknüpfen an die 
Theorie des Contactes der beiden Durchschnittscurven der beiden Flächen 
Crelle's Journal. IV. Bd. 4. Hft. 45 
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mit einer Ebene, die durch den Berührungspunct geht und die man sich um 
eine in derselben befindliche, und durch diesen Punct gehende gerade Linie 
drehen läfst. Auf diese Weise ergiebt sich zugleich ohne Aufwand von 
Rechnung die Beantwortung einer Reihe von Fragen, die sich von selbst 
darbieten und mit denen man sich bisher wenig beschäftigt zu haben 
scheint. Nach wie vielen Richtungen z. B. müssen zwei Flächen des mten 
und 77'ten Grades einen Contact der zten Ordnung haben, damit ein Contact 
derselben Ordnung nach allen Richtungen hin Statt finde? . Wenn zwei 
solche Flächen einen vollständigen Contact der 2ten Ordnung haben, findet 
alsdann möglicher oder nothwendiger Weise nach gewissen Richtungen ein 
Contact der (7 + 1)ten Ordnung Statt? Kann dieser Contact auch von noch 
höherer Ordnung, der (2 -]- p)te sein, und ist er dann nach allen eben bezeich- . 
neten Richtungen ein Contact von dieser höheren Ordnung, oder nur nach 
einer bestimmten Zahl derselben? In welchen Beziehungen steht die 
Durchschnitts- Curve (im Allgemeinen doppelter Krümmung) zu der Ord- 
nung des Contactes? In welcher Beziehung stehen zu einander, bei den ver- 
schiedenen Contact- Ordnungen, die Durchschnitts- Curven der beiden Flä- 
chen mit der gemeinschaftlichen Tangential- Ebene? Von welcher Ord- 
nung ist der Contact, wenn die beiden Flächen sich nach theilweise ebe- 
nen Curven schneiden und diese in der Tangential- Ebene zusammenfal- 
len? Und, umgekehrt, von welcher Ordnung mufs der Contact sein, da- 
mit die beiden Flächen nach einer oder mehreren zusammenfallenden Ebe- 
nen sich berühren? u. s. w. 

„Wenn zwei Curven sich osculiren, so vereinigen sich im Oscu- 
lationspuncte mehrere Durchschnittspuncte". Diesen Satz betraohtet man 
gewöhnlich als eine Folge des Prinzips der Continuität; ich habe ihn in 
meinen „Entwicklungen,” um darauf die Theorie der Osculation ebener 
Curven zu gründen, lediglich als die geometrische Interpretation eines 
algebraischen Factums, nemlich der gleichen Wurzeln derjenigen Glei- 
chungen betrachtet, die man erhält, indem man nach einander zwischen 
den Gleichungen der beiden Curven jede der Veränderlichen eliminirt. 
Beim Contacte von Flächen kann zwar von einem Zusammenfallen einer 
bestimmten Anzahl von Durchschnittspuncten unmittelbar nicht mehr 
die Rede sein: für das Analoge erhalten wir hier aber Folgendes. „Wenn 
„irgend zwei Flächen einen Contact der zten Ordnung haben, so vereini- 
„gen sich in dem Contactpuncte (2+ 1) Zweige der Durehschnittscurve 
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„der beiden Flächen (Zweige die paarweise genommen imaginär werden 
konnen), oder, mit andern Worten, der Contactpunct ist ein (7 -|-1)fa- 
cher Punct dieser Curve." (Wenn wir also durch den Contactpunct irgend 
eine, Ebene legen, so wird dieselbe in diesem Puncte von den (2 -]- 1) Zweigen 
der Durchschnittscurve in (241) zusammenfallenden Puncten geschnitten. 
Diese Puncte bilden den Osculationspunct derjenigen beiden Curven, nach 
welchen jene Ebene die beiden Flächen schneidet.) Auf diesen Satz könn- 
ten wir die Theorie des Contactes zweier Flächen in einem gegebenen 
Puncte gründen. Nur würde diese Art zu verfahren mehr Rechnung er- 
fordern, als die oben angedeutete, weil wir nothwendig die Gleichung 
einer Projection der Durchschnittscurve der beiden Flàchen entwickeln 
müfsten. Wenn (wodurch die Untersuchung aber ungemein eingeschränkt 
wird) in den SERT RE i der beiden Flächen z als Function von y und x: 
z= Q(y,x), x = Wy, 2) 
gegeben ist, so erhált man für die Gleichung der Projection der Durch- 
schnittscurve auf die Ebene der y und x: 
Q(y,x) = (y, x). 

Um auszudrücken, dafs diese Curve durch den Anfangspunct der Coor- 
dinaten gehe, in diesem Puncte einen Doppelpunct, einen dreifachen, vier- 
fachen etc. Punct habe, müssen wir, nach der bekannten Theorie, die 
letzte Gleichung nach steigenden Potenzen von y und x entwickeln, und 
dann das constante Glied, die Coéfficienten der ersten, zweiten, dritten eto. 
Potenzen der beiden Veränderlichen gleich Null setzen. Auf diese Weise 
erhalten wir auf der Stelle die bekannten Bedingungsgleichungen, welche 
uns'die gewöhnliche Theorie des Contactes zweier Flächen giebt. 

In den nachstehenden Entwickelungen habe ich, nach der zuerst 
bezeichneten Methode, die Theorie des Contactes einer Fläche zweiter 
Ordnung mit einer andern Fläche derselben Ordnung und mit einer Fläche 
dritter Ordnung vollstándig behandelt, um mich so, auf dem Wege der 
Induction, zu den allgemeinen Gesetzen, nach welchen überhaupt irgend 
zwei Fiachen, namentlich zwei algebraische von bestimmten Graden, sich 
osculiren. Was hier noch unvollstándig bleiben mag, gedenk' ich später 
an einem andern Orte nachzutragen. 

2. Bei der Annahme durchaus beliebiger Coordinaten- Áxen seien: 
A2+2Bzy+2C02x + Dy*--2 Eyx J-F3*--2Gz --2 Hy 32K x — 0, 
A'z-rF2B'zy-- 20 2a + D'y*-- 9 E' y x + lo QG'z - 2 H'y -- 2K'x —0, 

45* 


(1) 
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die Gleichungen irgend zweier durch den Anfangspunct gehender Flä- 
chen zweiter Ordnung. Alsdann stellen bekanntlich die linearen Theile 
dieser Gleichungen: | 

Gz + Hy + Àx = 0, 

G'z J- H'y + K'x = 0, 
die Tangential- Ebenen der beiden Flächen im Anfangspuncte der Coor- 
dinaten dar. Die Durchschnittslinie dieser beiden Ebenen ist eine, bei- 
den Flächen gemeinschaftliche Tangente Nehmen wir diese Linie zur 
Axe der x, so ergiebt sich K = K’=0. Wenn die beiden Flächen die- ' 
selbe Tangential-Ebene haben, so müssen die zeigen letzten Gleichun- 
gen identisch sein. Dies erfordert überdies noch T = = Wenn diese 
gemeinschaftliche Tangential- Ebene mit der Ebene der Xy zusammen- 
fallen soll, so mufs H und H’ verschwinden. Diesen Bestimmungen ge- 
mäfs nehmen die Gleichungen (1.) folgende Form an: 

(2) AT 2Bzy +2 Crx + Dy + 2Eyz-F F2’+ 2G2 = 0, 

^o|42-T2B'zy--2C'zx--D'y?-E2E'y x --F'a? +2G'z = 0, 

3. Wenn wir die Axe der x in der Tangential- Ebene um irgend 
einen Winkel « fortrücken lassen, um alsdann die Durchschnittscurven 
der beiden gegebenen Flächen mit der neuen Ebene der z, x zu bestim- 
men, so brauchen wir nur, wie bekannt, wenn wir den von den Axen 
der y und x gebildeten Winkel ß nennen, xsin(@—e) für x, und xsin« 
für y in den letzten beiden Gleichungen zu substituiren und nachher 
y —0 zu setzen. Auf diese Weise ergeben sich folgende beide Glei- 
chungen: | | 

3) ar + 2czx--fx*-L-2gz = o, 
al --2c'zx --f'x*-I-29'z = 0, 
indem wir, der Kürze halber, 
a= À, c= Bsine-+ C sn (D — a), | 
f = Dsin’'a + 2E sine sin(Q—a)-- Fsint(QB—c), g = G, 
c! — A’, c'-— B'sina + C'sin( —2), 

f! 2 D'sin*a + 2 E'sina sin(DB—«) + F'sin’(P— a), g’ = G', 
setzen. Die beiden durch (3.) dargestellten Curven berühren sich im- 
mer im Anfangspuncte der Coordinaten, welches auch der Winkel « sein 
mag. Wenn der Contact in diesem Puncte ein dreipunctiger sein soll, 
so wird erfordert, daís 
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und mithin, wenn wir substituiren: 
G [D' sin*a -|- 2 E/ sinc sin (B — «) + F' sin? (B — «)] 
= G’[Dsin’« + 2 Esino sin (D— a) + F sin^(B— o)]. 
Hieraus ergiebt Fe wenn wir entwickeln und, der Kürze halber, für 


den Ausdruck Wee der wenn der Coordinaten- Winkel ß ein rech- 


Gf ra) 
ter ist in M ns übergeht, Q schreiben, folgende quadratische Gleichung: 

(4) (GD'—G'D)Q?--2 (GE'—G'E)Q-- (GF'—G'F) = o. 

Also: 

Wenn irgend zwei Flächen zweiter Ordnung in dem- 
selben Puncte eine gemeinschaftliche Tangential- Ebene 
haben, so giebt es überdies, im Allgemeinen, zwei Richtun- 
zen, nach welchen die Flächen dieselbe Krümmung, d.h. 
einen Contact von drei Puncten haben. 

Die eine dieser Richtungen fállt mit der ersten oder. zweiten Axe, 
oder beide Richtungen fallen mit den beiden Axen zusammen, wenn 
GF'—G'F, oder GD! = G’D, oder wenn aes € GF’ = G'F und 
GD' —G'D. 


4, Die folgende geometrische Beziehung der beiden in Rede ste- 
henden Richtungen ergiebt sich unmittelbar aus der Form der Glei- 
chung (4.), in der das zweite Glied ausfällt, wenn E = E’=0. Wenn 
man nemlich irgend eine den beiden Flächen begegnende, der Tangen- 
tial- Ebene parallele Ebene legt, so haben die beiden Durchschnittscurven 
in dieser Ebene, wie überhaupt je zwei in derselben Ebene befindlichen 
Linien zweiter Ordnung, ein gemeinschaftliches System zugeordneter 
Durchmesser. Wenn man alsdann durch den Berührungspunct beider 
Fláchen diesen beiden Durchmessern zwei gerade Linien parallel zieht, 
so bilden diese mit denjenigen beiden geraden Linien, nach welchen die 
beiden gegebenen Flüchen dieselbe Krümmung haben, eine System von 
solchen vier geraden Linien, die man „Harmonicalen” nennt. 

Wenn eine der beiden sich berührenden Flächen, etwa die erste, 
eine Kugel ist, oder wenn auch nur der Berührungspunct ein „ombzlic” 
dieser Fläche ist, so hat man, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Co- 
ordinaten, immer É — 0, und indem man die Axen der x und y nach den 
Hauptkrümmungs-Richtungen der zweiten Fläche nimmt, verschwindet 
auch E'. Man erhält also für Q oder tange zwei gleiche und entgegen- 
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gesetzte Werthe, so dafs die durch bestimmten Richtungen gemein- 
schaftlicher Krümmung mit den Hauptkrümmungs-Richtungen der zwei- 
ten Fläche gleiche Winkel bilden. 

Wenn der Berührungspunct ein „ombilic” beider Flächen zugleich 
ist, so verliert die Gleichung (4.) ihre Bedeutung; denn alsdann hat man 
ME P ih REP 0, 

und mithin: 

| EE, 4 =) E". 
Die Gleichungen: 
| nk rer 
s ED: à P F 
werden also entweder gar nicht befriedigt, oder für jeden beliebigen 
Werth von «. Dasselbe ergiebt sich auch a priori. 

5. Wenn wir die Gleichungen (2.) addiren, nachdem wir .die 
zweite derselben mit einem unbestimmten Coëfficienten multiplicirt ha- 
ben, so erhalten wir: 

(Aft pA ye +2 (B+ p B^) zy - 2(04- u Car 4- (D E e Dy? 

tk PE ya E+ ek) e+ 2(GTu6)z = 0 
fiir die allgemeine Gleichung aller Flachen zweiter Ordnung, welche mit 
den beiden gegebenen dieselbe Durchschnittscurve haben. Sollen sich 
diese Flächen daher in ebenen Curven schneiden, und eine derselben 
in die Ebene der xy fallen, wo sich dieselbe alsdann auf einen Punct 
oder ein System von zwei geraden Linien reducirt, so erhalten wir fol- 
sende Bedingungs- Gleichungen: 

D+uD'=0, E+trE=0, F- pF! — 0, 
mithin f 3; 7 | 
(9) FER y= er eo a 

Diese Gleichungen enthalten zwei von einander unabhangige Be- 
dingungen, von denen aber nur eine auf die Natur der Flachen sich be- 
zieht. Denn wir können immer in den ursprünglichen Gleichungen (2.) 
die Coéfficienten von xy beide fortschaffen, indem wir die Richtung der 
Axen der x und y ändern. 

Vermittelst der Gleichungen (5.) können wir die Gleichung (4.) der 
3ten Nummer auf jede der beiden ee, HT ; 

DQ*--2EQ-- Ff = 0, 
D'Q* + 20+ F = 0; 


woraus hervorgeht, das alsdann die in jener Nummer bezeichneten Rich- 


s» 
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_ tungen gleicher Krümmung diejenigen sind, nach welchen die Krüm- 
mungen beider Flächen unendlich werden. Die Hauptkrüm- 
mungen der beiden Flächen haben dieselben Richtungen, und nach jeder 
beliebigen Richtung ist das Verhältnifs der Krümmungen beider Flächen 
ein constantes. | 
6. Die zweite Durchschnitts- Ebene der beiden gegebenen Flächen 
wird, bei den eben gemachten Voraussetzungen, durch folgende Gleichung 
dargestellt: 
(6) (Ap pA)2+ 2(B-- p By + 9(04-. 0)» + (G46) = o. 


Soll diese Ebene durch den Berührungspunct gehen, so ist nothwendig 


G+uG — 0, 
und also nach der vorigen Nummer: 
D E F IG 


ee An it 

wonach die Gleichung (4.) der 2ten Nummer für jeden beliebigen Werth 
von Q befriedigt wird, und, umgekehrt: diese Gleichung wird nur dann 
befriedigt, abgesehen von dem besondern, am Ende der 3ten Nummer be- 
trachteten Falle, wenn die in (7.) enthaltenen Gleichungen Statt haben. 
Diese Gleichungen enthalten also die Bedingungen einer dreipuncti- 
gen Osculation nach allen Richtungen. Diese findet nur dann 
Statt wenn die gegebenen Flächen sich in demselben Puncte 
so berühren, dafs sie aufserdem noch in einer ebenen Curve 
sich schneiden und diese Curve durch den Berührungs- 
punct geht. 

7. Die Gleichungen (3.) stellen in dem eben betrachteten Falle 
zwei Durchschnittscurven dar, die sich immer im Anfangspuncte oscu- 
liren, welches auch der Winkel & sein mag. Soll diese Osculation eine 
vierpunctige sein, so erhalten wir; wie bekannt, neben der Bedin- 
gungs - Gleichung | 


LET) 

NS 4 

beste 

du d 

statt welcher wir auch folgende nehmen können: 
Fa EN 
QUO Mr NE 

oder, wenn wir substituiren, folgende: 


noch eine zweite: 


i 
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G [B'sin« + C'sin(B—2)] = G'[B sine + Csin (D — «)]. 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich: - 
(8) (GB'—G'B)Q + (GC'— GC) = 0. 
Also: 

Wenn zweiFlächen zweiter Ordnung nach allenRich- 
tungen hin einen dreipunctigen Contact haben, so findet 
überdies nach einer Richtung hin ein Contact von vier 
Puncten Statt. 

Die obige Gleichung zeigt, dafs diese Richtung eines höhern Con- 
tactes durch die Durchschnittslinie der Durchschnitts- Ebene (6.) der bei- 
den gegebenen Flächen mit ihrer gemeinsamen Tangential- Ebene ange- 
zeigt wird; wie dies auch a priori sich leicht einsehen läfst, 

8. Wenn die beiden Gleichungen (4.) und (8.) zugleich beste- . 
hen sollen, so erhalten wir folgende Bedingungs-Gleichung: - 

(GD'— G'D)(GC'— G'Cy —o9(GE'—G'E)(GC'— G'C)(GB'— G'B) 
--(GP'—G'F)(GB'—G'By = o. 
In diesem Falle ist die Osculation der beiden gegebenen, sich blofs be- 
rührenden Flächen, die, im Allgemeinen, nach dem Satze der 3ten Num- 
mer nach zwei Richtungen hin Statt hat, nicht nach beiden Richtungen 
eine dreipunctige, sondern nach einer derselben eine vierpunc- 
tige, und immer eine reelle. 

9, Für den Fall eines vollständigen Contactes zweiter Ordnung 

nimmt die Gleichung (6.) nach dem Vorstehenden folgende Form an: 
(At paz 4- (B 4- p By 4- 2(0 4-0) = 0. 
Soll die bezügliche Durchschnitts-Ebene mit der Tangential- Ebene zu- 
sammenfallen, so ist nothwendig und hinreichend, dafs 
B-4-uB'z0, C+peO (=a & 
Eine dieser beiden Bedingungs- Gleichungen wird wieder auf Rechnung 
der Coordinaten- Annahme kommen, denn man kann die Richtung der 
dritten Axe so verändern, dafs aus den beiden Gleichungen (2.) die Coef- 
ficienten von zy oder zx zugleich verschwinden. Der Werth von Q er- 
scheint nach diesen Bedingungs- Gleichungen unter der nicht reducirba- 
ren Form $; es findet also, und es findet nur in diesem Falle nach 
allen Richtungen hin eine vierpunctige@sculation der beiden 
Flüchen Statt. Wir haben also in diesem Falle folzende Bedingungen: 
Does C2 DUE Bole G 


B' DP F0 a UG 
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Es giebt unendlich viele Flächen zweiter Ordnung, die mit einer 
gegebenen in einem gegebenen Puncte einen vollständigen Contact der 
dritten Ordnung haben, Eine solche Fläche ist vollkommen, bestimmt, 
wenn überdies irgend ein Punct, durch welche sie gehen, oder irgend 
eine Ebene, die sie berühren soll, gegeben ist. 

Die vorstehenden Entwicklungen enthalten die vollständige 
Theorie des Contactes zweier Flächen zweiter Ordnung in 
einem gegebenen Puncte. Ich könnte an dieselben unmittelbar eine Reihe 
interessanter Constructionen knüpfen, dem analog, wie ich es in meinen 
„Entwicklungen” in Beziehung auf Osculation der Linien zweiter Ordnung 
gethan habe. Doch dies liegt nicht in der Absicht gegenwärtigen Auf- 
satzes. Ich gehe daher sogleich über zu der vollständigen Theo. 
rie, der Osculation zweier Flächen zweiter und dritter 
Qcdnan gi 

10. Die Gleichungen irgend zweier Flachen dritter und zweiter 
Ordnung, welche von der Ebene der yx im Anfangspuncte berührt wer- 
den, seien, bei derselben Coordinaten- Bestimmung als bisher, folgende: 
Az) + B2y + Crx + Dzy’+ Ezyx + Fzo? + Gy? + Hy? + Zyx? + Kx’ 

+ L2-+ Mzy-+- Nzx+ Oy + Pyx + Qa -+Rz = 0, 

L'z J- M'z y 4- I'zx d- 0O' y? -EP'y x 4- Q'o?-- R'z — o. 
Wenn wir die Axe der x in der Tangential- Ebene um irgend einen 
Winkel « sich drehen lassen, und durch diese neue Axe der x und die 
Axe der z eine Ebene legen, so müssen wir, um die Gleichungen der 
Durchschnittscurven der beiden gegebenen Flächen mit dieser Ebene zu 
finden, in den vorstehenden Gleichungen xsinc für y und xsin(@—za) 
für x schreiben und dann y = 0 setzen. Auf diese Weise kommt: 

(2) az + br x + RAT date + fix Hg +hz = 0, 
e'z? + fax + ga +hz = 0, 
indem wir, der Kürze add | 
a—=A, b=Bsina+Csin(ß—a), e=D sin’« +Esine sin(B—2)-- F'sin*(Q—a«), 
d = G sin'a-- Hsin’a sin(@ — «) + Isin asin’(B—e) + K sin? (B — a), 
eccL, f= Msine + Nsin (B—2a), 
= Osin’a + p sin(£—2) + Qsin (P—x), h = R, 
f= L, f= M ane + JV'sin(D — a), 

g/— O'sin? a + P'sinasin (B —a) + Q'sin*(Q-—a), A'— R' 

setzen. Wenn die durch die Gleichungen (2.) dargestellten Curven sich 
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dreipunctig osculiren sollen, so hat man folgende Bedingungs- Gleichung: 
hg'—h'g = 0*) 

aus der wir, ühnlich wie in der 3ten Nummer, folgende erhalten: 

(3. (RO'— R/O) 2 + (RP'— R'P)jQ + (RQ'— R'Q) = 0. 

Also: à 

| Wenn eine Fläche zweiter und eine Fläche dritter 

Ordnung in demselben Puncte von derselben Ebene berührt 

werden, so giebt es im Allgemeinen Zwei Richtungen, nach 

denen zwischen den beiden Flächen ein Contact von drei 

Puncten Statt hat. | 


Es hat die Durchschnittscurve der. beiden Flächen im Berührungs- 
puncte derselben einen Doppelpunct, einen Rückkehrpunct oder 
einen conjugirten Punct; und mithin im ersten Falle in diesem 
Puncte zwei Tangenten, die im zweiten Falle zusammenfallen 
und im dritten Falle imaginär werden. Diese Tangenten zeigen die 
Richtungen jener dreipunctigen Osculation ar. Dasselbe gilt offen- 
bar von je zwei Flächen jedes beliebigen Grades. 


11. Soll nach allen Richtungen hin ein Contact zwei- 
ter Ordnung Statt finden, so mufs die Gleichung (3.) für jeden be- 
liebigen Werth von ® befriedigt werden. Dies führt uns zu folgenden 
drei Bedingungs- Gleichungen: 

(4) RO'=.RO, RP RP, RQ'— RQ, 





*) Man erhält nach meinen ,, Entwicklungen" S. 227., Note, folgende Gleichungen: 
(a.) ho!—h'g = 0, 
(b. fg'—f'g —h'd = 0, 
(c) a'(g'e— ge!) = h'(eg'—df/), 
| (d.) g'(bg'—de') = f'(eg'—4f^). 
Die erste dieser vier Gleichungen zeigt eine dreipunctige Osculation der Curven (2.) im An- 
fangspuncte der Coordinaten an, die zwei ersten zeigen eine vierpunctige, die drei ersten eine 
fünfpunctige, und endlich alle vier zusammen eine sechspunctige Osculation an. Wenn 
man zu den vorstehenden vier Gleichungen noch folgende fünfte hinzufügt: 
(e.) ag'? = e'(cg'—df^, 
so wird dadurch ausgedrückt, dafs die Linie dritter Ordnung aus dem Systeme der Teint zweiter 
Ordnung und irgend einer geraden Linie besteht: Statt der drei letzten Gleichungen (c.), (d.), (e.) 
können wir folgende drei nehmen: 
(c*.) Mg! (hg! tet o he LEP pP = == 0; 
(d) g'"(h"b—nh'e'f4- fleth—fthie+fleth) = 0, 
(e'.) g"(h'e'e—e'? h — h'* a) = 0, 
Gleichungen die wir erhalten, indem wir die jedesmalig vorhergehenden befücksichtigen 
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oder | 
ARMEN: 

| Hh duri a aot n in | 

Wir wären zu denselben Bedingungs-Gleichungen gekommen, wenn wir 
statt der gegebenen Fläche dritter Ordnung diejenige Fläche in Betracht 
gezogen hätten, die durch denjenigen Theil ihrer Gleichung dargestellt 
wird, der die veränderlichen Gröfsen nur in der ersten und zweiten Po- 
tenz enthält. Es ist klar, dafs wir überhaupt in allen denjenigen Fal. 


SAP 
2s 


len, wo es sich blofs von einem Contacte zweiter Ordnung zwischen 
irgend zweien Flächen (algebraischen oder transcendenten) in einem 
gegebenen Puncte handelt, zwei Flächen zweiter Ordnung nehmen kön- 
nen, deren Gleichungen wir aus den Gleichungen jener Flächen (nöthigen 
Falls entwickelt) auf die eben angezeigte Weise erhalten. 


12. Wenn irgend eine (alzebraische oder transcendente) Fläche 
in irgend einem Puncte von einer Ebene berührt wird, so schneidet diese 
Ebene die Fläche in einer solchen Curve, die im Berührungspuncte einen 
Doppelpunct, einen Rückkehrpunct oder einen conjugirten 
Punct hat. Wenn zwei Flächen von derselben Ebene in demsel- 
ben Puncte berührt werden, so enthält diese Ebene zwei Durch- 
schnittscurven mit demselben Doppelpuncte. Wenn der Con- 
tact der beiden Fláchen ein vollstándiger der zweiten Ordnung 
ist, so erhalten wir nach (4.) der vorhergehenden Nummer, wenn wir, 
was in unserer Willkür steht, die Coéfficienten von z in den Gleichungen 
beider Flächen gleich setzen (R= £^), auch gleiche Coefficienten von 5^, yx 
und x°, so dafs also die Durchschnittscurven der beiden Fla- 
chen mit der Tangential-Ebene in dem gemeinschaftlichen 
Doppelpuncte dieselben beiden Tangenten haben. In dem 
Falle dafs eine osculirende Fläche vom zweiten Grade ist, sind diese 
Tangenten (die imginär werden können und alsdann auf einen Punct' sich 
reduciren) diejenigen beiden geraden Linien selbst, nach welchen die Be- 
rührungs-Ebene jene Fläche schneidet. Zugleich ersieht man auf diese 
Weise, dafs wenn zwei Flächer zweiter Ordnung einen Contact der zwei- 
ten Ordnung haben, die Durchschnittslinie beider Flächen mit der Tan- 
‚gential-Ebene (ein System von zwei geraden Linien oder eine Ellipse 
die auf einen Punct sich reducirt hat) dieselben sind, und sich also die 


beiden Flächen nach derselben Ebene berühren. und überdies in einer 
46* 
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ebenen Curve schneiden. — Umgekehrt ist es nicht hinreichend, dafs dic 
beiden Durchschnittscurven in der gemeinschaftlichen Tangential- Eben: 
zweier Flächen dieselben beiden Tangenten haben; auch nicht, dafs diese 
beiden Curven durchaus dieselben sind, damit die beiden Flüchen einen 
vollständigen Contact der zweiten Ordnung haben. 

‘13. Damit der Contact der beiden Curven (2.) ein vierpunc- 
tiger sei, mufs neben der frühern Gleichung auch noch folgende bestehen : 
fE'—f' g — hid = o. 

Substituiren wir fur die in dieser Gleichung vorkommenden Ausdriicke 
ihre Werthe und dividiren zugleich durch sin*(@—«), so kommt: 
(5) (MO'— M’O— RG) OD + (MP'— M'P + NO'— N'O— R'H)e* 
+ (MQ'— MQ + NP—NP—RDO +(NQ'— WQ—RK) = o. 

Also; | 

Wenn zweiFlächen zweiten und dritten Grades einen 
vollständigen Contact der zweiten Ordnung haben, so fin- 
det überdies, im Allgemeinen, nach dreien, und immer we- 
nigstens nach einer Richtung, eine vierpunctige Oscula- 
tion Statt. | | 

Die Durchschnittscurve beider Fláchen (doppelter Krümmung) hat 
im Anfangspuncte der Coordinaten einen dreifachen Punct (diesen Aus- 
druck in einer ausgedehntern Bedeutung als gewöhnlich genommen) und 
also drei Tangenten, von denen zwei imaginär werden können. Nach 
diesen Tangenten findet jene vierpunctige Osculation Statt. Dasselbe gilt 
offenbar, wenn wir die Fláche dritter Ürdnung mit irgend einer belie- 
bigen vertauschen. 

14. Wenn der Contact nach allen Richtungen hin ein 
vierpunctiger sein soll, so Adis sich folgende vier Bedingungs- | 


Gleichungen: 
MO'— M'O = RG, 


(6) MP—MP-+-NO—- NO = RH, 

“JMQ—MQ+-NP—NP=RI, 

| JQ'—1Y'Q = KK. 
Diese vier Gleichungen, so wie die drei Gleichungen (4.), sind alle sieben 
rücksichtlich der Constanten jeder der beiden Gleichungen (1.) linear, und 
da keine derselben eine Folge der andern ist, so enthalten sie sieben von 
einander unabhängige Bedingungen. Diese sieben Bedingungen können, 
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im Allgemeinen, nicht erfüllt werden, wenn man die erste Fläche als 
eine gegebene, die zweite als eine zu bestimmende, und dem gemäfs die 
Constanten ihrer Gleichung als unbestimmte Coéfficienten. betrachtet.. 
Da die Gleichungen (4.) und (6.) kein von diesen Constanten unabhän- 
giges Glied enthalten, so kann von einer absoluten Bestimmung dersel- 
ben nicht die Rede sein; wenn wir aber eine derselben, etwa R’, beliebig 
annehmen, so geben fünf von jenen sieben Gleichungen die Werthe von 
M', NN’, O', P' und Q'. Der Coéfficient L/ kommt in diesen Gleichun- 
gen gar nicht vor; wenn. daher die, durch fünf jener Gleichungen be- 
stimmten Werthe auch die beiden übrigen der sieben Gleichungen be- 
friedigen, wodurch zwei Bedingungs-Gleichungen zwischen 
den Constanten der gegebenen Fläche dritter Ordnung an- 
gezeigt werden, so giebt es unendlich viele Flächen zweiter Ordnung, 
die mit der gegebenen Fläche in dem gegebenen Puncte einen vollständi- 
gen Contact der dritten Ordnung haben. Die Gleichungen aller dieser 
Flächen stimmen, wenn wir einem Coéfficienten, dem von z z. B., den- 
selben beliebigen Werth beilegen, auch in allen übrigen Coéfficienten, 
ausgenommen in dem von z^, überein. Dasselbe ergiebt sich auch a 
priori, weil offenbar alle jene osculirenden Fláchen zweiter Ordnung 
auch unter sich einen Contact der dritten Ordnung haben. 

15. Wenn die beiden gegebenen Flächen einen vollständigen Contact 
dritter Ordnung haben, so haben sie, nach gewissen Richtungen, auch 
einen Contact vierter Ordnung. Wenn wir die Durchschnittscur- | 
ven nach einer solchen Richtung wiederum durch die Gleichungen (2.) 
darstellen, so erhalten wir zu den beiden frühern Bedingungs- Gleichun- 
- gen noch folgende: 

() Mg (Mg'e— he get M f f—f^h) = 0 
Diese Gleichung wird zuvörderst befriedigt, wenn wir den in den Klam- 
mern eingeschlossenen Ausdruck gleich Null setzen. Dies führt uns, wenn 
wir substituiren und entwickeln, zu folgender Gleichung: 
(R'O'L—RL/O— R”"D+-R MM — MR)? 
(8) {HR PL RLP—R'E+RMN+ERNM—2MNR)E 
+ (RO L—RULQ—RUF+-RNN—N"R = o. 
Da diese Gleichung in Beziehung auf Q vom zweiten Grade ist, so giebt 
es hiernach im Allgemeinen zwei Richtungen, nach wel- 
chen der Contact der beiden Flächen ein fünfpunctiger ist. 
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Diese Richtungen werden durch zwei Tangenten an die Durchschnitts- 
curve dieser beiden Flächen angezeigt. 
Die Gleichung (7.) wird ebenfalls befriedigt, wenn man g'—0 
setzt. Dies führt zu folgender Gleichung: 
| 0'Q4- P'o4- 0 — 0, 
die nach der 11ten Nummer mit folgender identisch ist: 
0Q*-- PQ-rQ = o. 


Die Bedeutung hiervon wird sich später in der 22sten Nummer ergeben. 


16. Wenn der Contact nach allen Richtungen hin ein 
fünfpunctiger sein soll, so ergeben sich folgende drei Bedingungs- 
Gleichungen: 

| R/O'L —R'L'O— R^D -- R'M-M — MOR = D, 
(9.) {RPL—-RLP—RCE +RMNERNM—2MNR = 0, 
R'Q'L — I"L'O—R"F-- R'N'N—N"R = o. 
Wenn wir die Fläche zweiter Ordnung als eine gegebene betrachten, so 
können wir die Fläche dritter Ordnung immer auf solche Weise be- 
stimmen, dafs die Gleichungen (4), (6.) und (9.) alle zehn befriedigt 
werden. Diese Gleichungen sind alle in Beziehung auf die Constanten 
der Gleichung der Fläche dritter Ordnung linear. 


17. Sollen in dem Falle eines vollständigen Contacts der vierten 
Ordnung die durch (2.) dargestellten Durchschnittscurven einen sechs- 
punctigen Contact haben, so mufs auch noch folgende Gleichung be- 
friedigt werden: 

(10) eg" (A? b —AÀ'e'f-- Seh Lp fat rid == 0, 
Abstrahiren wir von dem quadratischen Factor g^, so wird diese Glei- 
chung nur dann befriedigt, wenn der in der Klammer befindliche Fac- 
tor verschwindet, "Wenn wir substituiren und entwickeln, so kommt: 

(11) (R^B—LAR'M + L'MR—RM'L+LMR)Q 

un (R"C —L'R'N-4- L'N'R var R'/IVL + L'N‘R). 
Diese Gleichung giebt uns, da sie in Beziehung auf Q nur vom ersten 
Grade ıst, eine einzige Richtung eines sechspunctigen Con- 
tactes. Diese Richtung ist durch eine Tangente an die Durchschnitts- 
curve der beiden Flächen angezeigt. 


18, Soll der Contact nach allen Richtungen hin ein 
sechspunctiger sein, so erhalten wir folzende zwei neue, in Bezie- 
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hung auf die Coéfficienten der Gleichung der Fläche dritter Ordnung 
ebenfalls lineare Bedingungs- Gleichungen: 
(12.) R°B— L'RM + L'MR— RML+LMR = 0, : 
R^C — L/R'N -- L'IV'B — n'IY'L 4- L'IVvR. = o. 
Wir erhalten hiernach im Ganzen zwölf Bedingungs- Gleichungen. 

19. Um endlich noch auszudrücken, dafs die erste der durch (2.) 
dargestellten Durchschnittscurven aus dem Systeme der andern und einer 
seraden Linie bestehe, erhalten wir folgende neue Bedingungs-Gleichung: 

g”(he'e—e”h—h"a) = 0. ! 
Wenn wir von dem Factor £'^ abstrahiren, so erhalten wir, indem wir 
substituiren: 
(13)  R'L'L— L"R-— R"4 = 0, 

eine Gleichung, die vom Winkel « unabhängig ist. Wird daher diese 
Gleichung befriedigt, so besteht die osculirende Fläche dritter 
ter Ordnung aus dem Systeme der gegebenen Fläche zwei- 
ter Ordnung und irgend einer Ebene. 


20. Da die geometrischen Beziehungen, um die es uns hier haupt- 
sächlich zu thun ist, von jeder Coordinaten- Annahme unabhängig sind, 
so können wir die Discussion sehr erleichtern, wenn wir für die Glei- 
chung der Fläche zweiter Ordnung, die wir als eine gegebene be- 
trachten, folgende nehmen: 

(14) a2tBy’?+ye*+2 = 0, 

welche, bei gehöriger Bestimmung von a, ß und y, jede beliebige Fläche 
dieser Ordnung darstellt. Die Gleichung der Flache dritter Ordnung ist, 
indem wir, unbeschadet der Allgemeinheit, den Coéfficienten von z gleich 
Eins setzen, folgende: 

(15) Az --Bzy--Czx-d-Dzy 4 Ezys+Fze+Gy+Hyx | 
“telly et Ke + L24+Mzy+Nzc<+0Oy +Pyx+OQx=0. 
Alsdann erhält man 

1) aus den Gleichungen (4.) folgende a für 
einen vollständigen Contact von drei Puncten: 

(160 O=ß, P=0, Qo 

2) aus den Gleichungen (6.) für einen vollständigen Contact von 
vier Puncten, neben den vorstehenden Bedingungs- Gleichungen noch fol- 
gende: 


(17.) ME = G,5NB Hy My, Mewes Bou 
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Der allgemeinen Gleichung der osculirenden Fläche dritter Ordnung kön- 
nen wir, mit Berücksichtigung der Gleichungen er) und (17.) folgende 
Form geben: 
us) Feb By CoD) Dy Bay + Fa) 
T (yy ad z)UM y 4 Iz 1)—0 

Wenn wir in dieser Gleichung für den Ausdruck (Q5?^--ya?--z) den 
Werth (—«z°), den uns die Gleichung (15.) giebt, schreiben, so kommt: 
(19.) zi 42-4- (B—Ma) zy + (C—Na) zx + (L—o)2-+Dy° Ven cn i 
Die Form dieser Gleichung giebt uns folgenden Satz: | 

Wenn zwei Flachen zweiter und dritter Ne sich 
nach allen Richtungen hin vierpunctig osculiren, so be- 
rühren sich die beiden Flàchen 1m Osculationspuncte nach 
einer ebenen Curve (zweiter Ordnung) und schneiden sich 
überdies auf einer zweiten Fläche zweiter Ordnung, die 
mit jenen beiden Fláchen im Osculationspuncte dieselbe 
Tangential-Ebene hat. | 

Hiernach könnten wir die Discussion des Contactes höherer Ord- 
nung zweier Flächen zweiten und dritten Grades auf die Theorie des 
Contactes zweier Flächen zweiter Ordnung zurükführen. 

Die Durchschnitte der Tangential- Ebene. mit der Fláche zweiter 
und dritter Ordnung haben folgende Gleichungen: 

00 py + yz = 0 
(My -- Nx F1) (By* yo) = 0. 
Die Form dieser Gleichungen zeigt ebenfalls, dafs die beiden Flächen 
sich in einer Ebene berühren. Es besteht nemlich der Durchschnitt der 
Tangential-Ebene mit der Fläche dritter Ordnung, wenn und y von | 
entgegengesetztem Zeichen sind, aus drei geraden Linien, von denen zwei 
in dem Osculations-Puncte sich schneiden und dieselben Linien sind, nach 
welchen die Flüche zweiter Ordnung von der Tangential- Ebene geschnit- 
ten wird, und von denen die dritte durch folgende Gleichung darge- 
stellt wird: 
20) My+Neti= 

Die beiden erstgenannten geraden Linien fallen ganz zusammen, wenn 
3 oder y Null sind, wonach zugleich die Fläche zweiter Ordnung ein 
Kegel wird. Wenn endlich ß und y von gleichem Zeichen sind, so be- 
steht. jener Durchschnitt aus einem conjugirten Puncte (nemlich einer ver- 
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schwindenden Ellipse) und einer geraden Linie, die wiederum durch die | 
Gleichung (20.) dargestellt wird. 


Die Form der Gleichung (20) zeigt, dafs die bezügliche gerade 
Linie nie durch den Anfangspunct der Coordinaten, d. h. durch den Os- 
culationspunct gehen kann; was auch a priori sich ergiebt, wenn man 
erwägt; dafs alsdann die Fläche dritter Ordnung mit der Tangential-Ebene 
einen Contact zweiter Ordnung hat, den eine Fläche zweiter Ordnung 
nie haben kann. 


Aus diesen letzten Entwickelungen ergiebt sich auch sogleich die 
geometrische Deutung der beiden Bedingungs-Gleichungen, ,,dafs eine 
Fläche dritter Ordnung in einem gegebenen Puncte mit einer Fläche 
zweiter Ordnung einen vollständigen Contact von vier Puncten habe,” auf 
welche wir in der 14ten Nummer geführt worden sind. Es ist nemlich 
offenbar zu diesem Ende erforderlich, dafs die Tangential-Ebene 
in dem gegebenen Puncte die gegebene Fläche nach dreien 
geraden Linien schneide, von denen zwei zusammenfallen und 
auf einen Punct sich reduciren können. (In dem Falle dreier geraden 
_ Linien wird die Fläche von der Tangential- Ebene in drei verschiede- 
nen Puncten, nemlich in den Winkelpuncten des von jenen Linien ge- 
bildeten Dreicks berührt; wenn zwei Linien imaginar werden, findet nur 
ein Berührungspunct Statt; wenn endlich diese beiden Linien in eine 
einzige Linie zusammenfallen, so findet nach dieser ganzen Linie eine 
einfache Berührung und in einem Puncte derselben, dem Durchschnitte 
mit der dritten Linie, ein Contact der zweiten Ordnung Statt.) 


3) Für einen vollstándigen Contact der vierten Ordnung erhalten 
wir, neben den Bedingungs- Gleichungen (16.) und (17.), aus den Glei- 
chungen (9.) noch folgende drei: 

21) g(L—s)-D, E=0, ybL—-a =F 
wonach sich die Gleichung der osculirenden Fläche (18.) in folgende ver- 
wandelt: 

m RN Me HEHE dl it 
+ BY P ya 9) My FIN 1) = 
Substituiren wir endlich in diese Gleichung 
—(az-Fz für (By+7yx), 
ai - BY Pye +2), 
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so verwandelt sich dieselbe in: : 

(23) {[4—(L—a)a]z + (B— Ma)y + (C—Na)z} = 0. 
Aus der Form dieser Gleichung ziehen wir folgenden Satz: 

Wenn zwei Flachen zweiter und dritter Ordnung ei- 
nen vollstandigen Contact der vierten Ordnung haben, so 
berühren sie sich nach zwei Ebenen und schneiden sich 
überdies nach einer ebenen Curve, die durch den Berüh- 
rungspunct der Flächen geht. 

Es verdient bemerkt zu werden, dafs die Gleichung 257 von 
und y durchaus unabhängig ist. 

4) Für einen ‚vollständigen Contact der fünften Ordnung ergeben 
sich neben den M UE (16), (17.) und (21.), aus (12.) noch fol- 


gende beide: 
BHO Has e cer 

wonach sich die Gleichung der osculirenden Fläche (22) Gn 

qu) (at May Emus A tuaque 

EO tyes (Uy 4-2 4-1) = 
und die Gleichung (23.) in û 
2 = 0 

verwandelt, Also: 

Wenn zwei Flächen zweiter und dritterOrdnung sich 
nach allen Richtungen hin sechspunctig osculiren, so be- 
rühren sie sich nach dreien Ebenen und haben daher sonst 


keinen Punct mehr mit einander gemein. 


5) Die Gleichung (13.) geht.in vorliegendem Falle in folgende über: 
a(L—e) = A. 
Wenn auch diese Bedingungs-Gleichung befriedigt wird, so besteht die : 
Fläche dritter Ordnung aus dem Systeme der gegebenen Fläche zweiter 
Ordnung und irgend einer Ebene. Wirklich stellt auch in diesem Falle 
die Gleichung: 
[4—(L-—2)2s]z +(B—Ma)y +(C—Na)xz = 0 
keine bestimmte Durchschnitts-Ebene mehr dar, und die Gleichung (24.) 
verwandelt sich in folgende: 
(az + Py? Mays M 3I —2)z4- My 4- Na+ 1) = 
12. Aus dem Bisherigen ergiebt sich folgende Bestimmung für 
die Zahl der zu erfüllenden Bedingungen, damit zwei Flüchen zweiter 
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und dritter Ordnung in E gegebenen Puncte nach allen Richtungen 
hin einen Contact der verschiedenen Ordnungen haben. 

. Zahl der Bedingungs - Gleichungen. 


Einpunctiger Contact: 1; 


zweipunctiger - - 1+2 = 3, 

dreipunctger - - i+2+3 =—6, 

vierpunctigen - - 1+2+3+4= 10, 
fünfpunctiger - - 142434443 = 13, 
sechspunctiger - - 44-2 -4-34-44-3-4-2 = 15, 
unendlichpunct. - - | 1--2--3-F4--3-4- 24-1 = 106. 


Wenn wir eine Fläche irgend einer nten Ordnung statt der; Fläche dritter 
Ordnung nehmen, so kann der Contact bis zu einem 27 punctigen stei- . 
gen, wo sich alsdann die beiden Flächen in 7 zusammenfallenden Ebenen 
berühren. Für einen (n -]- 3 —72) punctigen Contact erhalten wir alsdann . 


n--2— m)(n4-1—m 
14+2-+3...-+{nLı— m = au 
Bedingungs-Gleichungen, und für einen (x-+-1-+ 77) punctigen Contact 
: n--1)\(n--2 2n--1—:in)m 
Tu E T-En-T sy cb nd gm) ce uni X RET Hr ) 
solcher Gleichungen. 


29. Wenn der Grad der osculirenden Fläche höher ist, als die 
Ordnung des Contactes, so erhalten wir, wenn dieser Contact ein 7 punc- 
n(n 

i 
giebt es überdies 7 Richtungen, nach welchen der Contact ein (2 J-1)punc- 
tiger ist. Die Zahl dieser Richtungen reducirt sich für die höhern Con- 
tact- Ordnungen, wenn die sich osculirenden Flächen von gegebenen 
Graden sind. Wir haben solcher Richtungen für zwei Flächen zweiter 
und dritter Ordnung, bei einem ein- zwei- drei- vier- und fünfpunctigen 
Contact, eine, zwei, drei, zwei und eine nachgewiesen. Um indefs 
hierbei nichts zu übersehen, miissen wir auch auf den Factor 9’ Rück- 
sicht nehmen, den wir in der 15ten — 17ten Nummer vernachläfsigt ha- 
ben. Nach der 15ten Nummer erhalten wir bei einem vollständigen vier- 
punctigen Contact, indem wir g’=0 setzen, zwei Werthe für 9, welche 
die Richtungen derjenigen beiden geraden Linien bezeichnen, nach wel- 


chen die Fläche zweiter Ordnung von der Tangential- Ebene geschnitten 
47* 





tiger sein soll, 


=; Bedingungs- Gleichungen zu befriedigen. Alsdann 
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wird. Diese beiden Linien liegen, nach der 20sten Nummer, bei dieser Ord- 
nung des Contactes auch ganz in der Flüche dritter Ordnung. Legt man 
also durch eine derselben irgend eine Ebene, so sind die Durchschnitte 
der beiden Flächen mit dieser Ebene, einerseits, das System dieser gera- 
den Linie und einer Linie zweiter Ordnung, und andrerseits das System 
derselben geraden Linie und einer zweiten. Man kann also den Contact 
dieser beiden Durchschnitte als einen unendlichpunctigen betrachten. Hier- 
aus ist ersichtlich, wie die vier Richtungen eines fünfpunctigen Contac- 
tes, die bei einem vollständigen vierpunctigen Conctacte 1m Allgemeinen 
Statt haben, sich in-dem vorliegenden Falle auf zwei reduciren. Eben so 
zeigt uns der quadratische Factor g in der 10ten Gleichung der 17ten 
Nummer, wie die fünf Richtungen eines sechspunctigen Contactes, die 
im Allgemeinen bei einem vollstándigen Contacte Statt finden, sich in 
unserm Falle auf eine Richtung reduciren. 


23. Wenn zwei Flächen einen vollständigen npunctigen Contact 
haben, so sind in dem allgemeinen Falle durch eine, nicht in Factoren 
zerlegbare Gleichung des nten Grades diejenigen z Richtungen gegeben, 
nach denen der Contact ein (z-|-1)punctiger ist. Dieser Contact geht 
in einen (2--2)punctigen über, wenn zugleich mit dieser Gleichung 
eine ähnliche Gleichung des (2-]-1)ten Grades besteht, wodurch eine Be- 
dingungs- Gleichung gegeben ist; er geht in einen (2-]-3)punctigen über, 
wenn mit diesen beiden Gleichungen eine dritte Gleichung des (2 + 2)ten 
Grades besteht, wodurch zwei Bedingungs-Gleichungen gegeben sind, 
u. 5, w. Der Natur der Elimination nach giebt es alsdann nach allen 
jenen z Richtungen, statt des zpunctigen Contactes, einen (7-+/1) punctigen, 
einen (2 --2) punctigen u. s. w. Also: 


Wenn (im Allgemeinen) zwei Flächen einen vollstän- 
digen Contact von zPuncten haben, so giebt es zRichtun- | 
gen eines (2-]-13)punctigen Contactes, der aber auch ein ho- 
herer sein kann. Soll dieser Contact um pOrdnungen stei- 
gen, so erhalten wir pBedingungs-Gleichungen zu befrie- 
digen: alsdann steigt der Contact aber nothwendig nach 
allen jenen 2 Richtungen zu einem (2+p)punctigen. 


Dieser Satz erleidet bedeutende Modificationen, wenn die beiden 
Flächen von bestimmten Grade sind. Bei zwei sich osculirenden Flächer 
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zweiter und dritter Ordnung ergeben sich, wenn wir uns auf die Ent- 
wickelungen der 10ten — 18ten Nummer beziehen, folgende verschie- 
. dene Fälle. 


1. Bei einem Contacte erster Ordnung giebt es 

1) zwei Richtungen eines Contactes zweiter Ordnung; 

2) zwei Richtungen eines Contactes dritter Ordnung, wenn die Glei- 

chungen (3.) und (5.) zugleich bestehen; 

3) zwei Richtungen eines Contactes vierter Ordnung, wenn (3), (5.) 
und (8.) zugleich bestehen; 

4) eine Richtung eines Contactes vierter und eine Richtung eines 
Contactes fünfter Ordnung, wenn (3.), (5.), (8.) und (11.) zugleich 
befriedigt werden; 

5) gar keinen höhern Contact, oder, wenn wir lieber wollen: die 
Ordnung des höhern Contactes wird unendlich, wenn neben (3.) 
und (5.) die Gleichung g’=0 besteht. 


II. Bei einem Contacte zweiter Ordnung giebt es: 

1) drei Richtungen eines Contactes dritter Ordnung; 

2) eine Richtung eines Contactes dritter Ordnung, und zwei Richtus: 
gen eines Contactes vierter Ordnung, wenn (5.) und (8) zugleich 
bestehen ; | 

3) eine Richtung eines Contactes dritter, eine Richtung eines Con- 
tactes vierter und eine Richtung eines Contactes fünfter Ordnung, 
wenn (5.), (8.) und (11.) zugleich befriedigt werden; 

4) eine einzige Richtung eines Contactes dritter Ordnung, wenn ne- 
ben (5.) auch die Gleichung $'— 40 besteht. 


III. Bei einem Contacte dritter Ordnung giebt es 
1) zwei Richtungen eines Contactes vierter Ordnung; 
" 2) eine Richtung eines Contactes vierter und eine Richtung eines 
Contactes fünfter Ordnung, wenn (8.) und (11.) zugleich bestehen; 
3) keinen höheren Contact, wenn zugleich die beiden Gleichungen (8.) 
und g’=0 befriedigt werden. | 
IV. Bei einem Contacte vierter Ordnung giebt es 
1) eine Richtung eines Contactes fünfter Ordnung; 
2) keinen höhern Contact, wenn die Gleichung g’=0 neben (11.) 
besteht, | 
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Ich breche hier diese Entwickelungen ab. In einem nächsten Aufsatze, 
der dieselben gewissermafsen ergänzen wird, gedenke ich mich mit der 
Theorie der Osculation zwischen Flächen und Linien doppelter Krümmung 
zu beschäftigen. Diese Theorie ist der Theorie der Osculation ebener 
Curven ganz analog; denn in beiden Fällen haben wir es mit dem Zu- 
sammenfallen von Durchschnittspuncten zu thun. Bleiben wir z. B. bei 
Flächen zweiter Ordnung und solchen Curven stehen, die der Durch- 
schnitt zweier solcher Flächen sind, so haben wir, da drei Flächen zwei- 
ier Ordnung ım Allgemeinen sich in acht Puncten schneiden, auch acht 
verschiedene Arten des Contactes nachzuweisen. 


Bonn,.am 16. Januar 1829. 
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28. 


De functionibus ellipticis commentatio. 
(Auct. C. G. J. Jacobi, prof, math. ord. Regiom.) 





A, De transformatione functionum E(u), Il(u,e), quae ad 
speciem secundam et tertiam integralium ellipticarum 
pertinent. De transformatione functionis Au). 


2 ke 
bd. quas in fundamentis proposui, adhibitis denominationibus, 
sit 2 numerus quilibet impar, sint 77, m’ numeri quilibet, per eundem 
ipsius 7 factorem uterque simul non divisibiles: demonstravi in Funda- 
mentis Theorema in theoria transformationis functionum ellipticarum 


; K “7K! 
fundamentale, posito = BEN 
n 
A = isincoam2o.sincoam 4o....sincoam (7 — 1)o]', 


sin coam 2 o . sin coam 4 9....sincoam(n — 1) e|? 
sinam2 9.sinam4o..... sinam (n —1)o 3? 


M = (—1)?.{ 
atque insuper 


z = sinam(u), y = sinam (7.2), 


fore 
Metz pA ir uror ED, 
x sin? am 2 @ sin?^am4o/'''*' sin? am (n — 1) c 
~~ M" (1— n? sin? am 2. x?) (1— ^ sin^am 4o. 2) .... (1— n^ sin? an (n—1) o. 2*)' 


E qua deinde formula derivavimus (Fund. pag. 47.) Sua dne identi- 
cam, quae valet, quaecunque sit x quantitas: 


1) xzIL(az?— sin^am2 pw) — d sinam (= A) TE (ate ie) = 


| 4? sin? am2p ® 
[r — sin am u] [z — sin am (u 4- 49)].... [x —s1n am (u 4- 4 (n — 1)o)], 


siquidem in productis praefixo II designatis numero p tribuuntur valo- 
n— 1 


15 1, 2 93:08 DN 





Formula 1., singulis elementi x dignitatibus in utraque aequatio- 
nis parte inter se comparatis, suppeditat nobis summas combinationum 


expressionum 
sin am (4), sinam (u-+-4w), sinam (u + Su), 0$ 5, Sinam (u -d- 4 (n—1)»). 
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Fit e, g. summa harum expressionum = 
À si am (7 1); 
m. M? 
summa ambarum — 


— {sin’am2» -|- sin'am 4e l- .... + sinam (n — 1) ej, 
quam quantitatem constantem designabimus per —e. Hinc etiam dedu- 
citur summa quadratorum 


sinam (u) +sin’am (u + 4o) -F- .... -- sinam a --4 (n — 1)«) = re +26 


sive m 
2) z Mi] .‚sın’am (a) = 2 sin’ am(u) — 26, 
siquidem per 2@(u) designamus expressionem 


zQ(u)- Q(u)-4-Q(u--4o) + O(ut8o) +....+Q(u+4(r2—1)) 


E 2. sequitur etiam: 


12 | 
3) MC .cos’am (2,2) = 2cos’am (i) — 26, 


1 2 2 : 
4) 4p: am Gr 1) — ZA am(u)-L-97 


siquidem 
A? 
5) am = 2 — 20 — 20, 
1 
6) WO n — 2K e+ 27, 


Expressio cosam (55 A) , cum evanescat, posito 4 — KX, obtinemus e 3.: 
7) c = cos'coam 2o + cos? coam4w + ..,.— cos’coam (7 —1)o. 
Expressio Aam (=, à) cum evanescat, posito 4 — K-|-:K', atque insuper sit: 


&am (u 4- K -- K^) = Acoam (u -- Z K^) = iw'tangam(u) (v. Fund. p. 35.), 
e 4. obtinemus: 


8) * = xw [tang'am2o-]- tang'am 4e -- .... ]- tangam (n— 1)ej. 


ber | 
Formulas 2., 3., 4. etiam hunc in modum repraesentare licet: 


A? 
95. - Sugar sin 'am (75,2) 
sinam (u) + = {sin’am A -F 9pw) + sinam (u —2p wj — 2e, 
10); - dy .cos'am (= à) | 
cos^am (u) + |cos’am (u 4-2 pw) + costam(u—2pw)! — 25, 
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11) MN am (s à) 
= A’am(u) + EZ (A* am (u 4- 2p) + A^ am(u—2po)} + 27, 


n—1 


semper tribuendo numero p valores 1, 2, 3, .. . ., 7° 


Ponatur 1am 
V A?am(u).d0u = E(u), 
qui paulo discrepat notationis modus ab eo, quem Cl. Legendre adhi- 
buit, quo etiam in fundamentis passim usi sumus. Posito enim Q—am(u), 
designat ille integralia elliptice, quae ad speciem secundam pertinet, per 


E(Q) = Eam(v) = / ’A(9).29 = f A’am(u)öu; 
ita ut nobis E(u), quod illi Eam(u). Porro per characteram EZ, argu- 
mento non adiecto, semper designabimus functionem 


E = E() = ['A(9).00, 


quam ille per E* denotat; eodemque modo per E’ functionen 


! — E(K',x) = f. ^(0, x^). Q. 
His stabilitis, fit 


f, 9uief am(ud-2po) + A* am (u—2p0)} = E(u 4-2p9) + E(u —2p9). 
o 
Constans non adiicienda erit, quia utraque aequationis pars posito u — 0 
evanescit *). Unde e 11., integratione facta ab u — 0 usque ad u =u; 
u 
E (772) 


12) —5— = EG) 4- ZiEQW-+2pw) + Eu—2po)} — 27.u. 


Formulam 12. transformare licet ope theorematis noti de addi- 
tione integralium ellipticorum, quae ad speciem secundam pertinent: 
| 2 x? sin? ama.sinamz.cosamu.Aamu 
Eure) E(u — a) = 2 BS 1 —x? sin? ama.sin* amu A 
quod differentiatione facta facile ex elementis comprobatur. v. Fund. 
p.138. Cuius ope 12. in hanc abit: 


13) nE(u)— a. E(4,a) +or.u = 


sin? am (2 po) 


a iwi 
.9x'sinam(u)cosam(u) A am (u). = — y? sin? am (2 p @) sin? am u 


ESET) | 





*) Fit enim generaliter E(—u) = — E(u), 
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Formulae 12., 13. concernunt transformationem integralium ellipti- 
corum, quae ad speciem secundam pertinent. Easdem mox sub forma 
commodiore exhibebimus. 





Ponamus 
f, Eq).8u = logQ(u), 
cum sit à 
2x* sin am(u) cos am(u) Aam(u).sin?am(2pe) __— d.log(1— x? sin? am 2pw. sin? am u) 
1 — x? sin? am (2p €). sin? am (u) em eee er. 


nanciscimur e 13., iterum integratione facta ab u — 0 usque ad u —u: 


xlogK(u)— log Q (a à) +r.uu= —Zlog(1—xsin’am2pw.sin’amu), 


Sive 
Qs?) 
Q" (u) 
siquidem, ut supra, designatur per [IQ(p) productum 


194) = 9(1)9(2)9@)....0(25), 
Posito sinam(u) = x, 14. ita repraesentatur: 
us Op) 

16) SEE, Da) — 
(Q—'sin’am2o.r2)(1—’sin?am4w.rz).... (1—’sin?am(2—1) @. 72). 
Haec expressio denominatorem constituit substitutionis rationalis, quae ad 
transformationem functionum ellipticarum adhibita est (v. supra) 


NEE = l1I(1—#sin’am2po.sin’amu), 


Bun) er (12 [. NUE = 
sin am (4 1) = M ! sin* am 2 sin? am4 o d sin? am (n —1) v 
M (1—2x?sin?am2o.aczc)(1—2? sin?am4o.zcxc)....(1—2?sin?am(n—1)o. xx)? 
quem igitur. denominatorem ope transcendentis novae Q(z) seorsim ex- 
primere licet. Quod est gravissimum theorema et maximi usus in uni- 
versa theoria functionum ellipticarum. 
Sit substitutio illa, siquidem x = sinam(u): 
x 140 + Aa E n 


sin am a ) c DA STORES ROSE NE M URP 
| 1 +- Bx? + B"x^-4-....4- B 


LE, 


pone 
posito 


1-4 af de Al pe gD na — (1 — eae du 


sin? am (2 p w) 


(a sin? amu ) (a sin? amu ) (a sin? am (u) L- 
ee FL ee aS TOUR AT ok, SINE UT ce ae EN Ca Lark AD 
sin? am 2 @ sin? am4o/ ''* sin? am (n —1) @ 
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14-B'z--B"a-L....-- p us —Iu— 2? sin?am (2p w)sin’am(z)) == 
(1 — x’ sin?am 2 sinam u) (1 — x?sin^am 4 o sinam u). 
.(1— x sinam (n —1)esin^am(u), - 
22) 


1 = NUDE 3 
6) e | QUE 


Hinc sequitur, sumtis logarithmis et differentiatione instituta, 


17) nE(u) — a hoe A) +27.u = 


erit: 


= 1+ B’sin’amu-+-B"sin*‘am up BS? shane ca. 


n—1 
|. cos am (u) A am (u) (2B' sin am u -|- 4B" sin? amu-]-.. . .-]-(n —1) Be ) sinne am fam uj 
irs 


sin”—! amu 


1 ++ B' sin? am u -]- B" sin* amu-+.... +B ? 
Quae docet formula elegantissima, quomodo ex ipso denominatore ex- 
pressionis, pro functione transformata sinam "oe ^) inventae, continuo 
eruatur transformatio integralis elliptici, ios ad Jogos secundam 
pertinet. 
Valorem constantis 7 eruis e 17., ponendo w infinite parvum, quo 
facto E(u)= u, sinam(u) — u, cosam(u) — A am(u) = 1; unde fit 


ne or = —ob, 
id quod, cum sit B' — — ^e, cum formula 6. convenit. 
Adnotemus adhuc, ubi a formula 12. proficisceris, integratione 
facta obtineri: à 

40 u -- (n —1) 0 
18) Qa) = e'"Q(u S20 308 Gc Ael ). ak) (Do) V, 
IR dicar i . $(u — (n —1)o) 
DOS OR SM T E RE QM: 


Ponamus brevitatis causa, siquidem z — sinamu, 


U — vara patat usi aun), 





V—ooaBe 4 Blah. + Ben, 
ita. ut 
U 
sinam (77, A) ep 
Fit 17.: OV 
1 
nE(u) — ES, à) +2r = c Xn 
48* 
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unde differentiatione facta, 
1 ; 
nA’ amu — 47;2^am des A) l2o7 = 


quae formula, advocata 6. 


OV OV —V 02V 
VV Our 2 


1 
i 





1 
in hanc abit: 

u 2I Q0PF0PY—FO Fr 
(qr) +280 = Vote hie 


sive, multiplicationé. facta per 7 e in hanc: 








OV 0V 0-7 
x (20 — nsin* amu) PF + À z. Uf = OR Ob amid asd 
Porro vidimus in fundamentis, posito u-+ iX‘ loco u, sive TM 
. " xsınamu 
sinamu, abire | 
À U 3 1 
AR VE sinam (sy, ^) in TUTO a: 
sin am (m A) 
unde expressio 
erar—_vaV 921029 
ek sas VV. du? a Ou? 
abit in 
nO? log sinamu 84 logU | jd fe 4x 1 ! 0? log U *) 
AUTRE FA AN mr dd u X Sin amu i amu ET Qu? ? 


ideoque 19. in 





: | NA di QUOU —UO*U 
— niésin'am u + ———*___ +. 249g = UU.Oou^ 7% 
AT sin? am |, ^) 


unde, multiplicatione facta per UT, = 


”(2e—nsin? amu) UU + ES VV = auau— ud OF 


Qu? 
Formulis inventis: _ psi 
£ à z 2 
20) RT add E Vz 


"U 
.. 21) "@e—nsin’amu)UU--—; urs VV = ou gut 
adiungi debet haec 


22) VE _ oF = ever — UU) VV — UU), 


. P, U 
quae e differentiatione aequationis sinam (= => prodit; cuius ope 


e 20., 21. quantitatum. U, V alterutram eliminare licet; quo facto per- 





*) Vo Fund, P: 112; 1. 
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venietur ad aequationem differentialem tertii ordinis. Quod sane est theo- _ 
rema memorabile, satis reconditum, numeratorem et denominato- 
rem substitutionis, U, V singulos definiri posse per aequa- 
tionem differentialem tertii ordinis. 


Ipsas aequationes differentiales tertii ordinis prolixitatis causa non. 
apponam; omnibus casibus commodius videbitur, aequationibus 20. — 22., 
quae earum locum tenent, iunctis uti. Quarum usum insignem ad for- 
mationem algebraicam functionum U, V, sive ipsius, quae ad transfor- 
mationem ducit, substitutionis alio loco fusius demonstrabo. Hoc loco 
tantum adnotemus adhuc verificationem formularum 20., 21., sequentem. 


Divisa enim 20. per VY, iu per YT, prodit: 








2323793 
x^ (20 —nsin* amu) + sin 'am (4 à) = ceu 
À 1 ? log 
x (20—nsin*amu) + “a eta war — dino d a ; 
JM? sin? am (7: A) Hi 


unde, subtractione facta: | 
2 log si i ) 
0? log sin am C A 


1 a au ne 

ETT in$om Qu. re a Bl N 7 

M? A^sin'a Um (5 J : x: : 

sin? am, À 
quae statim prodit e formula: | | 
0? log sin am u sn 1 
—À Á————— = #° sin amu — —;,——, 
Qu sin* am u 


posito 7; loco u et A loco x. 


M 


Integrale completum o Dom differentialium tertii ordinis, qui- 
bus functiones U, 7 definiuntur, in promtu esse non videtur. 


4. 


Integrata formula supra allegata $.2.: 
2 x? sin? am a. sin am u cos am u A amu 


VO RUE Ue) ms EE C 1— x? sin? am a. sin? amu 
inde a u — 0 usque ad u =u, obtinemus: : 
logs + lo ES 2) — = 2log Q(z) + log(1— 5^ sin^ama.sin* amu), 
unde prodit formula in analysi functionis €) fundamentalis 
24) NA) 1— #’sin’ama.sın’amu 
Q*(a)9*(u) : 
E formula 23., @ et u inter se commutatis, fit 
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| | 2 x? sin am a cos am a À ama. sin? amu 
ED Fo) —E (U 0) == 8 E(e) = 
25) ( T ) ( ) ( ) 1— x? sin? ama. sin? amu ? 
qua Legere inde a u —0, obtinemus: 


un phased a. of. sin? amu.dou 
lo a) — Qu E(a) — — 9x'sin ame cosam am o ECTS 


Eon in Fundamentis per characteram ll(u,c) integrale, quod se- 
cundum eam, quam Cl. Legendre instituit, distributionem integralium 
ellipticorum in classes, ad speciem tertiam pertinet, 

u sin? am u.àu 


II(u,0) = x sınamaecosamaAama | 4——————-————— 
( ] ) S o 1—x?sin?*ama.sin? amu’ 


qua adhibita denotatione, fit: | 
€ Q FUR 
26) II(u, a) = uE(a) + flog ar 
Quae est formula fundamentalis pro reductione integralium ellipticorum, 


quae ad speciem tertiam pertinent, ad fuuctiones E(w), V Cf. Fund. 
$6. 49. sqq. : 

Ope formulae 26. e formulis pro transformatione Een E(u) 
Q(u) inventis, exemplo nanciscimur eas, quae transformationem integra- 
lium ellipticorum tertiae speciei sive functionis I] concernunt. Fit enim 


e 26., posito OS > À loco z, Q, *: 


N 





27) ne, p^) — E, A) + ilog 


? 
Q (ee, A) 
de qua formula subtrahamus sequentem | 
2 7 Q (u — a) 
nll(u,a) = nuE(e) + 3 log Dat 
prodit: 
28) fl (s pna ive A) — nu, a) = 


oluze à Q (ck ay 
u{t E(S. ») cente] dios Flog re 


quae formula ope 16., 17. in sequentem abit: 
ji EU M? x) — nil(u,a) = 


n—ı . 
cos am a Zama am a 12 B's B'sin in am a + 4 B^ sin? DER. .—(n—1) Boe sin am a} 


ee 


"aa 
i+ B' sin a gingen? per 4 Jai she 


mx MC es ——————— eme * 


+ zlog 1+ B' sin? am (u — a) + B" sin? am (u—a)+.. E sin" am (v — = 
{+ B'sin* am (u + a) + B" sin* am (u Fa): n E "sin"-!am (1 + a) 
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quae formula fundamentalis docet, quomodo ex ipso denominatore sub- 
stitutionis confestim eruatur transformatio integralium ellipticorum, quae 
ad speciem tertiam pertinent. 


Eandem aliter exhibere licet per formulas 12., 18., quarum ope 

fit e 27.: | | | 
u a U a 

IN — r)— qz; E^) — 2 au — 























M? M? 
+1. 9 (u— pee apo à) 11, 9 (u —2 po — a) rs 
Hose a + [ite EO 5-12: asia loe TE: N 
> Q (u — a) = Q(u— a L2puw) Q(u—a—2pw)) 
z log 9$ 9 (ut + = {Flog ÉO(v-ra-—32p5) tel "5Q (u-]-a--2 p o^ 


unde sequentes duas deducimus formulas: 


30) Ms Ha 1) J-u[nE(o) — LE(S ,A) — ara} = 
Il(u,a) + I(u+2o,0) + IT(u4- 45,2) +... + H(u4- (2— 1)o,2) 
+ Illu — 20,0) + II(u — 40,0) +....-F H(u — (a— 1)o, a), 


31) "ne M? a) xd 
Iu, à) + IL(u, e 43-20) + Illu, a +40) +.... + H (u, a +(2—1)o) 
+ Il(u, a— 20) + IL(u, e— 40) + .... + Hi (uv 4—(n—13)9);. 
quae et ipsae sunt formulae novae fundamentales. Dedimus in Fund. 
p. 161. 7. formulam | 
IL(u, a 45) + Il(u, a—b)2ll(u,e) = 
| sin” am b 
1 — x? sin? am b sin? am a 








— 2x'sinama cosamao Aame. 


1 — x? sin? am b sin? am (u — a) 
I 
% T ileg 1 — x? sin? am b sin? am (ut a)? 
cuius ope fit e 31.: 


31) IG, = A) — nIl(u, a) ee 














sin? am 2p @ 
1 —x?sin?am2p,sin?ama@ 





— 9x'sinama cosamaAama> 


‚/1— x? sin? am 2 p w sin? am (u — a) 


T Zlog 1 — x? sin? am2 p w sin? am (u+a)’ 














siquidem numero p valores tribuis 1, 2, 3, . . . ., = Quae facile 





etiam e 29. sequitur formula. 
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B. De functionibus simpliciter periodicis x(u)-e""Q(u), 
earumque singularibus proprietatibus. 
| RE 
Accuratius examinemus functionem nostram ((u), eiusque pri- 


mum reductionem pro argumento imaginaris formae iu ad argumentum 
reale tradamus. 
Posito sin@ — ‘tangy, fit 
COTES LA) 
Alp) ~ Alyx)? 
A().29 = 190729" 


; i cos W? , 
unde integratione facta: 


f al cin? 
f. ^(.96 = iftang Alb, v) Wf Rr 
Hac formula, posito | 
9 = am(iu,x), unde YW = am(u,x’), 
e notatione nostra ita repraesentatur: 
1) Eam(ivu) = i{tangam (u, x’) Aam(u, x’) Lu — E(u, x^), 
unde integratione facta: 


logQ(zu) = log cosam (u, x‘) — > + log Q(u, x’), 
sive durs. 
2) Qu) =e * cosam(u, x") Qu, x’). 
Cf. Fund. pag. 162. 1., 2, 
6. 
His praemissis, quaeramus iam, quasnam subeat mutationes functio 
Q(u), dum functiones ellipticae 1mmutatae manent, 1. e. dum argumen- 
tum u mutatur in u4-4mK--4m'iK', designantibus 2, n° numeros 
positivos sive negativos. 
Nota est ex elementis formula 
3) E(u--27 XK) = E(u) +2mH#, ! 
siquidem per simplicem litteram E, argumento non addito, designamus 
functionem integram E(X), quam Cl. Legendre designat per E'; pla- 
gula apposita, per characterem £' designabimus functionem integram, 
quae ad complementum moduli pertinet, sive functionem £' = £(K’, x^; 
sicuti initio indicavimus. Integrata 3., obtinemus: : 


lg ELIO = Qm Eu + logQ(u), 


28. Jacobi, de functionibus ellipticis comment. 381 


sive 

9 (u3-2mK Ba 

* Seam EN 

Posito in hac formula u==—2mK, cum sit Q(—u) = Q(u), Q(0) — 1, 
prodit: 

€) (2 m K) = — I gni 
cuius ope 4. abit in 

9) Q (u 4-27 K) = gan EFE) C) (4); 

sive in 
Euu 


6) Qut2omXk)=e *Qw) | 


quae docet formula, functionem 
Huu 


ve E O(u), 
mutato w in u-+-2mK,immutatam manere, ideoque cum func- 
tionibus ellipticis argumenti z periodum realem commu- 
nem habere. 


— oe (u+emkK)? 


Ponatur in formula 2. u+9m'X" loco u, fit: 
a (u4-2m* R^)? 


Q(u-pam'iK) = (—1)'é  ?  cosam(wx)O (u+ 2m‘ K^, v), 


unde cum sit e 0e : 








—— P^ Gutomtk) A uu olere 
e Qu J-2m' Kr) = e ** Qu, x4, 
obtinemus: 
E'uu 
Cet «ik! . ^ ‘ (ke NN PS EA 
e an (eta ! O(fu-I-2m'iK*) = (—1)"' eie?" eosam (u,x^)e ** OQ (ux), 
sive: 
Ru Buu 
ara +2 ‘KS? : ^ 7 
7 Ou + 2m'i K) = (—1)"e ** cosam(u, x) Q(u, x’) 
(K'— En) uu 
= (Tre S, Qu) 
unde posito — zu loao u, sive u loco zu: 
Cri x (uf2m‘ iK')? 7 — m ku 
7) e Q(u+om'ik) = (—1)"e ? Q (u), 
quae docet formula, expressionem 
_ (KE Eyuu 
RS UTC) 


mutato u in ud-4;'; Á, immutatam manere, sive cum func- 
tionibus ellipticis argumenti z alteram periodum imagi- 
nariam communem habere. 
Adnotare convenit, e formula nota, a Cl. Legendre inventa, 
Crelle’s Journal. IV. Bd. 4. Hft. 49 
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KE'-- K'E— KK! = T 


: 2 
sive 
E E* _À 
tiga NS AR 
Sequi 
K'— E* an E (UAR 
OR UT ANNE OK? 
unde formulam 3. etiam hunc in modum repraesentari licet: 
7E E f 2 7E E 
: AREA OK (u+em’iK') A , TW ase 4 
8) A BE Q(u 1-2 m'i K*) = (— 1)" RR x)" o (uy, 
Mutato in hac formula z in u 4-27: K, prodit e 6.: 
TE E UN. 7t Euu 
T; = — | (ut2mK-+2m’/iKt) | 4 | CTI K) ——-. 
‚(RR x) O(u-- 2m K+-2m't K*y = (—1)" ei^ (u-Fam Jr o. K O(u). 
Fit autem: | | 


IR (t T2m K 4-2 m’ i Ky — (u + 2m Ky! T 


mif 


2x du t4mK--4m'iK') +mmin = 


min 
LA RER IE PET U al M | 5 ae SET ER 1 1 
TK nm RG + 2m K+ 2m LK’? —uul + mm'im. 
Hinc ubi adnotamus, esse e""'"7 — (— 1)""' atque brevitatis causa 
ponimus: | 
was m' ist NICE 

^ 4K(mK-m'iK‘) 2K 
obtinemus formulam: | | 

9) er(utr2mK-t2m‘iK?)? QO ( u E om K -- 2 m‘ i K") en (— 1)" te» em Q (u), 


quae docet formula, expressionem 
(a) 
e 4K(mK--m'K/) 2K Q(z) mu e" C) (u), 
mutato w in ut4mK+4m'i kK’ immutatam manere, unde et 


ipsa cum functionibus ellipticis argumenti u periodum 
communem habet. 


Adnotare convenit, valorem ipsius r non mutari, ubi loco m, m' 
ponitur pm, pm‘. | 


x 


Formula 9. etiam hunc in modum repraesentari potest: 
10) Q(u +2mK aM GR) = (— Y)" Or er mKrmiXt) u4mKtmiK) C) (y) 


2 E(mK--m'i K^) — mir) 5 
— (ym Are) (uem Kem" c) 


Qu) 
quae docet formula generalis, quasnam functio ()(u) mutationes patitur, 
dum functiones ellipticae 1mmutatae manent.  Posito u = 0, obtine- 
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mus e 10.: 


11) Q(27 J-2m'i K^) = (— 1e 
Sumptis logarıthmis, et differentiatione instituta, e 10. obtinemus: 
2 F(mK K' 9 
12) E(v om K--am' iK) = E(u) + Emm) _ mir 
E(u)+2mE + 2 m' i(K'— E^, 


Ke 
o =. Fos fea lik) N mmr x 


i 


unde posito 4 — 0, 
13) EamK+2m' iK!) : = 2mE--2m'i(K'—E). 
| Fr TR 
Ponemus in sequentibus 
x(u) = e" Qu), 
erit e 10., posito 272, 2m‘ loco m, m’: 
~(u-4mK+4m'if) = x(u), 
ita ut X(u) sit functio periodica. Jam igitur pro innumeris valoribus, 
quo r induere potest, dum numeris 77, zn‘ alios et alios tribuis valores, 
innumeras nacti sumus functiones periodicas x(u), quae singulae cum 
functionibus ellipticis unam periodum communem habent. Et vice versa, 
quamcunque ex innumertis periodis, quas functiones ellipticae habent et 
quae ex una omnes componi possunt, eligere placet, quantitatem r ita 
semper determinare licet, ut functio | 
"oun: um erm 
eadem gaudeat periodo. E variis functionibus illis periodicis x(z), in 
Fundamentis eam elegimus, quae cum functionibus ellipticis perio- 
ie 
2K' 
Quam functionem ibidem designavimus per characterem particularem O, 
ita ut 


dum realem communem habet, pro qua m’=0 ideoque r — — 


O (u eiue 
50 ae 


omniaque quae loco citato de functione © proposita sunt, vel nulla vel 
‚lenı mutatione facta, ad functionem generaliorem % (wu) extenduntur. 
E formulis supra exhibitis: 


9 St (u4- a) €(u—a) _ 
grau 
Lx 1 0-Qa) Q (u — a) 
Iu, dies Qa de t 08 Vance 
sequitur etiam, posito | 
X, (u) — e" Q (u), 





— x’sin’am a sinam u, 





49* 
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quaecunque sit r constans: 
14) Za n 8, Kl mL N um Cu m) MO 


1 — #sin°ame sin^am U, 


eave u 
uO y (a i-a 
15) Il(u,e) = we) + log DES 
8. 


Ponamus, ut supra, 
mK ig milk == no, 
designante 7 numerum imparem, 77, m‘ numeros quoslibet positivos seu 
negativos eiusmodi, ut numeri 72, m’, n per eundem non divisibiles sint 
numerum; ex antecedentibus fit: 
x(ut+#ne) = Xu). 
Formemus iam productum — 


Lu) 4 (ud 4 9) x (u F8 w).... x (ud- (n — 1) w) v (u), 


— 


UO ay (40) x3 Eu) (Bu)... Gn —1) e) 

patet, posito z -]- 4o loco u, quemlibet factorem in subsequentem abire, 
ultimum vero in primum; unde cum productum ex omnibus conflatum 
nil mutetur, fit 

yu dr 4o) = sb, 
ideoque etiam, designante p numerum quemlibet positivum seu negativum: 

Yu +4po) = Yu). 
Jam cum generaliter sit: 


x(u+4n—p)o) = x(u—4p9), 


fit e 14. 
Zlu+4o)z wt+4(n—1)o) = (1—x'sin'am4 o sim*am vu) x?u, 
"40 4 
zu D A mr ao a (1 —%° sin°am 8 sin’am u) x?u 
x; 8o 24i Á 


unde CURE. Yu) etiam hunc in mod exhibens licet: 


17) Yu) = x" (u)f14- B'si'amu m B" sin* amu -4-....4- BT) sin™ amu}, 


siquidem, ut supra, ponis denominatorem substitutionis 
(1—*'sin^amA4osin?^amu)....(1—*7 si^am2(z — 1)osin^am z) = 
n—ı 
1 + B'sinamu + B"sin*amu +....+ BF S d in"^ am u. 
‚Jam cum sit J(u+4po) = J(u), fluit e 16. formula fundamentalis 
maximi momenti,. 
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17) À d En o) __ x 





e To] 
nf 1 -+- B’ sin? amu + B^" sin* am u ud... Wen or A tnt amu 


V 1 -]- B' siu? am (u-]-4p a) -]- B" sin^ am (u-]-4po) 4-. . .. 1- nos? sin" am sj 
Posito 4 — 0, fit e 17.: 
1 
18) %(4po) = > | | Qe 
Y |1-I-B/ sin? am 4po --B^sin* am 4po -]-. . .. -]- BY?” sin? am 4po] 
9. 


Posito sinam zu — xz, cum sit 
æ cos am a À am a + Y [(1 — xx) (1 — zx? 2c &)] sin am a 
1—x?sin?^ama x x ? 


Cr) 


























sin am (ua) = 
videmus, expressionem 
1 +- B' sin? am (u +4 p 9) + B sin* am (ut 4p o) +... .-b i eB Os 
1 + B’sin? am (4p) + B^ sin* am (4p@)--....-+ BY TAM am (4 p o) 
induere formam 


sin”? am (u -F 4p ©) 


PP + VI — 2e a) (4 — 2? x a)] VO) 
(1 — x? sin? am (2p ©) xx)" 
designantibus 7), 77? functiones ipsius x integras rationales. Hinc, 
ubi insuper ponitur | ; 
P = 1 + B'sin’amu + B’sin’amu-+....+ BUS sin“ am u, 
fit e 17., 18.: 


19) LT 











> 





(u--4po) __ = V( V (1 —x? sin? am (4 p e) x x)" vane à 


z(&p ©) 4 (u) VPLV [(1—x x) (1 — x? xx)] VO) 
20 y(u— Apo) __ W V (1 —»? sin? am (4 p 9) oy ) 
) x(4po)z(u) VP—V [1— xx) (1—x* xx)] Wry 
Quibus in se ductis, cum sit e 14. 
X (4p) x? (v) i 
obtinemus: Ei BER 
V (1—»?sin?ám4po)?7*? | 
(1— sin am4pu.x2}" = VOVORO— (4 — xa) (d — x? xx) VOW)? 


sive 

poe 0 —x(1-—zxa)1—:x x) 0s- FF -—-:sin*am(Ape)a x)". 

Jam vero functio 7 factorem continet 1—x’sin’am(4po)xx, ita ut, posito 
V = V,(a—’sin’am (4 pw) xx), 

sit Z,functio integra: qua substituta, fit: 

21) VO OG. (4— xx) (1— xxx) WP PE VV, (a—*’ sin’ am (&po)wa)". 
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Hinc e 19., 20. facile sequitur: 
29) 2(ut+4p®) _ Verrat BE) BN 











x(&po)zg(u) ^. vr, EDO RT 
x(u—4po) |. Fo -L'Y[(1 — ax) (1—x? x x)] Jy X») 
23) ara) — = Ver pro se wm) 
Erit insuper 7 functio ipsius « par ordinis 27 — 4, 
JF Ame - impar - 2n—5, 
jo 4 = r par = ae a 
10. 


Ponamus brevitatis causa 


Q(u) = 1 + Bsin’amu + A’ sin’amu +....+ Bo ^ n""'amu, 


ht e 17.: 
X (u+ 4 p 9) d (u) 
25 y (u) "m jen (u--+ 4p 2) ? 
sumtis logarithmis et taped instituta, prodit 


) Z' (ut p o) LEO d C Rea = Pu) _ A: re 


4 (u+4pw) y(u) . ' P (u) "P (u-4po)’ 
siquidem ponitur 




















(u) = 9x QD Q'(u) = OP (u) 








Opi. Ou 
Fit porro, cum sit z,(u) — e™”Q/(u): 
Zn) v 2’ (u) Zu "AS 
EN) = 2ru-- Qe aru + E(u), 
BER ; OA D) 9 2 : 
siquidem ©)’ (vu) = -2, Jam posito u=0, e 25. eruis: 
gi(upo) | 4 (Ape) 
X(po) ^ n° db(4pw)? 


sive, posito brevitatis causa am(4pw) — «, 


< 1 D'(4po 
. 26) Ep) + 8r:po = — = TE = 


41 cosa, Aa, {9B sin €, -1- 4 B" sin? a,-+--....-+-(n— 1) BC? sinn yt 
n n—1 
1 + B'sin? o, + B"sin^e, 4-....-- pi ? D sinh, 
Quae formula docet, quomodo species secunda integralium ellipticorum, 


casu, quo argumentum est pars aliquota ipsius 4(m K-+- m‘iK‘) exhi- 
beri possit. 


E formula 15. obtinemus: 


Il aie Mia) t X (4 — a) ( i 1 Z(«— a) 
in a) — a + slog Ener utE(a)+2re} ++ er 
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unde, advocata 24. | 
27) Il(&po, e) = 4pofE(e) --2ra] + 2log Z2) 











X (a 4p 9) 
1 P(a-+ 4 
= 4poiE(a) +2ra} + 
u— 4 
28) Il(u,4po) = re hagas a + log en 
MU M CU 214. ® (u-+ po) 
a ETT B(u—po)? 


sive 


"A Il(4po,a) = #pu{E(e)-+-2ra} T. 


— log ARE Se Saas oe Ret EM pt ER eh gt SL 
2 Tex 
ore, -+ B’ sin* am (a—4po) -]- B" sin* am (a—4p@) 4-... .-]- ER >, nt am (a—4po) 
30) [l(u, 4p o) = 
4 COSE, A ty 12 B’ sine, + 4 B"sin3 &,+....-L(nr—1) B®? sin?! Cpt 


n C? 


1 -]- B'sin? a, + B" sin^c, 4-,... +B? “sin” ct, 





a 1, en me ek am (u+4po)+B’’sin® am (ud 4po) +... cud at-on (Rap) 

9 n—tı 

Mond 1-+-B’ sin? am (u—4po) -]-B" sin* am (u—4po) --.... LB ETE am (u—4po) 
Quae formulae docent, quomodo exhiberi possit species tertia integralium . 

#ellipticorum casibus, quibus sive amplitudinis sive parametri argumentum 


(v. Fund. p. 139.) est pars aliquota ipsius 4 (m K - 7n' i K^). 


11. 
In formula fundamentali 24.: 


JG Lapa (fai cO Ra 





4 (u) P (u-L- 4p o) 
ij 1-l- B'sin? am u 4- B"sinamvu--...*-- FER sin" am u 
1 4- B’ sin? am (u-]-4po) -- B” sin* am (u-1-4po) Te NE ) sinn am (u-F4po) 


altera aequationis pars functionem continet Wes quae unam habet pe- 
riodum, altera autem functione sinam constat, quae praeter hanc alia 
adhuc gaudet, ut quae dupliciter periodica est. Dum igitur ad eam alte- 
ram applicas periodum, expressio 
4 (u- 4p 9) 
x (wu) 


mutabitur quidem, neque tamen aliam subire potest mutatio nem, nisi 


- 
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quae oritur ex ambiguitate 2° radicalis. Quod theorema gravissimum, 
expressionem 
x (up 2) 
(oy Qn | 

quae cum functionibus ellipticis unam habet periodum communem, dum 
ei aliam, qua illae gaudent, applices periodum, aliam mutationem non 
pati, nisi quod per radicem aequationis «= 1, multiplicetur, ex ipsa na- 
tura functionis X(u) iam comprobemus. | 


Ponamus 
| mK+-miK = 0, uK-rTwik'Q, 
sit porro | 
aK +a! PA OT. pQ + p'Q', 
unde quoties p, D: m, rn', v, w’ quantitates reales: 


= pm+pu, a= pm'+p'p’, 


ideoque 
p= aod a En ples DE me a 
m wW— m’ u? m u'— m' w i 
Sint m, m’, &, v numeri integri poni vel EN quilibet eiusmodi, ut 
my'—m'y = 
ent 
p=mwa—yuu, p = ma—m'a, 


unde patet, quicunque sint numeri integri A a’, etiam p, p' integros fore. 

et vice versa. Fit porro: 
K = yuQ—m'' ik = mW" —quQ. 

Jam quicunque sint numeri integri positivi seu negativi @, Q^, erit 
sinam (u 4- 4a K - 4o; K") = sinamu, 

unde etiam, quicunque sint numeri integri positivi seu negativi p, p*: 
sinam (u 4- 4p Q-]- 4p' Q) = sinamu. 

Innumerae periodi, quibus gaudent functiones ellipticae, componi possunt 

omnes e binis, quae continentur aequationibus: 

sinam (u--4K) = sinamu, sinam(u-]-47 A^ = sinamu. 


Quarum in locum, ex antecedentibus patet, substitui posse has ^ 
sinam(u-+4Q) = sinamu, sinam(u-d-uQ^ = sinamu. 
siquidem | 
Q — mK--m'iK, Q'=uKk+uiK, A 


designantibus 77, m‘, v, M numeros integros positivos vel negativos eius- 
modi, ut sit 21m —72'p — 1. Unde videmus, periodos, quibus functio- 
nes ellipticae gaudent, innumeris modis e binis componi posse. Bius- 
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modi autem binas periodos, e quibus reliquae. componi possunt omnes, 


vocabimus periodos coniugatas. 


/; K!/ 
Posito, ut supra, a — "Ktm ik 
n 





, quaeramus iam, quod pro- 


positum est, quaenam evadat expressio 





4 
sage) 10 ier) 
ICH CORO TER OW 
mutato 4 in u-]- 4Q' seu ln in u-]- 4p'Q', designante p' nume- 
rum positivum vel negativum quemlibet. Vidimus, posito 
m'im E m'im E 


6 A owe 4K(mK--m'iK) 2K ~ 4KQ 270 n! 


eur Qu +40) ns e" Q (u); 
unde etiam, posito uw, #’ loco 77, m’, ideoque Q' loco Q, atque 
y __ Win E 
| RER «2 1 
oft 
; e" 0 100* C) (u-L 4 Q^ mine eC) (u), 


» Mutato x in u +0 — u--4po, prodit 
riu P 4 u ng An 
e ET, +20 pao) = VA Senden mx) Q (x Lo |: 


rl 


fore 


r 


^ unde | 
DU SAR a (4122 9 LA Q ) Oo (Lee) 
; epg wm ATE 


Sequitur antem e formula x(u) = e" €) (u): 


(ut =28 £4407) r BE (su +804 LE) 9 (u-- 329. 140.) to 
Ae vk 


ECT Y Pm j Q (u--4 Q") 
| 4ApO 
722 (au apr 120) re, 2p 00 9 (u +2 ) 
\ e e : ‘ e) v 
— unde | à 
| 4 D 
t. (ut 22420) ^ sioe, uy lt) 
a —— € À— € — pus e n ee € 
A T» ratio x Qu) 
* Fit autem 
Fi PES m! i7 win in^ m'Q'— u'Q 
2 cKO. EROS 0400’ 
ideoque cum sit m‘Q’/—p/Q=——K: 
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32 p 00! Sipn 
EE (r—r) LI NETS 


n 
unde obtinemus formulam fundamentalem: 


z(u “PO +407) E (+22) 











4 aut, T° RE TO eas 
sive hanc dp ds 
4 
yy WOR) _ „une 04489 
) ICE 09 EE WME IONS 0m 
Videmus igitur, quod demonstrandum erat, expressionem 
| 4pQ = 
etri] = an) 
x (u) xu) A 


quae cum functionibus ellipticis unam periodum commu- 
nem habet, sive immutata manet, mutato w in u-]- 40, dum 
ei periodum coniugatam applicas sive u in u+4Q mutatur, 
multiplicari per z"" radicem unitatis. 


Quin adeo ipsius, quam eligere debes, 7"* radicis unitatis expres- 
sionem analyticam suggerit formula 32.; quae satis delicata est quaestio. » 
Regiom. m. Apr. 1829. 
4 4 


* 
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| ZIEH, 
Auflösung einer geometrischen Aufgabe. 
(Von Herrn Th. Clausen zu München. ) 


Min die Spitzen eines um einen Kreis beschriebenen Dreiecks resp. 
in den Verlängerungen der Seiten eines in demselben Kreise beschriebe- 
nen Dreiecks liegen; das eine dieser Dreiecke zu finden, ‚wenn das an- 
dere gegeben ist.” 

Aus dem Mittelpuncte des Kreises ziehe man drei Halbmesser 
nach den Spitzen (Taf. III. Fig. 1.) des im Kreise beschriebenen Drei- 
ecks a, b, c; die aus dem Mittelpuncte des Kreises auf die drei Seiten 
desselben Dreiecks gefällten Senkrechten schneiden den Kreis in den Punc- 


ten a’, b', c'; die aus demselben Puncte nach den Spitzen des um den 


WK rci beschriebenen Dreiecks schneiden den Kreis in den Puncten «’, 2’, 


ar 


y’; und die auf dieSeiten desselben Dreiecks gefällten Senkrechten in den 
Puncten 2, Q, y. In der Folge sollen die Buchstaben a, 5, a’ etc. die 
Längen der zwischeu den mit diesen Buchstaben bezeichneten Puncten 
und einem willkürlichen festen Puncte liegenden Kreisbogen bezeichnen; 
nimmt man z.B. a zum Afñfangspuncte, so ist Q^ die Länge des Bogens 
a (2a'Q', b' die Länge des Bogens a(2a'Q'ó*yb', u. s. w. Es versteht sich 
von selbst, dafs man vom Anfangspuncte aus immer nach derselben 
Seite zählt. 
Demnach ist, wie man leicht sieht: 





o! = ^ a = a — b! -- c5 a! = “FE, a = a —-4 wy, 

y ère, b = a +b— 6"; ET, B = a’ + Q'— ys 

bé cem LES ema y mà y--—«LEE 
Y. Der Halbmesser des Kreises sei 1, so ist: 

T" Cy cos(y — (j) = 1, 
d C y cos (b‘— PP) = Cy, 
| : cos(b‘— b) = Cy, 
also 
cos (b/— b) cos(y — (2) = cos (b/— ("), 


90* 
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oder | 

cos (a/— c^) cos (a/— y^) = cos(b/— (2), und also auch 
(1.) (cos(0/— a^) cos(B'— a’) = cos(c'— y^, 

cos (c/— 5^) cos(y^— ^) = cos(a'— a^). 
Setzt man nun: 


a'—c' = 9f; a'—() = 2x; 
b'—ao'-—29g; b'—y-2w; 
c'—b'-5h; c'— x = 27; 
so ist: 8 X doe 
—y a! — b! , 
eye ee tye ee ty, 


UP Se By — B= BY Ry a" is eA ee 


M cos 2 f'eos(g + z— y) = cos(g + z 4- y) 
(2.) (rns cos(h d- y — z) = cos (^ + y + z), 


cos2h cos(f + z — x) = cos(f 4- z- 2); 
tang /* = tang(g 4-2) tang y, 
(3) | 


woraus folgt: 
tangg^ = tang(f+y)tängz, 
tang A? = tang (f + z) tanga. 
Zur Abkürzung sei: : s 
tangf = m; tangz = $; 
tang g — n; tangy = 1; 
tang = p; tangz = u; 
so hat man Ned ay dame 





uns?! 


(1) in. u Burt 








j 1— pt’ 
TS: mu 
Pp gi du. cuum. 


Wird nun in die dritte dieser Gleichungen der Werth von u aus 
der zweiten substituirt, und in die daraus entspringende der Werth von ¢ 
aus der ersten, so erhält man zur Bestimmung von 5 folgende Gleichung: . 


mp--nm-—min-d-m*2Pbp)ss | LA 
5) (4 (mnp J- n? 4-1 —p—mhrpJ-mmep--menp4-minp)s à 

peas npie- m ni p° Ha mi pe + m np. ! "atn 
Man sieht leicht dafs | T 
oder 2f+2g+2h = 360, 
| f+ et h = 180, M 
daher 

4 


- 
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mn A m--n-+-p, » 
TE = m’-+n’-+p? +amn+onp+topm, 

iiam = m’+-n’+p-+ 3mn + Sp + 3pm + 3mn°+ 3np°+ 3pm°+6mnp, 
ii fii man diese Werthe in die Gleichung (5. um die Zahl der 


4 
. Factoren in jedem Gliede gleich zu machen, so erhält man: 


3 NE yeh ei en AR RE 
+2(m’--n’-m’n+-mn’+2m’p--2mp + 2np+onp?+4mnp)s 
= pin mp amin Imp tamap—atp 4 np), 

und wenn man mit (z?-]- 7)p dividirt: 

(n — m? mr en Lupin ann 
002 =m—n+mn+3mp—np+tp; 

welcher Gleichims ich folgende Form gebe: 

D {Ce Hp) + Cr p) n dep) — 0n + PY) = 4 2 (0 + p Qn +a} 
++ p(t p (m +) mtr = 0, 

woraus sogleich folgt: 


(m+p)?+ Y5 (m+p) (> +p) + +p)? 











t En 
MER ar rer ee. 
lich: LENS 
oder enulic a h es + 
) — = te 
j À La nte e (np ) 
Es ist aber CLAN are 
sin susc sd in2s 
oe tang + tang / ns cos f cos h EU cosfcosh ^ 2 cos f cos g cosh? 
: o sin(s-L-A) __ inf  — sin 2f 
"eb p'— tangs ch tangs = cosg cosh  cosgcosh "^  2cosf cos z cosh’ 





p 
setzt man noch für s dessen Werth tangz = tang (* 5 2); und für p 
den Werth tang ( zz): 2g = (b'—a!) und 2f — pud so folgt: 


























ERST, sin (Bt a’) + LE v (a^ — cc’) 

tang (5 T4) = = tang (55; ).——— Bud un quis 1+ EX PI 

5 i nnd tang (7 CT daa d candid m ml iih 
3 R sin (c EN in ra) 

, sin (a’ ach RE VIS sin (cf —5°) 

oe LEN ge) ne otc 


sin (a^— c^) — oe: sin iu (c an 
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^4 | 
Die dritte der Gleichungen (3.) 1st: E 


tang (“> ak tang (* Be) tig pk 


womit man aus der NO der Gleichungen (7. findet: 


sin (5/— a) — ex sin m. 


tang (ez — tang @ - À sr ; FREIE a £^ 
#8 at le sin (c/ — b^) — ET a!) 
(8.) tang (—" ) er en e 


sin (c! — 5^) + — sin (b’— a’) 














und also auch: 








- B ol sin (a/— c{) — 4 ee sin (6% — b!) 
tang (TS NÉE PE Ime 
Le sin (a^— of) Msi n (c^ — My 


Es ist kaum nöthig zu bemerken; dafs die durch aid Gleichungen (7) 

und (8.) bestimmten Winkel die Hälften der 6 an den Spitzen des äufsern 

Dreiecks liegenden Winkel oder deren Complemente sind. Die Winkel 

des äufsern Dreiecks lassen sich auch unmittelbar bestimmen; es ist 
also 


Po ROS amio: ar sur 
tang (FI) = 


9 > 
Aj 
Y—l IFV5 i EVA . 
tang (=) sin(b’—a’)+- “on sin(a^—c').  siu(b/—a^) — “ay sin(a/— c^) 


= A- DEV ind Tr EHER as de 
1+ iang (A 5 is eV. sin(5/—a')— TJ — sin(a’—c’) sin(b/—a‘) + IE VB sine —c!) 

















und nach einer leichten Reduction: 


I. 
Ad sin (a cl)? Tm 


- sin (b/— a’)? 
tang (>) = 
COTES jag 2 sin (a^— c^) sin (b/— a’) sin (c’— b) : 
und analog: 1 + : 4 
N : 5 LE Td n (b/— v) NE VS sin (c'— b/)* 
Gen LE) UTERE yaa i Bad rag UU ANE = 
SN 9 2 sin (a^— c, sin "Cn ) i (c^— bd) : 
| a f | 
à > sin (e — b^ gb. — sin (a^— c’)? 
cotang (557) TEE 2 sin (a’— c^) sin (b'— a) sin(c^— 0’) £ 
Aus den Gleichungen (1.) sieht man, dafs man die lateinischen Buch- - 
staben mit den gleichnamigen griechischen verwechseln kann.  Thut 
man dieses in den Gleichungen (7.), (8.) und (9.), so hat man die Aufio- 
sung des umgekehrten Falls, wenn nemlich das äulsere Dia: gegeben 
ist und das innere gesucht wird. 
Altona, den 25. Februar 1825 


nn rr PSC ET 
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Einfacher geometrischer Beweis, 
dafs wenn R und r die Halbmesser der in und um ein Drei- 
" eck beschriebenen Kreise bedeuten und D die Entfernung 
der Mittelpuncte dieser Kreise von einander bezeichnet, 
y D*— R—29RHr ist. 
Pa ®, (Von dem Herrn Professor Unger zu Erfurt.) 


W ira der Bogen 4B (Taf. HL: Fig.2:) in E halbirt und'aus-E mit EA ein 
Kreis beschrieben, so ist, wie sich durch den 22. Satz des 3ten Buches der 
Elemente von Euclid beweisen läfst, der Bogen ADB der geometrische 
Ort für die Mittelpuncte aller Kreise j die sich in die Dreiecke hinein 
zeichnen lassen, von welchen 4B eine Seite ist und die in dem Kreise 
AGB liegen. Nimmt man also den Punct D beliebig in dem Bogen 4DB 
an," zieht CD und die Senkrechte DJ, so ist für das entsprechende Drei- 
eck DI der Radius des Kreises, der sich hinein zeichnen läfst, CE ist der 
Radius des um dieses Dreieck beschriebenen Kreises, und CD ist der Ab- 
stand der Mittelpuncte beider von einander. Die Abhängigkeit dieser drei 
Linien von einander ergiebt sich nun wie folgt: 


Es ist 
DC? = CE + KD 


= (CF— DIY + rp 
= CF*—2CF.DI+ DP + FP, 
und weil nach Eucl. Buch 2. Satz 5. 
ar Fr = AF°— Al.IB, 
so 15 60D? = CF’ + AF —9CF.DI + DP: — AL IB 
de CE?—2CF.DI+ DE — DI.IL 
= CE—92CF.DI— DI(IL — DI) 
Es IL — DI = 21H, 
also ist —— CD CE* —2CF.DI—2D1.1H 
CES — o(CF-I- IH).DI | 
- CE: —2CE. DI, 
nemlich es ist "py coa apa 





396 31. Aufgaben und Lehrsätze, 
vl 
a. 
Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 
^49 a 





Lehrsaiz, vom Herrn Professor Dr. Grunert zu Brandenburg. 
Wenn alle Seiten eines beliebigen Fünfecks 4BCDE (Taf. III. Fig. E vere 
längert werden, bis sie sich in 4’, B’, C', D', E', treffen; so schneiden die 
geraden Linien aa y bb, Te da^ eet vidotie die Mittelpuncte der beiden 
Diagonalen aes seat der Vierecke ABEA', BACB’, EBDC, DCED', EADE' 
mit einander verbinden, sich immer alle in ein- und demselben Puncte O. 


Aufgaben von Anderen. + fa 
1. Unter den verschiedenen Definitionen der Ebene scheint die 
von Robert Simson eine der beliebtesten zu sein, nemlich: s 


»Die Ebene ist eine Flüche von der Art, dafs alle gerade Linien 
zwischen beliebigen Paaren von Puncten der Fläche, ganz in ihr liegen.” 

Diese Erklürung scheint aber Vorausetzungen einzuschliefsen, 
deren Statthaftigkeit erst bewiesen werden mufs. Wenn nemlich z. B. 4, 
B, C (Taf. IL. Fig. 4), drei Puncte einer Ebene und 4B, BC und CA gerade 
Linien, D und Æ aber Puncte in BC und AB, und 4D und CE wiederum 
gerade Linien sind, so müssen, nach der Definition der Ebene, alle diese 


gerade Linien in ihr liegen, oder vielmehr, die Ebene mufs durch alle diese 


gerade Linien zugleich gehen. Dabei wird offenbar vorausgesetzt, dafs 
AD die EC, etwa in F schneide und nicht vielleicht über oder unter 
EC an dieser Linie vorbeigehe; denn wäre dieses der Fall, so könnten es 
nur zwei verschiedene Flächen sein, in welchen die geraden Linien 4D 
und EC liegen, nicht eine und dieselbe Fläche. Dafs aber 4D die EC 
wirklich schneidet, erhellt von selbst weder aus der Natur der geraden 
Linie, noch aus der Erklárung der Ebene. Es darf also nicht vorausge- 
setzt werden und erfordert mithin einen Beweis. | 

Dieser Beweis würe zu geben oder, wenn er nicht gegeb vere 
den kann, eine andere Definition der Ebene. 3. 

2. Man könnte die Ebene wie folgt definiren. 

» Sie ist diejenige Fläche, in welcher alle gerade Linien liegen, die 
mit einer und derselben geraden Linie, in einem und demselben Punct, 
zu beiden Seiten gleiche Winkel machen.” 
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Diese Erklärung nie völlig bestimmt und deutlich sein, Es 
mufs aber dann TEMA werden, dafs auch jede andere gerade Linie 
durch zwei Puncte in der Ebene, die nicht durch die f este Gerade geht, 
ganz in der Ebene liegt. Dieses kann auf folgende Weise geschehen, in 
sofern es möglich ist, ohne den Begriff der Ebene zu zeigen, 
dafs Dreiecke mit den nemlichen Seiten congruent sind. 

"Es sei nemlich XY (Fig. 5) die die Ebene bestimmende feste ge- 
rade Linie; AP, BP seien gerade Linien in ihr, so dafs 4PX = APY 
BPX — BPY ist. Ferner sei PX — PY, Alsdann sind z, B. in den Dreiecken 
APX und APY zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel dieselben, 
nemlich AP = AP, PX = PY und 4PX = APY. Also sind die Dreiecke 
Zen oder vielmehr, wenn man PX in PY legt, während 4P an 
séiner Stelle bleibt, mufs nothwendig die de AX in die gerade AY 
fallen, was sich einsehen lüfst, auch ohne den Begriff der Ebene. Auf 
dieselbe Weise werden die Dreiecke BPX und BPY congruent sein. Nun 
sei AB eine gerade Linie durch 4 und B, und € ein beliebiger Punct 
in ihr: so frügt es sich ob 4B ganz in der Ebene liege. Da 4B den 
Dreiecken 4BX und ABY gomein ist, so sind alle drei Seiten dieser Dreiecke 
die nemlichen; denn, wie sich vorhin zeigte, ist 4X —.4Y und BX= BY, 
und 4B beiden gemein. Kann man also nun ohne den Begriff der Ebene 
beweisen, dafs zwei Dreiecke gleich sind, wenn sie die nemliehen Seiten 
haben, so folgt, dafs z.B. der Winkel C4X gleich ist dem Winkel CAT, 
Deshalb sind aber dann wiederum die Dreiecke C4X und CAY gleich, 
weil sie gleiche Winkel C4AX=CAY zwischen den nemlichen Seiten 
AX= AY und 40= AC haben. Also ist auch CX — CY. Mithin ha- 
ben dann die Dreiecke CPX und CPY die nemlichen drei Seiten; denn 
aufser CX = BY ist PX = PY und CP— CP. Also wären sie nach dem 
postulirten Satze gleich, und es wäre endlich der Winkel CPX gleich 
dem Winkel CPY, Folglich läge die Gerade CP, die durch den Punct 

C in AB geht, und mithin der Punct € selbst, in der Ebene durch <P 
und E^ Und da dieses von jedem Puncte C in 4B bewiesen werden 
künnte, so läge die gerade Linie 4B ganz in der Ebene durch 4P und 
BP. Daferner 4B jede beliebige Richtung haben kann, so würde folgen, 
dafs jede beliebige, nicht durch P gehende gerade Linie, welche zwei 
Puncte mit der Ebene durch 4P und BP gemein hat, ganz in ihr liegt. 

Es fragt sich also, ob sich der Satz, dafs drei gerade Linien im 
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Raume von bestimmter Linge, die sich paarweise schneiden, immer die 
nemliche Figur bilden, ohne den Begriff der Ebene beweisen lasse. 

3. Folgende andere Definition der Ebene, an eine àhnliche der ge- 
raden Linie sich anschliefsend, ist sehr einfach, nemlich: 

Gerade Linien sind die, deren zwei auf keine Weise 
einen Raum umschliefsen können. | 

Ebenen sind diejenigen Flächen, deren zwei auf keine 
Weise einen Raum umschliefsen können. 

Es folgen daraus die Sätze, dafs gerade Linien, wenn sie zwei 
Puncte gemein haben, ganz zusammenfallen; dafs durch zweiPuncte nur 
eine gerade Linie moglich ist; dafs gerade Linien, welche mit einer Ebene 
zwei Puncte gemein haben, ganz in ihr liegen; dafs zwei Ebenen nur in 
einer geraden Linie sich schneiden können; dafs eine gerade Linie und 
ein Punct aufser ihr, oder drei Puncte, eine Ebene bestimmen u. s. w., wie 
leicht zu sehen, fast unmittelbar. 

Die Erklärungen würden daher besonders für die Elemente geeig- 
net sein. Es frágt sich, ob und was Erhebliches dagegen einzuwenden sei. 

4. Sollte nicht vielleicht folgende Theorie der Parallelen ein- 
fach und deutlich sein? 

Ein Winkel ist die Neigung zweier gerader Linien gegen einan- 
der, die sich schneiden. 

Wenn zwei Winkel gleich sind, so können die unbegrenzten Räume 
zwischen ihren Schenkeln um keinen Winkelraum verschieden sein, son- 
dern nur vielleicht um ganz begrenzte oder um Parallelraume. 

Wenn zwei Winkel-Ráume um keinen Winkelraum verschieden 
sing, sondern nur etwa um begrenzte oder Parallelráume, so sind die zu- 
gehörigen Winkel gleich. 

Der Winkel 4CB (Fig. 6.) bleibt z. B. offenbar derselbe, man möge 
den begrenzten Raum DEC davon abschneiden oder nicht. Die drei Winkel - 
FDA, ACB und BEG machen also zusammen nur zwei Rechte aus, wenn 
sie gleich, aufser dem Raume an der einen Seite der geraden Linie FG, 
noch den begrenzten Raum DCE füllen. Nun sei HEF = ADF, so ist 
HE mit AD parallel, das heifst, HE begegnet der 4D nicht, so weit 
man sie auch verlängert. Denn schnitte HE die 4D, so wäre HEF nicht 
. gleich ADF (Euclid. I. 16.) gegen die Voraussetzung. Es ist aber die 
Summe der drei Winkel HEF, HEB und BEG ebenfalls gleich zwei 


p 


* 
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Rechten, also ist HEB gleich 4CB, dafs heifst: Parallelen, wie HE und 
AC, machen mit einer beliebigen Geraden BC, die sie schneiden, an einer- 
lei Seite gleiche Winkel HEB = ACB; und daraus folgt, dafs sich zwei 
gerade Linien, die mit einer dritten an derselben Seite ungleiche Win- 
kel machen, genugsam verlängert, nothwendig schneiden, denn schnitten 
sie sich nicht und wáren also parallel, so machten sie, wie so eben folgte, 
mit der dritten gleiche Winkel, gegen die Vorausetzung; und dieses 
ist das eilfte Euclidische Axiom. 

Die Schwierigkeit der Vorstellung liegt darin, dafs die Summe 
der drei Winkel DA, ACB und BEG nur gleich zwei Rechten geachtet 
wird, obgleich die Winkel, aufser dem Raume an der einen Seite der ge- 
raden Linie FG, noch den begrenzten Raum DCE füllen; aber die Schwie- 
rigkeit ist nur scheinbar; denn eines Theils ändert offenbar der begrenzte 
Raum DCE' an der Neigung der Linien 44€ und BC gegen einander wie 
schon gesagt nichts, andern Theils werden ja auch ohne Bedenken Win- 
kel gleich geachtet, wenn ihre Räume sogar um einen unbegrenzten 
Raum verschieden sind, wie z. B. die Winkel 4DF und HEF, deren Räume 
um den Parallelraum ADEF verschieden sind. | 

Dafs die Summe der drei Winkel in einem beliebigen ebenen 
Dreiecke gleich zwei Rechten ist, folgt auf diese Weise unmittelbar; denn 
da ADF + ACB +BEG gleich zwei Rechten und 4DF=EDC, DCB=DCE 
und BEG = DEC ist, so ist auch in dem Dreieck DEC, EDC+ DCE + DEC 
gleich zwei Rechten. 

Diese Theorie der Parallelen dürfte um so mehr zu berücksich- 
tigen sein, da das Resultat von der Summe der drei Winkel eines Drei- 
ecks, auf welches sie zunächst führt, das nemliche ist, welches der auf 
ähnliche Weise sich ergebende Satz von der Summe der drei Winkel 
eines Kugel- Dreiecks giebt, wenn man den Halbmesser der Kugel un- 
endlich grofs annimmt, wodurch die Kugelfläche zur Ebene wird. Die 
Summe der drei Winkel eines Kugel-Dreiecks, die durch die Fläche der 
zugehörigen Kugel- Ausschnitte gemessen werden, ist nemlich bekanntlich 
gleich zwei Rechten, oder gleich der halben Kugelfläche, plus der zwiefachen 
Fläche des Dreiecks. Nimmt man nun den Halbmesser der Kugel unendlich 
zrofs, so verschwindet die Fläche des Dreiecks gegen die Kugelflache und 
es folgt, dafs die Summe der drei Winkel des Dreiecks gleich zwei rech- 
ten Winkeln ist. 
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Einige Nachrichten. von Büchern. 





Von dem am Schlusse des vorigen Bandes dieses Journals erwahnten Werke des Herrn 
Professors C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Preufsen über die elliptischen Functionen 
ist nunmehr der erste Theil erschienen, unter dem Titel: Fundamenia nova theoriae 
Junctionum ellipticarum, auct. Dr. Carolo.Gustavo Jacobo Jacobi, prof. ord. in 
univ. regia Regimont. 1829. 4. IV. 188. Es beginnt darin die systematische Zusam- 
menstellung der die Theorie der elliptischen Functionen bildenden Sätze, mit Beziehung 
auf die dieselben betreffenden früheren schünen Arbeiten des Herrn Verfassers. Über 
den Werth des Inhalts dieser Schrift hat schon die Öffentliche Stimme und insbeson- 
dere des würdigen Legendre's Urtheil entschieden. Die fernere Entwicklung des 
Gegenstandes dieses wichtigen Werkes will der Herr Verfasser die Güte haben, theil- 
weise dem gegenwärtigen Journal zu überliefern. Diese Schrift des Herrn Jacobi 
gehört unstreitig zu den bedeutendsten mathematischen Productionen in Deutschland 
ueuerer Zeit 

Auch die im vorigen Jahre, erwähnten zwei Supplemente Legendre's zur 
zweiten Auflage seiner Exercices du calcul intégral sind erschienen, und berücksichtigen 
die Arbeiten von Jacobi und Abel über die elliptischen Functionen. 

Einen Theil der im. vorigen Jahre angekündigten Arbeit von Abel über die 
elliptischen Functionen findet, man in dem vorigen und gegenwärtigen Hefte dieses Jour- 

nals. Leider ist der Verfasser, der, so jung noch, schon so grofse Hoffnungen gab, und 
dem schon jetzt die Wissenschaft wesentliche Erweiterungen verdankt, durch den Tod 
abgerufen. worden. (Max sehe den Necrolog hier unten.) 

Kürzlich hat Herr Plana zu Turin Bemerkungen über die elliptischen Fune- 
tionen herausgegeben, deren Zweck vorzüglich ist, die von. Herrn Jacobi in den 
astronomischen Nachrichten yon Schumacher mitgetheilten allgemeinen Sätze ele- 
mentar zu entwickeln, . 

Die Annales des Mathématiques, von Herrn Gergonne, und das Bulletin uni- 
versel des sciences des Herrn Baron von Férussac haben erfreulichen Fortgang und 
behaupten ihren alten Werth. T 

Auch von den Exercices des mathématiques des Herrn Cauchy sind mehrere 
neue Hefte erschienen, 

Von der „Wiener Zeitschrift für Physik und Mathematik, heraus- 
gegeben von A. Baumgärtner und A. v. Ettinghausen” sind bereits 5 Bände 
erschienen, jeder zu + Metis und jedes Heft 8 bis 9 Bogen stark. Der giófsere Theil 
dieses Werkes ist der Physik gewidmet; Jedoch. enthält auch der mathematische Theil 
interessante Abhandlungen und Aufsätze. Dieses Journal wird unstreitig auch seiner- 
seits zur Verbreitung des Studiums der Mathematik wirksam beitragen. 

Von einem anderen neuen, auch der Mathematik gewidmeten Journal, Loi des 
zu Brüssel unter dem Titel: ,,Correspondance mathématique et physique”? ta Ré 
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sind bis jetzt 4 Bande erschienen, jeder zu 6 Heften, jedes zu 3 bis 4 Bogen, und vom 
5ten Bande 2 Hefte. Die ersten beiden Bände sind von den Herren J. G. Garnier 
und A. Quetelet gemeinschaftlich, die folgenden Bände vom Herrn A. Quetelet 
allein redigirt. Die Gegenstände dieser Schrift sind ziemlich mannigfaltig. Sie be- 
schäftigt sich mit der reinen und angewandten Mathematik, mit der Astronomie, Phy- 
sik, Meteorologie, Statistik, practischen Mechanik und theilweise mit der Technologie. 
Sie giebt Beiträge zur Geschichte dieser Wissenschaften, Nachrichten von den Arbei- 
ten der Gelehrten in denselben, von den Preis - Aufgaben der Academieen und den dar- 
auf erfolgten Preisschriften, besonders in Belgien und Frankreich, von wichtigen Bü- 
chern und Ereignissen, die für ihre Gegenstände Interesse haben. Sie stellt Auf- 
saben und giebt die eingegangenen Auflösungen. Die mathematischen Arbeiten 
möchten ziemlich den grófseren Theil des Raumes dieses Werkes einnehmen, Sie 
scheinen vorzüglich die weitere Verbreitung mathematischer Kenntnisse und Erörte- 
rungen über dieselben zum Gegenstande zu haben. Nur ein Theil davon beschäftigt 
sich mit der sogenannten höheren Mathematik und der weiteren Entwicklung dersel- 
ben, der grófsere Theil init weiterer Ausbildung und Vervollkommnung schon allge- 
meiner verbreiteter mathematischer Kenntnisse. Gerade dieser Zweck aber dürfte recht 
nützlich und verdienstlich sein; denn es ist gewils eben so wichtig, und es thut fast 
sogar mehr Noth das Vorhandene zu vervollkommnen und weiter zu verbreiten, als 
gerade Neues zu entdecken. Auch der mathematische Inhalt dieses Werkes ist also 
von bedeutendein Interesse. Die historischen und anderen Nachrichten sind schatzbar, 
und daher dürfte auch dieses Unternehmen als recht wichtig für die Verbreitung nütz- 
licher Kenntnisse zu erachten und ihm der beste Fortgang zu wünschen sein. 


Druckfehler. 


Im zweiten Hefte dieses Bandes Seite 166. Zeile 4. und 5, von oben ist slatt ,, pourvu . . . . infinies ” 
zu lesen ,, pourvu toutefois que les valeurs de f(g-+e) et de f(h+ 2) füssent toujours suppo- 
sées et determinées." 


Crefle’s Journal. IV Bd 4. Hft 5b 
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M. Niels Henrik Abel, Norvégien, qui a fait voir un talent si extraordinaire pour 
les mathématiques et qui, quoique trés jeune encore, s'est déjà si éminemment distin- 
gué dans cette science, est mort à la fleur de son áge le 6. Avril 1829 à Frolands- 
Vark prés d'Arendal en Norvége, oü il s'étoit rendu de Christiania, son séjour 
ordinaire, pour faire une visite à ses parens. 

Mr. Abel naquit le 25. Août 1802 à Frindoé, sur la côte occidentale de Chri- 
stiansandstifft en Norvège, Il n'a donc pas méme atteint sa 27"° année. Son 
pére étoit ministre protestant de village. En 1803 sa famille fut transférée à Gierre- 
stadt, paroisse voisine, ou son père lui donna la première éducation, jusqu'en 1815, 
où Mr. N, H. Abel entra dans l'école cathédrale de Christiania. I] ne se distinguoit 
nullement dans les premiéres années. Mais en 1818, à l'age de 16 ans, ses talens 
pour les mathématiques commencèrent subitement à se développer. II se fit beaucoup 
remarquer parmi ses condisciples et fit de progres si rapides, qu'on reconnut bientót 
son génie. Mr. Holmboé, alors professeur à cette école, lui donna des leçons en par- 
ticulier. Ayant rapidement passé les élémens, on lui fit parcourir Introduction et les 
Institutions du calcul diff, et intégr. d'Euler. Dés-lors il commença à marcher seul. 
Il étudia les ouvrages de Lacroix, Francoeur, Poisson, Gaufs et surtout ceux 
de Lagrange, et fit lui- méme quelques essais. Sorti de l'école cathédrale, il entra 
dans l'université de Christiania. Dénué de fortune, et son pere étant mort, il 
avoit eu les lecons de l'école gratis, et il jouit à l'université d'une bourse et de secours 
des professeurs pendant les deux premières années. Les deux années suivantes le 
gouvernement lui accorda un secours extraordinaire. Il poursuivit sa carriére avec ar- 
deur. Dans cette époque il composa plusieurs mémoires, qui ont été imprimés dans 
un journal de Christiania qui a pour titre: „Magazin für die Naturwissenschaften.” 
Le premier de ces mémoires a été imprimé en 1820 sous le titre: ,, dilgemeine Me- 
thode, Functionen einer variablen Grofse zu finden, wenn eine Eigenschaft dieser Func- 
tionen durch eine Gleichung zwischen zwei Variabeln ausgedrückt ist.” Il s’occupa du 
probleme de la résolution algébrique des équations du 5"* degré. Une fois il crut en 
avoir trouvé la solution, mais ayant remarqué son erreur, il se proposa, ou de la corri- 
ger, ou de démontrer l'impossibilité de la résolution générale des équations supérieures. 
1l réussit dans cette dernière tâche et fit imprimer sa démonstration en 1824 à Chri- 
stiania, en francois. S’étant extraordinairement distingué dans ses études, le gouver- 
nement lui accorda, sur la recommendation des Mrs. les professeurs Rasmusen et 
Hansteen, les frais de voyage pour continuer ses études en Allemagne, en Italie 
et en France pendant deux ans. Son plan primitif étoit d'aller directement 4 Paris, 
mais il le changea et partit pour Berlin, en s'associant à quelques amis étudians en 
d'autres sciences *), | 

l| arriva à Berlin dans l'été de 1825. Il y resta six mois, pendant lesquels je 
fis sa connoissance et le vis tous-les jours. D'ici il se rendit par Vienne, Venise, Mi- 
lan et Turin à Paris, où il fit un séjour de 10 mois. Il revient à Berlin et de là à 
Christiania, aprés une absence de 20 mois. 








*) Ces notices sur la jeunesse et les premiéres études de Mr. Abel m'ont été fournies par Mr. 
le professeur Homlbo&, nommé ci-dessus. 
i 
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En arrivant à Berlin pour la premiére fois, il avoit] déja beaucoup travaillé, 
mais sans avoir encore rien publié d'important, excepté son mémoire, en forıne de dis- 
sertation, sur l'impossibilité de la résolution générale des équations algébriques supé- 
rieures. Ce mémoire est le méme qui a été inséré dans le premier tome du présent 
Journal, mais refondu par son auteur pendant son séjour à Berlin. J'avois déja depuis 
longtems conçu le projet du présent journal, mais ce qui me décida à le mettre en 
exécution, ce fut surtout Pimportance des nombreux mémoires déjà préparés par Mr. 
Abel, qui consentit à leur publication, et celle des ouvrages de Mr. Steiner, de- 
puis zelé et trés distingué collaborateur pour les premiers tomes qui ont paru de ce 
journal. C’est ainsi en partie à Mr. Abel qu'il doit son existence. Il en est resté 
jusqu'à sa fin un des collaborateurs les plus assidus et les plus fidèles. — 
1a Les mémoires dont il a enrichi ce journal, et quelques autres très importans, 
inséres dans le journal d'astronomie de Mr. Schumacher, ainsi que ceux qu'il a 
présentés à l'académie royale de Paris, prouvent que ce jeune géométre étoit doué 
d'un talent vraiment supérieur, et que la perte, que les mathématiques viennent d'éprou- 
ver par sa mort, est trés grande et d'autant plus déplorable qu'il commencoit à peine 
Sa carriére. 

Tous les travaux de Mr. Abel portent l'empreinte d'une sagacité et d'une force 
de téte extraordinaire et souvent vraiment étonnante, méme sans considérer la jeunesse 
de l'auteur. Il pénétroit, pour ainsi dire, souvent jusqu'au fond des choses, avec une 
force qui sembloit irrésistible, les saisissoit avec une énergie si extraordinaire, il les 
prenoit de si haut et s'élevoit tellement au dessus de leur état actuel, que les difficul- 
tés sembloient s'évanouir devant la puissance victorieuse de son génie. Si l'on se 
rappele ce mémoire inséré dans le premier tome de ce journal sur l'impossiblité de 
résoudre algébriquement les équations dé degrés supérieurs au quatrième, ses travaux 
sur les fonctions elliptiques, son mémoire sur quelques propriétés générales d'une certaine 
sorte de fonctions transcendentes (tome III.) etc., tous ouvrages par lesquels il a effecti- 
vement reculé les bornes de l'analyse: on trouvera que nous n'en avons pas trop dit. 
Aussi les talens extraordinaires de Mr. Abel ont ils été reconnus généralement 
dans les derniers tems, et certes, s’il eût été contemporain de Newton, celui-ci au- 
roit dit de lui ce qu'il disoit de Cotes: ,,s'il avoit vécu plus longtems, nous aurions 
pu apprendre encore beaucoup de lui.” Les géométres les plus distingués de notre 
tems, parmi lesquels il suffit de nommer Mr. Legendre, ce digne vétéran, auteur 
de la théorie des fonctions elliptiques, ont apprécié également Mr. Abel, en s'hono- 
rant par là autant eux mémes que leur jeune protégé. 

Il est remarquable que Mr. Abel et Mr. Jacobi de Kónigsberg, cet autre 
jeune géomètre d'un talent extraordinaire, ont toujours marché également et comme 
de front dans leurs recherches sur les fonctions elliptiques, sans cependant se con- 
noitre l'un Pautre non plus que leurs travaux, et sans se rencontrer ni se toucher dans 
leur route. 

Mr. Abel, de retour dans sa patrie, n'y trouva pas d'abord un emploi conve- 
nable: ce ne fut que peu de tems avant sa mort qu'il jouit d'appointemens fixes. En 
1827 on le nomma membre de la société royale des sciences à Drontheim. Mais 
aussitöt que la réputation de son talent et de ses mérites dans les mathématiques en- 
rent percé, on vit les hommes qui aiment les sciences et qui sont à méme de les pro- 
téger, s'intéresser à son sort. Le gouvernement prussien, attentif à tout ce qui peut 
faire prospérer les connoissances utiles, et avancer les sciences, songeoit à attirer Mr. 
Abel à son service, dans le cas oü celui-ci l'aurait désiré, En méme tems plu- 
sieurs membres de l'académie royale des sciences de Paris s’adresserent au Roi de 
Suéde, pour l'engager à appeler à Stockholm, prés de l'académie, cet homme distingue, 
Le gouvernement de Prusse exécuta le premier le projet d'améliorer le sort de Mr. 
Abel.  J'avois été chargé de m’instruire d'avance si Mr. Abel accepteroit une 
place à Berlin, dans le cas oü elle lui seroit offertes et sur sa réponse affirma- 
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tive, Monseigneur le ministre du culte et de instruction publique à Berlin avoit ré- 
solu de lui envoyer une invitation honorable. J’avois l'ordre d'écrire au jeune 
géomètre préalablement, que cette invitation étoit préte a partir. _J’exécuta cet ordre 
à lheure méme, Mais malheureusement il étoit déjà trop tard. La lettre arriva peu 
de jours aprés sa mort. Un travail infatigable, joint aux soucis que lui avoit longtems 
donnés Vincertitude de son avenir, avoient mine sa santé délicate; il étoit tombé ma- 
lade à la campagne où il se trouvoit alors; son indisposition tourna en une pulmonie, 
qui dégénéra en phtisie et lui coûta Ja vie. J'en reçus la nouvelle presque le. méme 
jour où l'invitation faite à Mr. Abel venoit d’être expédiée. J'en fis mon rapport. 
Le digne ministre, qui protége et fait prospérer les sciences dans notre pays avec un 
zele et une ardeur au dessus de tout éloge, exprima ses vifs regrets de cette perte 
prématurée, en m'écrivant ,,qu'il avoit eu effectivement le dessein d'appeler Mr. Abel 
„a Berlin, pour lui ouvrir‘une carrière honorable prés de l'université, en lui accordant 
,des appointemens convenables et ses frais de voyage; qu'il regrettoit d'autant plus 
„de voir son dessein échoué, qu'il avoit vivement désiré l’adraission de Mr. Abel au 
„service de Prusse, à cause des grandes espérances que ses rares talens avoient 
,, déja données.” c Sith 

Mais ce ne sont pas les grands talens seuls de Mr. Abel qui le rendoient si 
respectable et qui feront toujours regretter sa perte. Il étoit également distingué par 
la pureté et la noblesse de son caractére, et par une rare modestie qui le rendoit aussi 
aimable, que son génie étoit extraordinaire. La jalousie du mérite d'autrui lui étoit 
tout à fait étrangère. Il étoit bien éloigné de cette avidité d'argent ou de titres, ou 
méme de renommée, qui porte souvent à abuser de la science en en faisant un moyen 
de parvenir. Il apprécioit trop bien la valeur des vérités sublimes qu'il cherchoit, 
pour les mettre à un prix si bas. Il trouvoit la récompense de ses efforts dans leur 
résultat méme. 1l se réjouissoit presque également d'une nouvelle découverte, soit 
qu'elle eüt été faite par lui ou par un autre. Les moyens de se faire valoir lui étoient 
inconnus: il ne faisoit rien pour lui-même, mais tout pour sa science chérie. Tout 
ce qui a été fait pour lui, provient uniquement de ses amis, sans la moindre coopéra- 
tion de sa part. Peut-être une telle insouciance est-elle un peu déplacée dans le 
monde. Il a sacrifié sa vie pour la science, sans songer à sa propre conservation. 
Mais: personne ne dira qu'un tel sacrifice soit moins digne et moins généreux que ce- 
lui qu'on fait pour tout autre grand et noble objet, et auquel on n'hésite pas d’accor- 
der les plus grands honneurs. Gloire donc à la mémoire de cet homme également 
distingué par les talens les plus extraordinaires et par la pureté de son caractére, d'un 
de ces étres rares, que la nature produit à peine une fois dans un siécle! 


Berlin le 20. Juin 1829. 


Crelle. 


reis Journ. d Mathem. Bd 4 ZU f. 
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